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Klasické řešeńı

Úloha (U): Budeme řešit diferenciálńı rovnici

− u′′ + αu = f na (a, b) , u (a) = u (b) = 0, α > 0. (1)

Řekneme, že u : [a, b]→ R je (klasické) řešeńı úlohy (U), jestliže
u ∈ C 2 ([a, b]) a u splňuje (1).



Slabé řešeńı

Rovnici

−u′′ + αu = f na (a, b) , u (a) = u (b) = 0

vynásob́ıme funkćı v ∈ H1
0 ([a, b]) a zintegrujeme p̌res interval

[a, b]. Dostaneme

−
∫ b

a
u′′ (x) v (x) dx + α

∫ b

a
u (x) v (x) dx =

∫ b

a
f (x) v (x) dx .

Prvńı člen uprav́ıme pomoćı per partes:

−
∫ b

a
u′′ (x) v (x) dx = −

[
u′ (x) v (x)

]b
a

+

∫ b

a
u′ (x) v ′ (x) dx

=

∫ b

a
u′ (x) v ′ (x) dx .



Dostaneme∫ b

a
u′ (x) v ′ (x) dx + α

∫ b

a
u (x) v (x) dx =

∫ 1

0
f (x) v (x) dx .

Variačńı formulace úlohy (U):
Najdi u ∈ H1

0 ([a, b])∫ b

a
u′ (x) v ′ (x) dx+α

∫ b

a
u (x) v (x) dx =

∫ b

a
f (x) v (x) dx , v ∈ H1

0 ([a, b]) .

Taková funkce u ∈ H1
0 ([a, b]) se nazývá slabé řešeńı úlohy (U).



VĚTA: Jestliže u je klasické řešeńı úlohy (U), potom u je slabé
řešeńı úlohy (U).

VĚTA: Jestliže u je klasické řešeńı úlohy (U) a u ∈ C 2 ([a, b]),
potom u je klasické řešeńı úlohy (U).



Galerkinova metoda

Zvolme Vn ⊂ H1
0 ([a, b]) takové, že Vn ⊂ Vn+1, n ∈ N.

Budeme hledat p̌ribližné řešeńı úlohy, tj. un ∈ Vn takové, že∫ b

a
u′n (x) v ′n (x) dx+α

∫ b

a
un (x) vn (x) dx =

∫ b

a
f (x) vn (x) dx , vn ∈ Vn.

Označme φ1, . . . , φn bázi prostoru Vn a vyjáďreme rozvoj funkćı un
a vn vzhledem k této bázi.

un =
n∑

i=1

ciφi

a položme postupně vn = φj , j = 1, . . . , n.



Dosazeńım do p̌redchoźı rovnice źıskáme soustavu lineárńıch
algebraických rovnic:

n∑
i=1

ci

∫ b

a
φ′i (x)φ′j (x) dx+α

n∑
i=1

ci

∫ b

a
φi (x)φj (x) dx =

∫ b

a
f (x)φj (x) dx ,

kde j = 1, . . . , n. To je zapsáno maticově:

Kc + αMc = f,

kde c = (c1, . . . cn)T ,

Kij =
b∫
a
φ′i (x)φ′j (x) dx ,Mij =

b∫
a
φi (x)φj (x) dx , fi =

b∫
a
f (x)φi (x) dx .

Položme A = K + αM, potom má soustava tvar

Ac = f.

Matice A se nazývá matice tuhosti a vektor f se nazývá vektor śıly.



Lineárńı konečné prvky:
Báze φ1, . . . , φn prostoru Vn je definována pro i = 1, . . . , n:

φi (x) =
x − xi−1

h
, x ∈ [xi−1, xi ] ,

=
xi+1 − x

h
, x ∈ [xi , xi+1] ,

= 0, x ∈ [0, xi−1] ∪ [xi+1, 1] ,

kde N = n + 1 ∈ N, h := b−a
N , xi := a + ih, i = 0, . . . ,N.
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