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Diskrétni Haarova transformace

filtry: f = (A, ) = (%7 %)

vstupni vektor: v = (vy, ...

vystupni vektor: ¢ = (cl, ..

prvni krok dwt: v — (c,d)

LY

g=(g1.8)= (-
Vn), n sudé

. Cn/g), d= (dla' .- dn/2)

k=37 fivaks1—i, k=1,...,n/2
di = Z?:l giVok+1—i k=1,..., n/2

c =hvi + fv, = 12 di =gvi+giva =

C =hvs+ flvg = BF% d = govs + g1va

c3 =hvs + flvg = B3 d3 = govs + g1V6
Cnj2 =fhaVp—1+ vy = VoLt vn dnjo = 82v5 + 81V6 =

Vi—v2
V3—Vy4

V5 — V6

Yn—1—Vn



Pivodni vektor
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Transformovany vektor
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Piavodni obrazek Transformovany obrazek
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diskrétni Haarova transformace: v — [, dM, ... d? d}]

f f f

v — ¢ — & — ... M1 5 M,
N ¢ ¢ ¢
d! d? d3 dM

inverzni Haarova transformace: [c’\/’,dM7 ..., d? dl] — v

Sn/2 j=1,.... M—-1

S=d trd T k=0,
' M—1

do=dt—d k=1,. Wﬂjzmnq

v:=cd



Pavodni vektor

Transformovany vektor, M =1
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Transformovany vektor, M = 3
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Transformovany obrazek, M = 2




Diskrétni waveletova tranformace:

spociva v aplikaci filtra f = (A, f,... 1), 8 = (81,82, - - &m)

Ck = Y oiq fiVoksi—i, dk = Y i 8iVokt1—i» K € Z

Musi existovat filtry f a g, které urluji inverzni waveletovou
transformaci pomoci vztahi

Cjk = Dopez Mk—2nCi—1,n + - pez Bk—2ndj—1,n.

Filtry f, g, f a § se konstruuji pomoci funkei, které se nazyvaji
wavelety. V zdvislosti na aplikaci musi mit urdité vlastnosti, nap¥.
nulové momenty filtrii g a §, kompaktni nosi¢ filtri f a . Tyto
vlastnosti zaji$tuji p¥islugné wavelety.



Aplikace diskrétni waveletové transformace

e detekce singularit, zmén

e ureni trendu a periodicity

o Fidka reprezentace, komprese

e odstran&ni Sumu, zhlazovani

e zmény ve variabilité ¢asové ¥ady

e numerické FeSeni diferencidlnich a integralnich rovnic



Okrajové jevy
P¥iklad: filtry: f = (A1, f, 3, f2), 8 = (g1, &2, &3, 84)

vstupni vektor transformovany vektor

vV = (V1,V2,V3,V4,V5,V6) W:(Wl,WQ,W3,W4,W5,W6)
wy = favi + v + v + vy
wo = fav3 + v + hvs + f1ve
W4 = g4V1 + 83V2 + 82V3 + 81V4
Ws = 8av3 + g3va + 82V5 + 816
w3 :?, We =7



1. Rozsiteni signalu

v = (vi, 2, 3, 4, Vs, Vg, V7, Vg)
wy = favi + ivo + hva + fivg
Wy = fav3 + f3vg + fovs + five
w3 = favs + fzve + vy + fivg
Ws = gavi+ g3v2 + 82v3 + g1va
Ws = gaVv3 + g3Va + &2V5 + g1V6
We = 8aVs + g3V6 + &2v7 + 813

2. Specialni filtry pro okraje

(f5: f6)' (g57g6)
w3 = fevs + f5vg
We = g6V5 + 85 V6



Rozsiteni signdlu na okrajich

e Rozsiteni nulou (zpd) -
...0000123450000...
Symetrizace (sym) -
...4321123455432... (half point),
...5432123454321...(whole point)
Asymetrické rozsiteni (asym) -
.4-3-2-112345-5-4-3-2...
Hladké roz&iteni ¥adu 1 (spl) -
...-3-2-10123456789 ...
Hladké rozsiteni ¥adu 0 (sp0) -
...1111123455555 ...
Periodické rozsiteni (ppd) -
...2345123451234...



Waveletova baze
Waveletovou bdzi nazyvdame mnoZinu ¥ = ¢; U Uj’ijo V;, kterd je
Rieszovou (stabilni) bazi prostoru L2 (R).

Funkce z mnoZiny ®;; se nazyvaji 8kalové funkce, poZadujeme, aby
generovali polynomy aZ do stupné N — 1.

Funkce z mnoZiny W;j se nazyvaji wavelety, poZadujeme, aby méli
nulové momenty aZ do ¥adu N — 1.

Déle pozadujeme, aby funkce waveletové baze byly lokdlni, to je
velikost nosice klesa exponencidlné v zavislosti na drovni j.



Jeden krok diskrétni waveletové transformace je reprezentovan
matici M, kterd spliiuje (¢, V;)" =M/ o),

Waveletova transformace T; s pro vice drovni je potom urtena
vztahem:

Vs = Tqu>J-+s,

kde V; s je multiskalovd baze V; s := &; U Ujl+s 1 v,



Multiskdlova baze W; 3 pro biortogonaini 3.3 wavelety
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Struktura matice M3 reprezentujici diskrétni waveletovou
transformaci pro biortogonalni 3.3 wavelety:
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Lokalita bazovych funkci implikuje Fidkost této matice.



UvaZujme rovnici —u” = f na intervalu [0, 1] s okrajovymi
podminkami u (0) = u (1) = 0. Matice tuhosti Sg pro 3kalovou
bazi $9 ma strukturu
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Cislo podmin&nosti matice tuhosti ve &kalové bazi roste
kvadraticky v zavislosti na drovni j. Pro ®g je podminénost matice
tuhosti 39841.



Matice tuhosti W3¢ pro waveletovou bazi W3¢ ma strukturu
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Vlevo je struktura matice, pokud bereme vSechny nenulové prvky,
vpravo je struktura matice po vynulovani prvkii men$ich nez 10~>.
P¥i pouziti diagonalniho pfedpodmiriovace je &islo podminénosti
matice tuhosti ve waveletové bazi stejnomérné omezeno, to je lze ji
omezit konstantou, kterd nezavisi na urovni. Pro V3¢ je
podminénost matice tuhosti 12, 8.



Pro vypocet matice tuhosti ve waveletové bazi neni vhodné pouZzit
kvadraturni pravidlo, protoZe nosi¢ waveletovych funkci na vysoké
drovni je velmi maly a bylo by proto potfeba pouZit velmi mnoho
bodi, coz by vedlo k vysoké vypoletni naro¢nosti. Proto se tyto
matice pocitaji pomoci diskrétni waveletové transformace matice
tuhosti ve 8kélové bazi.

Pouziti waveletové baze umoZiiuje adaptivni ¥eSeni dané tlohy,
protoZe je mozné vyuZit kompresni vlastnost wavelet(.



Priklad: Matici tuhosti W3 g pfislusnou multiskalové bazi W3¢
uréime pomoci matice tuhosti Sg pro skdlovou bdzi ®3,¢, tj. Pg.

Nejprve pomoci diskrétni waveletové transformace reprezentované
matici Mg pfevedeme Sg na matici tuhosti pro multikdlovou bazi
\V&l:

Ws 1 = M{ SoMg,

Provedeme dalsi transformaci na tu ¢ast matice Wy 1, kterd
prisludi Skdlové bdzi. Dostaneme matici tuhosti pro bazi W7 ;:

;
M; 0

Wy, = M{J SoMg ,

0 | 0 |

kde | oznaluje jednotkovou matici vhodné velikosti.



Timto zpiisobem pokraujeme. Pro matici tuhosti pro W3¢
dostaneme vztah:

T T
M; 0 M; 0 M; 0 M; 0
Wie= | ° N MISoMg [ . T,
0 I 0 | 0 I 0 I

kde | oznaluje jednotkové matice vhodné velikosti.



