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Diskrétńı Haarova transformace

filtry: f = (f1, f2) =
(
1
2 ,

1
2

)
, g = (g1, g2) =

(
−1

2 ,
1
2

)
vstupńı vektor: v = (v1, . . . vn), n sudé

výstupńı vektor: c =
(
c1, . . . cn/2

)
, d =

(
d1, . . . dn/2

)
prvńı krok dwt: v→ (c,d)

ck :=
∑2

i=1 fiv2k+1−i , k = 1, . . . , n/2

dk :=
∑2

i=1 giv2k+1−i , k = 1, . . . , n/2

c1 =f2v1 + f1v2 = v1+v2
2 d1 = g2v1 + g1v2 = v1−v2

2

c2 =f2v3 + f1v4 = v3+v4
2 d2 = g2v3 + g1v4 = v3−v4

2

c3 =f2v5 + f1v6 = v5+v6
2 d3 = g2v5 + g1v6 = v5−v6

2
...

...

cn/2 =f2vn−1 + f1vn = vn−1+vn
2 dn/2 = g2v5 + g1v6 = vn−1−vn

2



Původńı vektor Transformovaný vektor



Původńı obrázek Transformovaný obrázek



diskrétńı Haarova transformace: v→
[
cM ,dM , . . . ,d2,d1

]
f f f f

v −→ c1 −→ c2 −→ . . . cM−1 −→ cM .

↘g ↘g ↘g ↘g

d1 d2 d3 . . . dM

inverzńı Haarova transformace:
[
cM ,dM , . . . ,d2,d1

]
→ v

c j2k−1 := c j+1
k + d j+1

k , k = 0, . . . , n/2j , j = 1, . . . ,M − 1

c j2k := c j+1
k − d j+1

k , k = 1, . . . , n/2j , j = 0, . . . ,M − 1

v := c0



Původńı vektor Transformovaný vektor, M = 1

Transformovaný vektor, M = 2 Transformovaný vektor, M = 3



Transformovaný obrázek, M = 2



Diskrétńı waveletová tranformace:

spoč́ıvá v aplikaci filtr̊u f = (f1, f2, . . . fn), g = (g1, g2, . . . gm)

ck =
∑n

i=1 fiv2k+1−i , dk =
∑m

i=1 giv2k+1−i , k ∈ Z

Muśı existovat filtry f̃ a g̃ , které určuj́ı inverzńı waveletovou
transformaci pomoćı vztahů

cj ,k =
∑

n∈Z h̃k−2ncj−1,n +
∑

n∈Z g̃k−2ndj−1,n.

Filtry f, g, f̃ a g̃ se konstruuj́ı pomoćı funkćı, které se nazývaj́ı
wavelety. V závislosti na aplikaci muśı ḿıt určité vlastnosti, nap̌r.
nulové momenty filtr̊u g a g̃, kompaktńı nosič filtr̊u f̃ a g̃. Tyto
vlastnosti zajǐst’uj́ı p̌ŕıslušné wavelety.



Aplikace diskrétńı waveletové transformace

• detekce singularit, změn

• určeńı trendu a periodicity

• ř́ıdká reprezentace, komprese

• odstraněńı šumu, zhlazováńı

• změny ve variabilitě časové řady

• numerické řešeńı diferenciálńıch a integrálńıch rovnic



Okrajové jevy

Př́ıklad: filtry: f = (f1, f2, f3, f4), g = (g1, g2, g3, g4)

vstupńı vektor transformovaný vektor

v = (v1, v2, v3, v4, v5, v6) w = (w1,w2,w3,w4,w5,w6)

w1 = f4v1 + f3v2 + f2v3 + f1v4

w2 = f4v3 + f3v4 + f2v5 + f1v6

w4 = g4v1 + g3v2 + g2v3 + g1v4

w5 = g4v3 + g3v4 + g2v5 + g1v6

w3 =?, w6 =?



1. Rozš́ı̌reńı signálu

v = (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8)
w1 = f4v1 + f3v2 + f2v3 + f1v4
w2 = f4v3 + f3v4 + f2v5 + f1v6
w3 = f4v5 + f3v6 + f2v7 + f1v8
w4 = g4v1 + g3v2 + g2v3 + g1v4
w5 = g4v3 + g3v4 + g2v5 + g1v6
w6 = g4v5 + g3v6 + g2v7 + g1v8

2. Speciálńı filtry pro okraje

(f5, f6), (g5, g6)
w3 = f6v5 + f5v6
w6 = g6v5 + g5v6



Rozš́ı̌reńı signálu na okraj́ıch

• Rozš́ı̌reńı nulou (zpd) -
. . . 0 0 0 0 1 2 3 4 5 0 0 0 0 . . .

• Symetrizace (sym) -
. . . 4 3 2 1 1 2 3 4 5 5 4 3 2 . . . (half point),
. . . 5 4 3 2 1 2 3 4 5 4 3 2 1 . . . (whole point)

• Asymetrické rozš́ı̌reńı (asym) -
. . . -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 . . .

• Hladké rozš́ı̌reńı řádu 1 (sp1) -
. . . -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .

• Hladké rozš́ı̌reńı řádu 0 (sp0) -
. . . 1 1 1 1 1 2 3 4 5 5 5 5 5 . . .

• Periodické rozš́ı̌reńı (ppd) -
. . . 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 . . .



Waveletová báze

Waveletovou báźı nazýváme množinu Ψ = Φj0 ∪
⋃∞

j=j0
Ψj , která je

Rieszovou (stabilńı) báźı prostoru L2 (R).

Funkce z množiny Φj0 se nazývaj́ı škálové funkce, požadujeme, aby
generovali polynomy až do stupně N − 1.

Funkce z množiny Ψj se nazývaj́ı wavelety, požadujeme, aby měli
nulové momenty až do řádu Ñ − 1.

Dále požadujeme, aby funkce waveletové báze byly lokálńı, to je
velikost nosiče klesá exponenciálně v závislosti na úrovni j .



Jeden krok diskrétńı waveletové transformace je reprezentován
matićı Mj , která splňuje (Φj ,Ψj)

T = MT
j Φj+1

Waveletová transformace Tj ,s pro v́ıce úrovńı je potom určena
vztahem:

Ψj ,s = TT
j ,sΦj+s ,

kde Ψj ,s je multǐskálová báze Ψj ,s := Φj ∪
⋃j+s−1

l=j Ψl .



Multǐskálová báze Ψ3,3 pro biortogonálńı 3.3 wavelety

Φ3 Ψ3

Ψ4 Ψ5



Struktura matice M3 reprezentuj́ıćı diskrétńı waveletovou
transformaci pro biortogonálńı 3.3 wavelety:

Lokalita bázových funkćı implikuje ř́ıdkost této matice.



Uvažujme rovnici −u′′ = f na intervalu [0, 1] s okrajovými
podḿınkami u (0) = u (1) = 0. Matice tuhosti S9 pro škálovou
bázi Φ9 má strukturu

Č́ıslo podḿıněnosti matice tuhosti ve škálové bázi roste
kvadraticky v závislosti na úrovni j . Pro Φ9 je podḿıněnost matice
tuhosti 39841.



Matice tuhosti W3,6 pro waveletovou bázi Ψ3,6 má strukturu

Vlevo je struktura matice, pokud bereme všechny nenulové prvky,
vpravo je struktura matice po vynulováńı prvk̊u menš́ıch než 10−5.
Při použit́ı diagonálńıho p̌redpodmiňovače je č́ıslo podḿıněnosti
matice tuhosti ve waveletové bázi stejnoměrně omezeno, to je lze ji
omezit konstantou, která nezáviśı na úrovni. Pro Ψ3,6 je
podḿıněnost matice tuhosti 12, 8.



Pro výpočet matice tuhosti ve waveletové bázi neńı vhodné použ́ıt
kvadraturńı pravidlo, protože nosič waveletových funkćı na vysoké
úrovni je velmi malý a bylo by proto poťreba použ́ıt velmi mnoho
bodů, což by vedlo k vysoké výpočetńı náročnosti. Proto se tyto
matice poč́ıtaj́ı pomoćı diskrétńı waveletové transformace matice
tuhosti ve škálové bázi.

Použit́ı waveletové báze umožňuje adaptivńı řešeńı dané úlohy,
protože je možné využ́ıt kompresńı vlastnost wavelet̊u.



Př́ıklad: Matici tuhosti W3,6 p̌ŕıslušnou multǐskálové bázi Ψ3,6

urč́ıme pomoćı matice tuhosti S9 pro škálovou bázi Φ3+6, tj. Φ9.

Nejprve pomoćı diskrétńı waveletové transformace reprezentované
matićı M8 p̌revedeme S9 na matici tuhosti pro multǐskálovou bázi
Ψ8,1:

W8,1 = MT
8 S9M8,

Provedeme daľśı transformaci na tu část matice W8,1, která
p̌ŕısluš́ı škálové bázi. Dostaneme matici tuhosti pro bázi Ψ7,2:

W7,2 =

(
M7 0

0 I

)T

MT
8 S9M8

(
M7 0

0 I

)
,

kde I označuje jednotkovou matici vhodné velikosti.



T́ımto způsobem pokračujeme. Pro matici tuhosti pro Ψ3,6

dostaneme vztah:

W3,6 =

(
M3 0

0 I

)T

. . .

(
M7 0

0 I

)T

MT
8 S9M8

(
M7 0

0 I

)
. . .

(
M3 0

0 I

)
,

kde I označuje jednotkové matice vhodné velikosti.


