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KapriToLA 1

Zakladni pojmy

Cilem této kapitoly je vysvétlit vyznam zakladnich pojmi a také kratce zo-
pakovat vybrané partie stredoskolské matematiky. Tato kapitola ma pouze
informativni charakter, a proto nebudeme postupovat prisné axiomaticky.

1. Mnoziny a cCiselné mnoziny

Mnozinou budeme rozumét soubor urcitych objektt, kterym budeme tikat
prvky. Mnozina je svymi prvky urcena jednoznacné. Poznamenejme, ze se
nejedné o presnou definici pojmu mnozina, ale jen o jeji intuitivni vymezeni.

Jestlize x je prvkem mnoziny M (piSeme = € M). Jestlize x neni prvkem
mnoziny M (piSeme z ¢ M). Mnozinu muzeme urcit bud vyétem jejich prvka
nebo obecnym zapisem pomoci jeji charakteristické vlastnosti.
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Priklad 1.1
M =1{1,2,3,7,8,9} nebo N={xe M; z<5}={1,2,3} V)

Mnozina se nazyva konecna, jestlize ma koneény pocet prvku. V opacéném
pripadé se nazyva nekonecna. Mnozina neobsahujici zadny prvek se nazyva
prazdna a znadi se ().

Mnozina A se nazyva podmnozina mnoziny B, kdyz kazdy prvek mnozi-
ny A patii i do mnoziny B (piSeme A C B). Rovnost mnozin (piSeme A = B)
nastava, kdyz A C B a zdroven B C A.

Sjednocenim mnozin A, B se rozumi mnozina C' = {z;z € A nebo z €
B} (piseme C' = AU B). Priunikem mnozin A, B se rozumi mnozina D =
{z;z € A ax e B} (piSeme D = AN B). Rozdilem mnozin A, B se rozumi
mnozina E = {z;2 € A a x ¢ B} (piSeme E = A — B).

Ciselné mnoziny

e prirozena ¢isla N,

;e 14 ki

o cels disla Z, Cela obrazovka
 raciondlni ¢isla Q, Zacatek
e realna cisla R, Strana 8

e komplexni ¢isla C. Vyhled4véani

Mezi ¢iselnymi mnozinami plati nasledujici vztahy:

NCZcQcRcC. Zpét | Vpred
Nyni tyto ¢iselné mnoziny popiSeme podrobnéji. Zaviit
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Prirozena ¢isla: N = {1,2,3,4,5,...}.

Cela éisla: Z={...,—3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.

Racionalni c¢isla Q dostaneme rozsifenim oboru celych éisel o zlomky, tj.
/

v, p . 2 s - p p oy
o Cisla ve tvaru =, kde p, g jsou celd ¢éisla a ¢ # 0. Pfitom = = = prave
o a g

tehdy, je-li pg" = p'q.
Redlna cisla R: Usporaddni raciondlnich ¢isel je husté (tj. mezi kazdymi
dvéma ruznymi raciondlnimi ¢isly lezi nekoneéné mnoho raciondlnich éisel),
ale ma mezery (napr. V2 a 7 nejsou racionalni &sla, ale tzv. iracionalni
¢isla.) Vyplnénim téchto mezer novymi (iraciondlnimi) ¢isly rozsifujeme obor
racionalnich cisel a dostavame tak cisla redlna.

Rozsifeni mnoziny redlnych ¢isel o oo (plus nekoneéno) a —oco (minus
nekoneéno), pro které plati:

—00< T <X pro Vz € R

budeme nazyvat rozsitenou realnou osou. Tuto novou mnozinu budeme ozna-
Covat R* = R U {—o0} U {oo}. Algebraické operace s nekoneény budeme
definovat nasledujicim zptusobem:

e too+x =200 proVzeR,
« |+oo[ =00,

e 0t+o0=00 (—

proz > 0, Vx € R,

o0
e x X 00 = £00 (
( proz <0, Vx € R,
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x
. =0 proVzeR.
+o0
Pfipomenime, Ze déleni libovolného &isla (véetné +o00) nulou neni definovana

operace. Kromé toho nelze definovat nasledujici operace s nekonecny:

e 0O — 00,

e Oxo0o a 0x —o0,
(0.} (0.0} (0.9} —00

O ) ) ) *
—00 00 —00 —O00

Ze stiedni Skoly zname zobrazovani realnych c¢isel na Ciselné ose. Kazdé-
mu redlnému ¢islu odpovida pravé jeden bod ¢iselné osy a naopak, kazdému
bodu ¢iselné osy odpovida pravé jedno realné ¢islo. Pro jednoduchost vyjad-
rovani se ¢asto nerozliSuje mezi ¢islem a jeho obrazem na ¢iselné ose. Interval
je podmnozina mnoziny realnych cisel, kterd se na ciselné ose zobrazi jako
tsecka, poloprimka nebo primka. Necht a,b € R potom rozlisujeme nasledu-
jici typy intervala

o omezené (zndzornéné tseckami)

uzaviené [a,b] = {x € R,a <z < b},
polouzavrené
(a,0] ={z e R,a<x <b} nebo [a,b)={zeR a<z<b}

oteviené (a,b) = {z € R,a < z < b},

o neomezené (znazornéné poloprimkami nebo primkami)
polouzaviené napf. (—oo,b] = {z € R; = < b},
oteviené napf. (a,00) = {z € R; a < z}, (—o0,00) = {x € R}.
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Piiklad 1.2 Je-li A podmnozina mnoziny redlnych cisel, pro niz 0 < x < 10
(tj. A je interval [0,10]) a je-li podobné B = [5,15] a C = [1,4]. Pak
AU B =10,15], AN B =[5,10], A—-B=]0,5),
B — A =(10,15], CcA a BnC =0. Q
Kazdé dva prvky z mnoziny redlnych cisel 1ze porovnat podle jejich veli-
kosti a prislusny vztah zapsat jako rovnost nebo nerovnost. Usporadani
na mnoziné realnych cisel lze zavést pomoci téchto axiému:
e Ul: Pro kazdou dvojici ¢isel a,b plati pravé jeden ze vztaha: a > b,
a<b,a=h.
e U2: Kdyza<bab<c, paka<ec.
e U3: Kdyz a < b, pak a + ¢ < b+ ¢ pro libovolné reilné cislo c.
e Ud: Kdyz a <bal < ¢, pak ac < be.
Redlna cisla vétsi nez nula nazyvame kladnymi Cisly, redlnd cisla mensi
nez nula nazyvame zapornymi ¢isly. Redlna c¢isla, kterd jsou vétsi nebo
rovna nule (piSeme >) nazyvdme nezadpornymi ¢isly a konecné redlnd éisla, | Celd obrazovka

kterd jsou mensi nebo rovna nule (piSeme <) nazyvdme nekladnymi ¢isly. Zadatek

Priklad 1.3 V mnoziné redlnijch cisel resme nerovnici
(x+2)(2z —5)(z —4) > 0.

Levd strana merovnice je soucin tri cinitelu. Md-li byt tento soucin ne-
zaporny musi byt bud vsichni cinitelé nezdpornymi cisly, nebo jeden z nich
nezapornym cislem a zbylé dva nekladnymi cisly. Nejprve najdeme nulové Zpét
body jednotlivych ciniteli:

Strana 11
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Je-li x > 4 jsou vsichni tri c¢initelé nezdporni a je-li —2 < x < 2.5, je proni
cinitel mezdporny a zbylé dva nekladné. Reseni dané nerovnice tedy tvori
vSechna redind cisla x € [—2;2,5] U [4;00). Q

Absolutni hodnota redlného ¢isla a je definovana takto:
la| =a proa >0, la| = —a pro a < 0.

To je ve shodé s geometrickou interpretaci — totiz ze absolutni hodnota ¢isla
je rovna jeho vzdédlenosti od pocatku éiselné osy (od nuly). Necht z,y € R
pak |z — y| bude pfedstavovat vzdalenost dvou redlnych ¢isel.

Priklad 1.4 Na mnoZine redlnych cisel resme nerovnici
|z —a| <e (e>0;a,e€R)

V pripadé, Ze x > a, mdame podle definice absolutni hodnoty x — a < ¢,
nebo-li x < a + €. Je-li naopak x < a, je x —a < 0 a tedy podle definice
absolutni hodnoty |z — a| = —x + a < . Po vyndsobeni nerovnosti minus
jednickou dostaneme x — a > —¢, nebo-li a — e < x. Celkem tedy mdme

|z —a| <e — a—c<z<a+t+e O

Ciselnd mnozina se nazyva shora omezena, jestlize existuje takové &islo
h € R, 7e pro Vo € M plati x < h. Cislo h nazyvame horni mez (z&vora)
mnoziny M. Ciselnd mnoZina se nazyva zdola omezend, jestlize existuje
takové ¢islo d € R, ze pro Vo € M plati > d. Cislo d nazyvame dolni
mez (zavora) mnoziny M. Ciselnd mnozina M se nazyvi omezend, kdyz
je omezend shora i zdola.

Cislo s € R* nazfvime supremum mnoziny M, jestlize s je nejmensi
horni mez mnoziny M, a piseme s = sup M. Cislo i € R* nazjvame infimum
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mnoziny M, jestlize i je nejvétsi dolni mez mnoziny M, a piseme i = inf M.
V piipadé, Ze supremum s (infimum ¢) navic patf{ do mnoZiny M, pak ho
nazyvame maximum (minimum) mnoziny M a piSeme s = max M (i =
min M.)

Priklad 1.5 Je-li A podmnozina mnoziny redlnych cisel, pro niz 0 < z < 10
a je-li podobné B = (5,15]. Pak sup A = 10, inf A = 0, min A = 0 a maximum
mnoziny A neexistuje. Podobné pro mnozinu B : supB = 15, inf B = 5,
max B = 15 a minimum mnoziny B neexistuje. O

Priklad 1.6 Rozmyslete si, Ze infN = minN = 1, supN = oo (v R*), maxN
neexistuje. O

Zbyvé zodpovédét otdzku, kdy supremum (resp. infimum) mnoziny ¢isel exis-
tuje:

Véta 1.7 ( O supremu a infimu.) Pro kaZdou neprdzdnou shora omezenou
mnozinu redlnych cisel existuje jeji supremum s € R. Pro kaZdou neprizdnou
zdola omezenou mnozinu redlnych cisel existuje jeji infimum i € R. A nakonec

pro kaZdou mnozinu redlnych cisel existuje jeji supremum s € R* a infimum
i € R*.

Podstatné je okolnost, ze predpoklady i tvrzeni véty se tykaji mnoziny
realnych Cisel. Napt. pro racionélni ¢isla tato véta neplati!
Poznamka 1.8 Necht M C R*. Potom plati:

o Jestlize existuje max M, potom sup M = max M.

o Jestlize existuje min M, potom inf M = min M.
Komplexni éisla C jsou éisla ve (tzv. kartézském) tvaru z = a + ib, kde a, b
jsou redln4 ¢isla, i je imaginarni jednotka (i = —1). Cislo a se nazyva realna
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cast a ¢islo b imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z. Komplexni ¢islo z = a +ib,
nazyvame

e realnym, jestlize b = 0,

o imaginarnim, jestlize b # 0,

e ryze imaginarnim, jestlize a = 0, b # 0.

Komplexni ¢isla muzeme geometricky znazornovat jako body euklidov-
ské roviny a to tak, Ze komplexnimu ¢islu z = a + ib pfifadime bod [a, b].
Euklidovskou rovinu v tomto pripadé nazyvame Gaussovou rovinou. Po-

moci polarnich soufadnic bodu [a, b] dostaneme komplexni ¢islo z = a+ib
v goniometrickém (poldrnim) tvaru:

. a . . b . .
z=a+ib= |z|ﬂ + 1|z|ﬂ = |z|(cos ¢ + isin p),
z z
kde |z| = Va? + b? je absolutni hodnota komplexniho éisla z a ¢ €
b
[0, 27) spliujici cos ¢ = |a—|, a sinp = ﬂ je argument komplexniho ¢isla
z z

z a znadi se arg z. Argument budeme vétsinou udavat v obloukové mire. Zapis
komplexniho ¢isla z v goniometrickém tvaru je zvlast vyhodny, chceme-li
vypocitat ¢islo 2z (n € N) nebo chceme-li nalézt vSechna komplexni éisla x,
pro kterd plati ™ = z (n € N). V téchto pripadech pouzijeme tzv. Moivreovu
vétu.

Véta 1.9 (Moivreova.) Pro z € C an € N plati

2" = |z|"(cos(np) + isin(np)),

2k 2k
Yz = /|7 (cosu +isinu> prok €0,1,...,n— 1.
n n
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Je ziejmé, ze vSechny n-té odmocniny maji stejnou absolutni hodnotu 3/|z|
— e g 2km . A
a jejich argumenty se lisi o nasobek cisla — — tedy n-té odmocniny jsou

n
vrcholy n-uhelnika vepsaného do kruznice se stfedem v pocatku a polomérem

VIl
Priklad 1.10 Vypoctéme: /1 + i.
Postupne spocteme
= =sinp, @=argz= —

1
2l=v12412=V2, cosp=-——= ==
12 4 V2 2

k k
V1+i= \7§<cos7r+1§ 71-—l—isinﬂ-—i_l: 7T> prok€0,1,23. QO

V2

N

2. Matematicka logika

Kazda védni disciplina si v navaznosti na zivy jazyk vytvari svij specificky
jazyk — specidlni symboly, pojmy neuzivané zivym jazykem, zvlastni pravi-
dla pro tvorbu vét. Také matematika si vytvari vlastni matematicky jazyk.
K nejdulezitéjsim zvlastnostem vyznamového charakteru patii vytvareni vy-
roku a rozliSeni symbola na konstanty a proménné.

Vyrokem nazyvame jakékoliv tvrzeni, o némz mé smysl rici, Ze je prav-
divé, nebo zZe je nepravdivé.

Negaci vyroku A ,—A* nazyvame vyrok definovany takto: Vyrok —A je
pravdivy, je-li vyrok A nepravdivy, a naopak.
Priklad 1.11

A:5<3 A je nepravdivy vijrok. Jeho negace je: —A:5>3. Q
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Jsou-li A, B vyroky, potom z nich mizeme vytvaret nové vyroky. Ukazme
nejprve implikaci A = B. Jestlize z pravdivosti vyroku A plyne pravdivost
vyroku B, muzeme Tici

e bud ,vyrok A implikuje vyrok B*,

e nebo ,,z A plyne B¢,

e nebo ,plati-li A, pak plati B“,

e nebo ,,B je nutna podminka pro A“,

e anebo ,A je postacujici podminka pro B

Je-li vyrok A nepravdivy, pak implikaci A = B pokladdame za pravdivou,
at je vyrok B pravdivy nebo nepravdivy. V implikaci A = B se A nazyva
predpoklad a B zavér.

Priklad 1.12 Posudte pravdivost nasledujicich implikaci:
sJe-li ¢islo T délitelné 2, pak je sudé.“ je pravdivy vyrok (neplati predpo-
klad).
nJe-li ¢islo 6 délitelné 2, pak je sudé.“ je pravdivy vyrok.
wJe-li ¢islo 7 délitelné 2, pak je liché. je pravdivy vyrok (neplati predpo-
klad).
LJe-li ¢islo 6 délitelné 2, pak je liché.“ je nepravdivy vyrok. QO

Dalsim slozenym vyrokem je ekvivalence A < B. Jestlize vyroky A a B
jsou bud zaroven pravdivé, nebo zaroven nepravdivé, muzeme Tici

e bud ,vyrok A je ekvivalentni s vyrokem B*,

e nebo ,, A plati tehdy a jen tehdy, plati-li B*,

e nebo ,,A plati pravé tehdy, plati-li B,
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e anebo ,A je nutnd a postacujici podminka pro B*.

Napr. ,,Celé ¢islo x je délitelné dvéma tehdy a jen tehdy, je-li sudé®
Poznamka 1.13 FEkvivalence A < B je pravdivd prdvé tehdy, kdyz zdroven
plati ndsledujici dvé implikace A = B a B = A.

Poznamka 1.14 Vyrok A = B je ekvivalentni s vgrokem —B = —A.

Dalsi vyroky utvorené z vyroku A, B jsou konjunkce a disjunkce. Kon-
junkei vyroku (piseme AA B nebo A& B) rozumime vyrok, ktery je pravdivy,
pravé kdyz oba vyroky A, B jsou pravdivé. Disjunkce vyroka A, B (piseme
AV B) je vyrok pravdivy pravé tehdy, plati-li alespori jeden z vyroku A, B.
Priklad 1.15 ,Cislo 15 je délitelné 3 a ¢islo 15 je délitelné 5.“ je konjunkce.
,Cislo 15 je délitelné 3 nebo cislo 15 je délitelné 4. je disjunkce.

Jestlize pravdivému vyroku pritadime ¢islo 1 a nepravdivému vyroku ¢islo
0, potom negaci, implikaci, ekvivalenci, konjunkci a disjunkci mtzeme defino-

Tabulka 1.1: Tabulka pravdivostnich hodnot

p(A) | p(B) | p(~4) | p(A= B) | p(A< B) | p(AAB) | p(AV B)
1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 1
0 0 1 1 1 0 0

vat také pomoci tabulky pravdivostnich hodnot (tabulka 1.1). Symboly
-, =, &, A, V nazyvame logickymi spojkami.
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Priklad 1.16 Dokazme ndsledujici ekvivalenci =(A = B) <= (A A —B).
Nejprve vyplnime proni dva sloupce tabulky pravdivostnich hodnot ctyrmi
moznymi kombinacemi pravdivostnich hodnot vyrokovych promeénnych. V dal-
§im kroku za pomoci tabulky pravdivostnich hodnot (tabulka 1.1) postupné
urcéime pravdivostni hodnoty vgrokouvych funkci A = B, -(A = B), —B,
ANA-B a nakonec (A = B) <= (AA-B) (tu budeme krdtce oznacovat C).
Z posledniho sloupce tabulky 1.2 plyne, Ze pro libovolnou kombinaci pravdivost-

Tabulka 1.2:
p(4) | p(B) | p(A= B) | p(~(A= B)) | p(=B) | p(AA=B) | (C)
1 1 1 0 0 0 1
1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 1

nich hodnot vjrokovych proménnigch, je ekvivalence =(A = B) <= (AA—B)
pravdivy vgrok (nebo-li tautologie).

V matematice se casto setkavame s vyrazy, které obsahuji proménné,
za néz muzeme dosazovat prvky z dané mmnoziny. Tuto mnozinu nazyvame
oborem pifslusnych proménngch (nap¥. vyraz 2 +1 > 2x s oborem promén-
né z € R). Jestlize po dosazeni libovolnych prvki z oboru proménnych za tyto
proménné vznikne vzdy vyrok, nazyvame takové vyrazy vyrokovymi for-
mami (téZ vyrokovymi funkcemi nebo formulemi). Je-li A(x) vyrokova forma
s proménnou x € M, pak jeji kvantifikaci vzniknou napriklad nésledujici vy-

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 18

Vyhleddvani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

roky:
Vee M A(z), JreM Ax).

Cteme ,pro kazdy prvek x z oboru proménnych M plati A(z)“, resp.
,v oboru proménné M existuje prvek z takovy, ze plati A(z)* Symbol V je
obecny nebo-li velky kvantifikator a symbol 3 je existen¢ni nebo-li maly
kvantifikator. Poslednim kvantifikdtorem je kvantifikdtor jednoznacné
existence 3! z ... (Cteme ,existuje pravé jedno = ...%).

Poznamka 1.17 Je-li A(x1,x2) vgrokovd forma, pak plati ekvivalence:
—(Vay, 20 (1 € My, 29 € My) A(x1,22))
<— dxy,20 (1 € My, x9 € M) —A(xy,22).
Priklad 1.18 Pro vyrokovou formu s oborem proménnych, tvorenym vsems
redlnymi cisly, je vyrok
VeeR 22+1>2z
pravdivy, protoze x?> — 2x +1 = (x — 1)2 > 0. A jeho negace je ndsledujici:

JzeR z2+1<2z. Q

3. Logicka vystavba matematiky - axiéomy, definice, véty a dikazy

Jednim z hlavnich rysi soudobé matematiky je axiomaticka logicka vystavba
matematickych teorif. Jejim zdkladem jsou axiémy (postuldty) — vychozi
matematické vyroky, které se prohlasi za pravdivé bez dokazovani. Obsahuji
zékladni (primitivni) pojmy, které se nedefinuji, ale pokladaji se za zavedené
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(plné charakterizované) pravé soustavou axiému. Tato soustava musi mit tyto
vlastnosti:

e bezespornost - ze soustavy axiému nelze odvodit vyrok a zaroven
negaci tohoto vyroku,

e Uplnost - ze soustavy axiomu je mozné odvodit pravdivost, nebo ne-
pravdivost libovolného vyroku (ktery neni axiémem) budované teorie,

o mnezavislost - libovolny axiém soustavy nelze odvodit z ostatnich axi-
omu.
Dalsi matematické pojmy se zavadéji pomoci definic. Definice stanovi
nazev zavadéného pojmu a vymezi charakteristické vlastnosti nového pojmu
prostirednictvim pojmu primitivnich nebo drfive definovanych.

Své vysledky formuluje matematicka teorie ve vétach. Matematicka véta
(poudka, teorém) je pravdivy matematicky vyrok, ktery lze odvodit pomoci
logiky na zakladé axiému, definic a drive dokdzanych vét. Pro pomocné véty
se pouziva nazev lemma.

Vétsina matematickych vét méa tvar obecného vyroku Vo € M V(z)
(obecnd véta), anebo existenéniho vyroku Jx € M V(z) (existencni véta).
Pro obecnou vétu ve tvaru implikace

Ve e M A(z) = B(z)

se vyrokova forma A(z) nazyva predpoklad véty a vyrokova forma B(z) zavér
nebo tvrzeni véty. ProtoZe véta predstavuje platny (pravdivy) vyrok, a tedy
implikace A(x) = B(x) musi platit pro kazdé = € M, je platnost pfedpokladu
A(z) postacujici podminkou pro platnost zadvéru B(x) a platnost zévéru B(z)
nutnou podminkou pro platnost predpokladu A(z) pro kazdé = € M.
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Priklad 1.19 Za primitivni pojmy povazujeme ,bod“,  primka“ a vztahy ,bod
lezi na primce”, ,body jsou rizné“ Ddle vybereme tyto axiomy:

o Aziom 1: Ke kazdym dvéma riznym bodim P, Q existuje pravé jedna

primka tak, Ze P, Q na ni leZi.

o Aziom 2: Existuje aspon jedna primka.

o Aziom 3: Kazdd primka obsahuje alespon tri rizné body.

o Aziom 4: Vsechny body nelezi na téZe primce.
Nyni budeme definovat pojem kolinedrnosti. Ddle vyslovime a dokdzZeme vétu,
Ze ne vSechny body jsou kolinedrni.
Definice: T7i body se nazyvaji kolinearni, jestlize existuje takovd primka,
ze na ni lezi vSechny tri body.
Véta: FExistuji tri body, které nelezi na téze primce.
Dikaz:

e Podle aziomu 2 existuje alespon jedna primka p,

e podle axiomu 8 primka obsahuje tri rizné body, napr. A, B, C,

e podle axiomu 4 existuje bod D, ktery nelezi na primce p.

e podle axiomu 1 existuje pravé jedna primka q, na niz lezi body A, D.

o Primka q je vsak ruznd od p, a tedy body A, B, D nelezi na téze primce.

Q

Matematické véty se dokazuji, tj. ovéruje se, ze predstavuji pravdivé vy-
roky, nebo-li ze véta plati. Dukazem matematické véty nazyvame logicky
proces, kterym ovérujeme jeji platnost pomoci axiému, definic a drive dokéa-
zanych vét na zakladé logickych zakonitosti. Rozlisujeme tyto zdkladni typy
duakazi:
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Primy dtkaz implikace p = ¢ spociva v tom, ze sestavime fetézec pravdi-
vych implikaci

pP=DpP1i, P1=P2,--Pn-1==Pn, Pn=>(¢,
z ¢ehoz plyne platnost dokazované implikace.

s vo

Priklad 1.20 Dokazme veétu: Jestlize celé cislo a meni délitelné 3, pak cislo
a® — 1 je délitelné 3 (p = q).
Dukaz: Ze tri po sobé jdoucich celych cisel a—1, a, a+ 1 je vZdy prdave jedno
delitelné tremi. Podle predpokladu neni celé c¢islo a délitelné 3. Tedy bud cislo
a—1 nebo a+1 je délitelné 3 (p = p1). Pak také éislo a®> —1 = (a—1)(a+1)
je delitelné tremi (p1 = q). ©

Neprimy dikaz implikace p = ¢ spo¢ivd v primém dukazu jeji obmény
—q = —p, kterd je s ni ekvivalentni (viz. pozndmka 1.14).

Piiklad 1.21 DokaZme tvrzeni: Vn € N : n? je sudé = n je sudé.

Neprimy dakaz provedeme jako primy dikaz obmeny dokazovaného tvrzeni:
Cela obrazovka

Vn € N: =(n je sudé) = ~(n? je sudé)
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Dikaz sporem vyroku v vychazi z predpokladu platnosti jeho negace —w.
Dale sestavime retézec pravdivych implikaci

-V = V1, U1 =>V2,...,Unp—1 = VUp, Up =2,
kde vyrok z neplati (fikdme, Ze jsme dospéli ke sporu), odtud vyplyvd, ze
neplati vyrok —wv, a tedy plati dokazovany vyrok v.
Piiklad 1.22 DokaZme sporem turzeni: ¥n € N : n? je sudé = n je sudé.
Dukaz sporem provedeme tak, Ze predpokladdme platnost jeho negace. Podle
prikladu 1.16 je negace implikace:

In € N: n je liché An? je sudé.

Z posledniho tvrzeni vsak postupné plyne tento retézec implikaci:
njeliché= 3k eN: n=2k+1=n?=4k>+ 4k + 1 = n? je liché.
Tento zdvér je vsak ve sporu s predpokladem, Ze n? je sudé. Odtud plyne, Ze

neplati negace dokazované véty, a tedy plati véta sama. Q
Dukaz matematickou indukeci se uziva pro obecné véty typu
YneN,n>ng: V(n),

kde V(n) je vyrokové forma proménné n € N, ng je dané pfirozené cislo
(pokud vétu dokazujeme pro vSechna prfirozend n je ng = 1). Metoda dukazu
matematickou indukei spociva ve dvou krocich:
o Nejprve dokdzeme, Ze véta plati pro n = ng, (tj. plati V(ng)).
e A potom dokézeme pro kazdé prirozené cislo k > ng : Jestlize plati
V (k), pak plati také V (k+1) (tj. plati implikace V (k) = V(k+1)). To-
muto kroku se fikd indukéni krok a V (k) se nazyva indukéni pred-
poklad.
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Priklad 1.23 Dokazme matematickou indukci:

n(n +1)

—

Dukaz: Oznacime-li s, =1+ 2+ ---+n, potom chceme indukci dokdzat, Ze
n(n+1)

=

VneN: 1424---4+n=

pro vsechna prirozend n plati vyrok V(n) : s, =

1. krok — pro n = 1 rovnost plati, nebot

11+41)
2

2. krok — dikaz platnosti implikace V (n) = V(n+ 1) pro Vn € N: Predpokld-

dejme platnost predpokladu V (k) pro néjaké k € N, tedy

k(k +1
sk=1+2+-~+k:%. (1.1)

Nyni dokdzZeme platnost V (k + 1) tim, Ze k rovnici (1.1) pricteme k + 1
spr1=sk+(k+1)=1+24---+k+(k+1)
k(k+1) k+2 (k+1)(k+2)

=~ k4D = (k+ 1) ;

Tim jsme dokdzali ¢ druhy indukcni krok a tedy platnost celé vety. Q

812].: = 1.

Poznamka 1.24 Ezistencni véta 3x € M V(z) se dokazuje bud primygm
dikazem (bud se primo zkonstruuje objekt x1 mebo se existence objektu xq
dokdze bez jeho urceni) nebo sporem. Dikazy vét o existenci a jednoznacnosti
(3lz € M V(z)) se provddime tak, Ze nejprve dokdZeme existenci a potom
obvykle sporem jednoznacnost (z predpokladu existence dvou riznych x1, s €
M, pro kterd plati V(x1), V(z2), se odvodi spor).
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4. Relace a zobrazeni

Usporadanou dvojici (a,b) prvki a,b € M zavadime tak, ze (a,b) # (b, a)
pro a # b. Usporadand dvojice je tedy mnozina prvki, u niz zélezi na poradi
prvki. Kartézsky soucin A x B mnozin A a B je mnozina vSech uspora-
danych dvojic (a,b) takovych, ze a € A a b € B.

Priklad 1.25 Mdme-li mnoZiny A = {1;2;3} a B = {a;b; c;d}, potom kar-
tézsky soucin mnozin A X B je

{(1,a),(1,0),(1,¢),(1,d), (2,a),(2,b),(2,0),(2,d),(3,a),(3,0), (3,¢), (3,d) }.O

Kazda podmnozina R kartézského soucinu A x B se nazyva bindrni re-
lace mezi mnozinami A a B (v tomto poradi). V pripadg, ze (z,y) € R,
fikdme, ze prvek z je v bindrni relaci s prvkem y a piSeme xRy (tedy relace
R ptifazuje prvku z prvek y).

Priklad 1.26 Je-li A = {1;2;3} a B = {a;b;c;d}, potom prikladem relace
mezi mnozinami A a B je:

f = {(1»04)7 (1ab)7 (17d)a (2"1)(270)) (27d)a (37[7)7 (3,0)} cCAxB. ©

Relace f mezi mnozinami A a B, kterd ma tu vlastnost, ze usporddané
dvojice (z1,y1) a (z1,y2) patii do relace f, pravé kdyz y1 = yo, se nazyva
zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B. Misto (z,y) € f, piSeme y =
f(z) a tikdme, Ze zobrazeni f pfifazuje prvku z prvek y. Prvek y = f(z) €
B nazyvame hodnotou zobrazeni f v bodé x nebo obrazem prvku x
v zobrazeni f. Prvek x nazyvame vzorem prvku y v zobrazeni f. Ma-li prvek
y pravé jeden vzor, pak tento vzor oznacujeme f~1(y).
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Mnozinu vSech prvka y € B, k nimz lze najit alespon jeden vzor z € A
tak, ze (z,y) € f, nazgyvame oborem hodnot zobrazeni f a znac¢ime ho
R(f). MnozZinu vSech prvki € A, k nimz lze najit alespoti jeden obraz y € B
tak, ze (z,y) € f, nazyvdme defini¢nim oborem zobrazeni f a zna¢ime

ho D(f).

Priklad 1.27 Vezmeme-li opét mnoziny A = {1;2;3} a B = {a;b;c;d},
potom g definované predpisem g = {(1,b), (2,c¢), (3,b)} je zobrazeni z mnoZiny
A do mnoZiny B. Potom D(g) = {1;2;3}, a R(g) = {b;c}. ©

RozliSujeme néasledujici typy zobrazeni:

o Jestlize kazdy prvek x € A je prvkem nékteré usporadané dvojice
(z,y) € f, pak se zobrazeni f nazyvi zobrazeni mnoziny A do mno-
ziny B.

o Jestlize kazdy prvek y € B je prvkem nékteré usporadané dvojice
(z,y) € f, pak se zobrazeni f nazyvd zobrazeni z mnoziny A na
mnozinu B (surjektivni zobrazeni).

o Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B se nazyva prosté (injektivni)
zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, pravé kdyZ pro kazdé dva
rtzné prvky xq, 2 € A plati f(z1) # f(z2).

o Prosté zobrazen{ mnoziny A na mnozinu B se nazyva vzajemné jed-
noznac¢né (bijektivni) zobrazeni mezi mnozinami A a B.

e Je-li f prosté zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, pak prosté zob-
razeni f~! mnoziny R(f) € B na mnozinu A takové, Ze pro kazdy
prvek (z,y) € f plati (y,x) € f~! nazyvame inverznim zobrazenim
k zobrazeni f.
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Priklad 1.28 Vezmeme mnoziny A = {1;2;3;4;5} a B = {a;b;¢;d} a ukd-
zZeme si postupné priklady nékterych zobrazeni.

o g={(1,b),(2,¢),(3,b)} je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.

o g=1{(1,b),(2,0),(3,b),(4,a),(5,¢c)} je zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny

B.
o g=1{(1,0),(2,¢),(3,d),(4,a)} je zobrazeni z mnoZiny A na mnoZinu B.
Vezmeme-li mnoziny C' = {1;2;3;4;5} a D = {a;b;c;d;e; f}, potom
9= {(17 b)7 (27 0)7 (37 d)? (47 a’)? (57 f)}
je prosté zobrazeni mnoziny C do mnoZiny D a
g_l = {((J,, 4)7 (bv 1)» (Cv 2)a (d7 3)7 (fv 5)}

je inverzni zobrazeni k zobrazeni g.
Vezmeme-li mnoziny E = {1;2;3;4;5} a F = {a;b;c;d; e} potom

9= {(l’b)v (27 C)v (37d)7 (470')7 (5’6)}

je vzdjemné jednoznacné zobrazeni mezi mnozinami A a B a
9" ={(a4),(,1),(c,2),(d,3), (e, 5)} Zacites

je inverzni zobrazeni k zobrazeni g. Strana 27
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KAPITOLA 2

Funkce jedné proménné

1. Zakladni pojmy

Definice 2.1 Rikdme, e na neprdzdné mnoziné M C R je definovdna redlnd
funkce, je-li din predpis, podle kterého je kazZdému x € M prirazeno prdvé
jedno redlné cislo y. x nazjvdme nezavisle proménnou (argumentem),
y zavisle proménnou. Mnozinu M nazjvime defini¢ni obor funkce.
Mnozinu R vsech cisel y, kterd dostaneme pro vsechna x € M, nazyvime
oborem hodnot dané funkce.

Piiklad 2.2 Obsah y ctverce je funkci délky x jeho strany, y = x2. Definicni
obor je interval (0,00), nebot délka strany ctverce je vzdy kladné cislo. Obor
hodnot je zde rovnéz interval (0,00).

Funkce zpravidla znac¢ime pismeny f, g, . ... Funkéni hodnotu y v libovol-
ném bodé x € M znaéime f(x),g(x),.... Ve smyslu predchozi kapitoly je
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funkce zobrazeni mnoziny M C R do mnoziny redlnych ¢isel, resp. mnozina
v8ech usporadanych dvojic [z, f(z)], kde € M a f(z) je redlné ¢islo, jedno-
znacné prirazené cislu . Funkéni predpis nemusi byt vzdy dan vzorcem pro
vypocet hodnot zdvislé proménné, jako tomu bylo v ptikladu 2.2. V aplikacich
byva funkce casto dana grafem nebo napriklad pri provadéni méreni ziska-
me data pouze ve stanovenych casovych okamzicich a potom je funkce déna
tabulkou namérenych hodnot. Nékdy miuze byt funkce zadana také vztahem
mezi zavislou a nezavislou proménnou (implicitné), ze kterého je teprve tfeba
zjistit jednoznacné prirazeni funkéni hodnoty y hodnoté zavislé proménné x.

2
y 1
sasas
:
Obrazek 2.1: (x —1)2 +(y—1)2 =1
P¥iklad 2.3 Z funkce zadané implicitné rovnici (z — 1) + (y — 1) = 1 _“

snadno vyjddrime y. Potom pro y € [1,2] mdme funkci danou predpisem Zpét
y=f(x)=+1—(x—1)2+1 aproy € [0,1] mdme funkci danou predpisem
y=Fh(x)=—y/1—(x—1)2+1 (viz. obrdazek 2.1). ©
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Je-li funkéni predpis ddn analyticky, tj. rovnici y = f(x), pak nejprve
hledame, pro ktera x méa tato rovnice smysl v oboru realnych c¢isel. Mnozinu
téchto x pak prohldasime za defini¢ni obor funkce.

Priklad 2.4 Definicéni obor funkce dané predpisem y = /1 — (x — 1)2+1 je
interval [0, 2], protoZe pro x mimo tento interval neni \/1 — (x — 1)? rediné
cislo. A budeme psit D(f) ={zeR:0<z<2}. Q

Definice 2.5 Rekneme, e funkce f se rovna funkci g, jestlize D(f) = D(g)
(maji stejng definicni obor) a f(x) = g(x) proVx € D(f). Nékdy také rikime,
ze funkce f a g jsou totozné.

Definice 2.6 Grafem funkce y = f(z) rozumime mnoZinu vsech takovijch
bodii [z,y] v rovin€ xy, Ze x € D(f) ay = f(x).

Definice 2.7 Necht funkce y = f(x) je definovdina v intervalu M. Rikdme,
ze funkce f zobrazi interval M; do intervalu Ms, jestlize pro kazdé x € M,
jey € Ma.

Jestlize navic ke kazdému y € My lze najit alespon jedno x € My takové,
Ze y = f(x). Pak rikdme, Ze funkce f zobrazi interval M, na interval M.

P¥iklad 2.8 Funkcey = 2% zobrazi interval [—1,1] na interval [0, 1]. Nakres-
lete si graf. Q

Definice 2.9 Necht funkce z = f(x) zobrazi interval My do intervalu Ms, na
némz je definovdna funkce y = g(z). Funkce y = g(f(x)) se nazgvd slozeni
funkce (z funkciy = g(2) a z = f(x)).
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P¥iklad 2.10 Funkci y = \/1 —sin? z miiZeme rozloZit na funkce y = \/z
az = 1—sin? . Za My miZeme vzit mazimdlni mozny interval, tedy (=00, 00),
nebot funkce z = 1 — sin® x zobrazi interval (—oo,00) na interval [0,1], na
némz je definovdna funkce y = \/z. <

Definice 2.11 Necht je funkce f definovdna v intervalu J. Jestlize pro kaZdad
dvé cisla x1, o z intervalu J splnujici nerovnost x1 < x5, plati nerovnost
f(z1) < f(x2), rikdme, Ze funkce f je rostouci v intervalu J. Jestlize naopak
pro kazdd dvé c¢isla x1, xo z intervalu J spliujici nerovnost x1 < xa, plati
nerovnost f(x1) > f(z2), rikdme, Ze funkce f je klesajici v intervalu J.

Smysl této definice je jasny: u funkce rostouci v J se hodnota funkce zvétsi,
zvetsime-li x a u funkce klesajici v J se hodnota funkce zmensi, zvétsime-li
s

Piiklad 2.12 Funkce y = 22 je klesajici v intervalu (—oo, 0] a rostouct v in-
tervalu [0,00). Diikaz: jestlize x1, 25 € (—00,0] a x1 < x3 < 0, potom z1 je
v absolutni hodnoté vétsi nez xo a tedy i x3 > 3 a funkce je klesajici. Jestlize
x1,x9 € [0,00) a 0 < zy < X9, potom xo je v absolutni hodnoté vétsi neZ xy
a tedy i 23 > 22 a funkce je rostouct. Viz. graf. Q

Definice 2.13 Necht je funkce f definovdna v intervalu J. Jestlize pro kazZdd
dvé cisla x1, x2 z intervalu J, spliujici nerovnost x1 < x2, plati nerovnost
f(z1) < f(z2), Tikdme, Ze funkce f je neklesajici v intervalu J. Jestlize
naopak pro kazZdd dvé cisla x1, xo z intervalu J, splnujici nerovnost 1 < x2,
plati nerovnost f(x1) > f(xz), rikdme, Ze funkce f je nerostouci v intervalu

J.
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Funkce rostouci, nerostouci, klesajici a neklesajici v intervalu J zahrnu-
jeme spoleénym nizvem funkce monoténni v J. Kazda funkce rostouct
v J je neklesajici v J, ale ne naopak (obdobné kazda funkce klesajici v J je
nerostouci v J). Funkeim rostoucim a klesajicim fikdme funkce ryze mo-
notonni v J. Upozornéme, ze funkce, kterd neni v J rostouci, nemusi byt
nerostouci v J. Napiiklad funkce y = 22 nenf v intervalu [—1, 1] ani rostouci,
ani klesajici, ani nerostouci a ani neklesajici. Viz. priklad 2.12.

Definice 2.14 Necht funkce y = f(x) zobrazuje interval My do intervalu
Ms. Potom rekneme, Ze funkce f je prosta, prave kdyz pro kaZdé dva rizné
proky x1, w2 € My plati f(z1) # f(z2).

Definice 2.15 Necht f je prostd funkce, kterd zobrazuje interval My na in-
terval Ms. To znamend, Ze nejen kazdému x € My je prirazeno praveé jedno
y € Ms, ale také kazdému y € M, je prirazeno prave jedno x € M takové, Ze
y = f(xz). Tim, Ze kaZdému y € M je pritazeno prdvé jedno x € My, je na
intervalu My definovdna funkce, kterou oznacime x = f~1(y). Tato funkce se
nazyvd inverzni funkce k funkci f. Naopak, funkce f je inverzni k funkci

=

Poznamka 2.16 Z definice sloZené funkce ihned plyne, Ze sloZenim funkce
2z = f(z) a funkce k ni inverzni y = f~1(2) (nebo naopak) dostaneme tzv.
identickou funkci

y=f"1(2) = [ (f(2)) ==
Ddle se blize podivejme na graf funkce f a graf funkce f=' k ni inverzni. Je
zrejmé, Ze [z, y] patii do grafu funkce f, pravé kdyz [y, x] patii do grafu funkce

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 32

Vyhleddvani

Zpét | Vpred
Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

f~Y. Tedy grafy funkci f a f=' jsou symetrické podle primky y = x. Viz.
napriklad situace na obrdzku 2.2.

4_ -
4 rd
4 {-{
¥ 27 /
4 /_;'
7 '
7 ..(-
T T T T T T T T T T T T T T 1
&) A 2 4
> i %
/ 24
‘ v — o2 _ 1 _ _
Obrazek 2.2: y = x*, , y=5"x =vx ay=x

Piiklad 2.17 Hledejme inverzni funkci k funkci v = x2. Nejprve si uvé-
domme, Ze nalézt inverzni funkci znamend nalézt predpis pro x z rouvni-
ce y = 2. V tomto pripadé to jde snadno, staci odmocnit piivodni pred-
pis a dostaneme \/y = Va2 = |z|. Tedy na intervalu (—o0,0] je k funkci
y = fi(z) = 22 inverand funkce x = f{*(y) = -y a na intervalu [0,00) je
k funkeiy = fo(x) = 22 inverznd funkce x = f5 '(y) = VY- Pri popisu funkéni
zdvislosti neni podstatné, jakym pismem se znaci nezdvisle promeénnd a ja-
kym zdvisle promennd. Nicméné byvd zvykem oznacovat symbolem x nezdvisle
promeénnou a symbolem y zdvisle proménnou. Potom muzeme nds vysledek
prepsat ndsledovné: na intervalu (—oo, 0] je k funkci y = f1(x) = 22 inverzni
funkce y = f71(x) = —/Z a na intervalu [0,00) je k funkci y = fa(z) = 22
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inverznd funkce y = fy ' (x) = V/x. Viz. obrdzek 2.2.  Q
Pro ryze monoténni funkce plati nasledujici véta:

Véta 2.18 (O existenci a jednoznacnosti inverzni funkce.) Necht
funkce f je ryze monoténni (tedy bud rostouci nebo klesajici) na interva-
lu I a necht zobrazuje interval I na interval J. Potom k funkci f existuje
pravé jedna inverzni funkce f~1 zobrazujici interval J na interval I. Navic
je-li funkce f rostouct, je rostouci i funkce f~1 a je-li funkce f klesajici, je
klesajici i funkce f=1.

Diikaz. Je-li funkce f ryze monoténni, nemize pro dvé riznd ¢isla z interva-
lu I nabyvat stejné funkéni hodnoty. Je tedy prostd a existuje k ni inverzni
funkce f~! zobrazujici interval J na interval I. Funkce f~! je podle definice
inverzni funkce urcéena jednoznaéné (pokud by existovaly dvé takové funk-
ce musely by mit stejny definiéni obor a na tomto definicnim oboru stejné
funkéni hodnoty a byly by tedy totozné.)

Je-li funkce f rostouci, potom pro kazda dvé cisla z1, x5 z interva-
lu I spliujici nerovnost z; < o, plati nerovnost f(z1) < f(x2). Nyni
f(x1), f(x2) € Ja f7H(f(z1) = 21 < x2 = f71(f(22)). Tedy funkce f~*
je také rostouci. Obdobné bychom mohli tvrzeni véty dokazat i pro klesajici
funkei. O

Definice 2.19 Necht je funkce f definovina v neprdazdné mnoziné M. Funkce
f zobrazuje mnozinu M na jistou mnozinu N. MnozZina N je mnoZina vsech
hodnot f(x) pro vSechna x € M. Je-li mnoZina N shora omezend (tj. existuje
cislo K tak, Ze pro vsechna x € M je f(z) < K), rikdme, Ze funkce f(x) je
shora omezena v mnoziné M. Cislu sup N ikdme supremum funkce f

v mnoziné M a znacime je sup f(x).
TeEM
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Definice 2.20 Podobné: Je-li mnozina N zdola omezend (tj. existuje ¢islo
K tak, Ze pro vSechna x € M. je f(x) > K ), rikdme, Ze funkce f(x) je zdola
omezena v mnoziné M. Cislu inf N 7kdme infimum funkce f v mnoziné
M a znacime je xlenz\fxl f(z).

Definice 2.21 Je-li f zdola i shora omezend v mnozine M, rikame, Ze f je
omezenda (ohranicend) v M.

P¥iklad 2.22 Podle prikladu 2.12 je funkce f(z) = x? klesajici v intervalu
(=00, 0] a rostouct v intervalu [0, 00). Potom je funkce f omezend na intervalu
[—2,2], protoZe nejprve klesd z bodu —2 (f(—2) = 4) do bodu 0 (f(0) = 0)
a potom roste do bodu 2 (f(2) = 4). Tedy na intervalu [—2,2] plati nerovnost
0 < 22 <4 a funkce f je zdola omezend 0 a shora omezend 4. <

Definice 2.23 Rekneme, Ze funkce f je suda, jestlize pro kazdé x € D(f)
plati také —x € D(f) a ddle pro kazdé x € D(f) plati f(—z) = f(x).

P¥iklad 2.24 Funkce f(z) = 22 je definovina na celé redlné ose a plati
f(—=z) = (—x)? = 2% = f(x). Funkce f je tedy sudd.

Definice 2.25 Rekneme, Ze funkce f je licha, jestlize pro kazdé x € D(f)
plati také —x € D(f) a ddle pro kazdé x € D(f) plati f(—x) = —f(z).

Priklad 2.26 Funkce f(x) = = je definovdina na celé redlné ose a plati
f(=z) = (—x) = —(x) = —f(x). Funkce f je tedy lichdg.
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Definice 2.27 Rekneme, Ze funkce f je periodickid s periodou p € R
(p #0), jestlize pro kazdé x € D(f) plati také x £ p € D(f) a ddle pro kazdé
z € D(f) plati f(z £ p) = f(z).

2. Elementarni funkce
Konstantni funkce:
f:y=0d beR, D(f) =R, R(f)=hb.

Konstantni funkce je omezend, nerostouci a neklesajici, neni prosta, takze
k ni neexistuje inverzni funkce.

Celé obrazovka
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Obrazek 2.3: y =b, b € R. Vyhled4vani

Linearni funkce:
fry=azx+b a,beR, D(f) =R, R(f)=R. Zpét

Linedrni funkce neni ani shora, ani zdola omezend, pro a # 0 je prostd a tedy
k nf existuje inverzni funkce. Pro a > 0 je rostouci a pro a < 0 je klesajici.
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a>0

x—Db

Obrazek 2.4: f(x) =ax +b, f '(x) = :

Kvadraticka funkce:

f:y=az’+bzr+c
a>0
b2
R(f)=|c— —
()= o= 22:0)
Je zdola omezena,
neni shora omezena,

b
klesajici v (—oo, ——] ,
2a

b
rostouci v [——,oo) .
2a

a

a,b,c e R, a#0, D(f)=R.

a<0
b2
R(f) = (—oo,c— E]

Je shora omezena,

neni zdola omezena,

b
rostouci v (—oo, ——] ,
2a

klesajici v [—i, oo) .
2a
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I N N B = |
—_

L) T T T T 1 =1
j; 2
¥
a>0 a<0

Obrazek 2.5: f(x) = ax? + bx + c.

Mocninna funkce s prirozenym mocnitelem:

fry=az" neN, D(f)=R.

n je liché n je sudé
R(f) =R R(f) = [0,00)
Neni zdola omezen4, Je zdola omezena,
ani shora omezen4, neni shora omezen4,
rostouci v (—o0,00), klesajici v (—o0, 0],
f7l1: y= /= rostouci v [0, 00) . _“
Specidlné, je-li n = 1, je to linedrni funkce, pro n = 2 kvadraticka funkce

a pro n = 3 kubicka funkce.
Zavrit
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n je liché n je sudé
Obrézek 2.6: f(x) =z, £ (x) = {/x,

Mocninna funkce se zapornym celym mocnitelem:

Foyg=m" n €N, D(f)=R - {0}.

n je liché n je sudé

R(f) =R — {0} R(f) = (0,00)

Neni zdola omezena, Je zdola omezena,

ani shora omezen4, neni shora omezen4, _“

klesajici v (—o0,0) U (0, 00), rostouci v (—o0, 0], Vpred
7l y= ¥z klesajici v [0, 00) .
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n je liché n je sudé

Obrézek 2.7: f(z) =27, £ 1(x) = /x,

Exponencialni funkce o zakladu a:
f:y=ad" a€R, a>0, a#1, D(f) =R, R(f)=(0,00).

Je zdola omezena a neni shora omezena. Pro a > 1 je rostouci a tedy pros-
td a pro 0 < a < 1 je klesajici a tedy prosta. V obou pripadech tedy
existuje inverzni funkce f~1 : y = log,z. Exponencidlni funkce o zékladu
e = 2,718281828459. .. (Eulerovo ¢islo) se nazyva (pfirozend) exponencidlni
funkce. Exponencidlni funkce y = a®* a y = ((—1) jsou soumérné podle osy y.
Na zavér jesté pripomenme, ze plati vztah a®tY = a%a¥.
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a>1 0<ax<l1
Obréazek 2.8: f(z) = a®, £ '(x) = log,x,

Logaritmus o zakladu a:
f: y=log,z a€R, a>0, a#1, D(f)=(0,00), R(f)=R.

Logaritmus je inverzni funkce k exponencialni funkci a z vlastnosti inverzni
funkce ihned plynou néasledujici vlastnosti. Logaritmus neni zdola ani shora
omezena. Pro a > 1 je rostouci a tedy prosta a pro 0 < a < 1 je klesajici
a tedy prostd. V obou piipadech tedy existuje inverzni funkce f~! : y = a®.
Logaritmus o zdkladu e se nazyva (pfirozeny) logaritmus a misto log,z piSeme
Inz.

@
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Véta 2.28 (Vlastnosti logaritmu.) Necht je a,b,r,z,y € R, a > 0, a # 1,
b>0,b#1, >0 ay>0. Potom plati:

log,a =1, log,1 =0, alo8® = g, log,(zy) = log,z + log, vy,

logaz = log, 2z — log,vy, log,z" = rlog,z, logyz =
Y

Funkce sinus a kosinus:

Uhly budeme uvadét v obloukové mife. Potom pro libovolné redlné z je
cosz a sinx definoviano jako prvni, respektive druhd souradnice pruseciku
jednotkové kruznice se stredem v pocatku a koncovym ramenem orientova-
ného thlu o velikosti z, jehoz poc¢ateénim ramenem je kladné ¢ast osy x. Tedy
pro kazdé realné cislo x je prirazeno pravé jedno redlné ¢islo sinx a praveé
jedno reélné ¢islo cosz (viz. obrazek 2.9).

[EE)]

sinfa)

cogl-al

Obréazek 2.9: Zavedeni funkei sinus a kosinus.
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Z definice funkci sinus a kosinus plyne, ze obé funkce maji stejny defini¢ni
obor D(f) = (—o0,00) a obor hodnot R(f) = [—1,1]. Jesté pfipomertime,
v . . ; . 7T 7T 0z o
ze funkce sinus je rostouci na intervalech [—5 + 2k, 5 + 2k7r] , klesajici na

3
intervalech [g + 2k, ?ﬁ 4F 2k7r] a funkce kosinus je rostouci na intervalech

[—7 + 2k, 2kw] , klesajici na intervalech [2kw, m + 2k7], kde k € Z. Nejdtle-

vvvvvv

Véta 2.29 Vlastnosti funkci sinus a kosinus. Vz,y € R plati:
sin(—x) = —sinx, cos(—x) = cos x, sin®z + cos®z = 1,
sin(x + 2k7) = sinz, cos(z + 2km) = cosz, sin (m + g) = cosz,
sin(z + y) = sinzcosy + siny cosz, cos(z +y) = coszcosy — sinysinz,
+y r—y r+y r—y
2

cos 5 cos T + cosy = 2 cos cosT,

sinz 4 siny = 2sin

-y
3

Yy
sin

T
cosT — cosy = —2sin

Dalsi vzorce, naptiklad pro sinus a kosinus dvojnasobného a poloviéniho
thlu, z nich mazeme snadno odvodit.
y 2

7 ¥

Obrazek 2.10: sin x, cos x.
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Funkce tangens a kotangens:

tgoi= 22 p(ry=R-|J {M} R(f) = (=00, 0) .

T cosx 2
kezZ

Ccos T
cotgx :=

D(f) =R~ [J {km}, R(f) = (—00,00).

keZ
Obé funkce jsou liché, periodické s periodou 7 a nejsou ani shora ani zdola
omezené. Funkce tg z je rostouci (na intervalech (—% + km, Z + k7)) a funkce
cotg x je klesajici (na intervalech (km,w + km)).

sin x
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Cyklometrické funkce: Budeme-li chtit nalézt inverzni funkce ke goniome-
trickym funkcim, narazime na problém, Ze tyto funkce jsou periodické a tedy
nejsou na celém definiénim oboru prosté. Nicméné pokud se omezime na
vhodny interval, kde jsou tyto funkce ryze monoténni, potom podle véty 2.18
prislusna inverzni funkce existuje. Inverzni funkci k funkci sin z na intervalu
[—g, g] oznacme symbolem arcsinx (¢teme ,arkus sinus“). Inverzni funkei
k funkei cos z na intervalu [0, 7] oznaéme symbolem arccos x. Inverzni funkei

k funkci tg « na intervalu [—z, E] oznacme symbolem arctg x. A konecéné in-

verzn{ funkei k funkei cotg z na intervalu [0, 7] ozna¢me symbolem arccotg x.

15

o)

05

=
T T T T T T T T T T T 7T TT T T T T T T TTTTT 1Tl

158 -1 05 1 15

05

T T TN T I T
i3

-1

i

sinx, arcsinz, COSX, arccoscz.

Obrazek 2.12: arcsinx, arccosx.
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-10 2 1 4 10

10- -10
tgz, arctgw, cotgx, arccotgz.

Obrézek 2.13: arctgx, arccotgx.

Priklad 2.30 Spoctéme inverzni funkci k funkci f(z) = sinxz na interva-
I 5t Tm
u — —

272
prislusnd inverzni funkce existuje. Abychom mohli vyuZzit funkci arcsin x potre-

. Funkce sin je na tomto intervalu klesajici a tedy prostd, takze

bujeme nejprve zadany interval transformovat na zdakladni interval {—g, g]

Pouhé posunuti nestact, protoze na zadaném intervalu je funkce sin x klesajici
zatimco na zdakladnim intervalu je rostouct - je tedy treba prevést pocdtecni bod
zadaného intervalu na koncovy bod zakladniho intervalu a naopak koncovy bod
zadaného intervalu na pocdtecni bod zdkladniho intervalu. Timto zpusobem se
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klesajict funkce zménd na rostouci. Dostaneme tedy soustavu rovnic:

. 771'b 7 o 57rb m
TRV T T TR Ty
Resenim je b = —1, a = 3m. Nyni funkce z = (31 — ) zobrazuje interval

5T T
272
inverznd funkci a dostaneme

. ™ T .. . oy .
na interval [—5, 5] a tedy na rovnici y = sin z muzZeme aplikovat

arcsiny = z, a po dosazeni arcsiny = 37 — x

nebo-li x = 3w — arcsiny. Tedy f~1(x) = 3w — arcsinz (viz. obrdzek).

N\

il

oo

o

Celé obrazovka

s

Zacatek

[gul
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(=1}

2 4 ] B Y

k4

Ly

5w T Zpét | Vpied
Obrazek 2.14: f(x) =sinz, x € [;, 7%] , f1(x) =371 — arcsinz.
Zavrit
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Signum:

1 proz >0,
f:iy=sgnz=4¢ —1 proaz <0,
0 proz=0.

D(f) =R, R(f) = {—1,0,1}. Funkce signum je lich4 a shora i zdola omezen4.

-1
T T T T T T T o T T 1T 1T T T T T T

b4

Obrazek 2.15: sgn x.
Absolutni hodnota:

z proz >0 .
fry= |x| = { ’ Cel4 obrazovka

—x prox < 0.
p Zacatek

D(f) =R, R(f) = (0,00). Funkce absolutni hodnota je sudé, zdola omezend

2 fog Strana 48
a shora neomezend (viz. graf).

2 Y2

Cela céast:

Vyhledavani

fry=1[z]  D(f)=R, R(f) =2
[] definujeme jako nejvétsi celé ¢islo n takové, ze n < x (viz. graf). Funkce

2 %2 P . . , Zpét
celd ¢ast neni ani shora ani zdola omezena.

Vpred

Dals{ funkce mtzeme ziskat s¢itanim, od¢itanim, ndsobenim, délenim a skla- Azt

ddnim elementéarnich funkei. Ukonéit
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[EE)

e
o [ul
(A BT 0Tl T 0 B B B R

Obrazek 2.16: |x|.

27 —
e e
] Cel4 obrazovka
:

T T LI T T T 1T 00 L L T 1 rrrr1rri
2 -1 1 1 2 3

] . Strana 49

——im Vyhledévani

—_ ]

Zpét | Vpred

Obrazek 2.17: [z].

Zavrit
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3. Rovinné krivky

Rovinnou krivkou budeme rozumét mnozinu boda v roviné nebo-li relaci
mezi souradnicemi. Rovinné kiivky obvykle zadavame
o explicitné - tedy pomoci grafu néjaké funkce y = f(z). To se tyka
naptiklad vsSech probranych elementarnich funkei.

o implicitné - tedy zadané pomoci rovnice F(z,y) = 0, kde F je funkce
dvou proménnych. Krivka je pak mnozinou bodi, které splnuji rovnici
F(z,y) = 0. Kazdou kiivku zadanou explicitné muzeme vyjadrit téz
implicitné rovnici f(z) —y = 0. Otézka ohledné vyjddieni implicitné

vvvvvv

pozdéji. Viz. piiklad 2.3.

e parametrickymi rovnicemi

z = p(t), y=q(t),
kde p, g jsou funkce realné proménné se spoleénym definiénim oborem
M. Proménnou t nazyvame parametr a kfivka je tvorena vsSemi uspo-
fddanymi dvojicemi [p(t),q(t)], t E M. V pripadé, Ze na definiénim
oboru M existuje k funkci p inverzni funkce, potom lze zadanou kiivku
vyjadrit explicitné, plati totiz
t=p7'z) a y=q(t)=ap @)
e vztahem mezi polarnimi souradnicemi - polohu kazdého bodu B _“
v roviné muzeme popsat bud pomoci kartézskych souradnic [z, y] nebo
pomoci jeho vzdélenosti od poc¢atku souradnic a thlem, o ktery musime
pootocit kladnou ¢ast osy = (ve sméru kladné ¢asti osy y) tak, aby Zaviit

Ukoncit
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splynula s poloprimkou vychazejici z pocatku a prochazejici bodem B.
Uhel ¢ a vzdalenost r nazgvdme polarnimi soufadnicemi. Vztah
mezi polarnimi souradnicemi byva nejcastéji vyjadren rovnici ve tvaru
r = f(¢), kde f je funkce redlné proménné. Krivka je pak tvorena body,
jejichz polarni soufadnice jsou (g, f(¢)) (thel,vzdalenost). Z definice
funkef sinus a kosinus je zfejmé (viz. obrazek 2.9), ze mezi kartézskymi
a polarnimi souradnicemi plati vztah

& = 1 COoS , Yy =rsinp. (2.1)

(Napriklad pokud je polomér konstantni pro libovolny thel - tedy r = c,
kde ¢ € R, ¢ > 0, potom dostaneme popis kruznice.) Kfivku, kterou ma-
me popsanu vztahem mezi poldrnimi soufadnicemi r = f(p), muzeme
snadno zapsat parametrickymi rovnicemi. Dosadime-li totiz z rovnice
r = f(¢) do transformacnich rovnic (2.1), dostaneme parametrické rov-
nice krivky:

z = f(p) cosp, y = f(p)sing.
Priklad 2.31 Necht a € R, a > 0, potom lemniskatu miuzeme popsat im- —
plicitné pomoct rovnice
(2® +y?)? = 2d%(2® — y?).
Transformaci do poldrnich souradnic dostaneme
(12 cos? ¢ 4 r?sin? p)? = 2a2(r? cos® p — r?sin? ). _“
Tedy r* = 2a%r? cos(2p) a vydélime-li tuto rovnici r* dostaneme tento vztah

mezi poldrnimi souradnicemi
Zavrit

r? = 2a® cos(2¢p).

Ukoncit
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Obrazek 2.18: Lemniskata.

Priiklad 2.32 Necht a,b € R, a > 0, b > 0, a # b, potom elipsu mizeme
2 2

popsat implicitne pomoct rovnice —2—1—12—2 =1 (je-lia = b dostaneme kruznici).
a

= \ Celé obrazovka
T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
-2 2
i 4 Zacatek
Strana 52

¥y o1

W v T

Vyhledavani

Obréazek 2.19: Elipsa.
Pf‘llflad ?33 Ar‘chlmgd/ovu spiralu muzZeme popsat vztahem mezi poldr-
nimi souradnicemsi rovnici
Zavrit

r = ap, a€R, a>0, p>0.
Ukoncit
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Dosadime-li nyni rovnici r = ap do transformacnich rovnic (2.1), dostaneme
parametrické rovnice Archimedovy spirdly:

T = ap Ccos @, Y = apsin @.

10 0 30

Priklad 2.34 Logistiku muzeme popsat vztahem mezi polarnimi souradni- _“

Obrazek 2.20: Archimedova spirala.

cemi rovnici
Zpét | Vpred
r = ab’?, a,b,ceR, a>0, b>0, p>0. --

Zavrit
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Obrazek 2.22: Osmilistek v poldrnich soufadnicich: r = sin(4¢p). Gzt
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KapriTOLA 3

Limita posloupnosti

1. Zakladni pojmy

Touto kapitolou zac¢indme studium matematické analyzy. Postupné probe-
reme limitu posloupnosti, spojitost, limitu funkce a derivaci — tyto pojmy
(a jejich vlastnosti) pozdéji vyuzijeme pti vySetfovani prubéhu funkce. Mate-
maticka analyza je zalozena na pojmu limity, proto studium analyzy zacneme
praveé timto pojmem. Nejprve zavedeme zakladni pojmy.

Definice 3.1 Posloupnost (redingch cisel) je zobrazeni z mnoZiny N vsech
prirozengch cisel do R. Posloupnost, kterd kazdému n € N prirazuje cislo
an € R, budeme zapisovat ay,asg,...,ay,... nebo strucné {a,}>2 ;. Cislo an,
budeme nazyvat n-tym clenem této posloupnosti

Poznamenejme, ze neni nutné, aby indexy c¢lenu posloupnosti tvorily po-
sloupnost 1,2,3,....

Celé obrazovka
Zacatek
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Definice 3.2 Posloupnost {a,}32, nazjvime:
e rostouci, jestlize Vn € N: a,, < a1,
o klesajici, jestlize Vn € N : ap, > ap11,
o neklesajici, jestlize Vn € N: a,, < apy1,
e nerostouci, jestlize V/n € N : a,, > ap41.
Vsechny tyto pripady shrnujeme pod jeding ndzev: monoténni posloupnost.

V pripadech, kdy je posloupnost rostouct nebo klesagict, tak rikame, Ze {an }° 4
je ryze monoténni.

Priklad 3.3 Uvedme nekolik prikladi posloupnosti:
o {n}rr, ={1,2,3,4,5,...} je rostouct.

- gL L L L je klesajict.
n - 1727374757"‘ ] .7 -

n=1
o {27}, ={2,4,8,16,32,...} je rostouci.

o0

o {pn : pn = n-té pruocislo}>2, = {2,3,5,7,11,...} je rostouct.

{1}, ={1,1,1,1,1,...} je neklesajici i nerostouct.
{(-D)"}>=, ={-1,1,—-1,1,—1,...} neni monoténni.

e a1 =1,a,1=1+a2 ={1,2,5,26,677,...} je rostouc.

Definice 3.4 Necht je ddna posloupnost {a,}°2 ; a rostouct posloupnost pri-
rozengch cisel {k,}52 1. Potom posloupnost {ax, }5°; nazgvdme vybranou
posloupnosti z posloupnosti {a,}> ;.

Celé obrazovka
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Vybranou posloupnost tedy ziskame tak, ze z puvodni posloupnosti vyskrta-
me konecné nebo nekone¢né mnoho clent tak, aby jich jesté nekoneéné mnoho
zustalo.

Priklad 3.5 Pokud z posloupnosti {(—1)"}52, vybereme sudé cleny, dosta-
neme vybranou posloupnost: 1, 1, 1, 1, 1, ..nebo-li {(—1)?"}°; = {1} ;.

Definice 3.6 O posloupnosti {a,}52, Tekneme, Ze md (vlastni) limitu a €
R, jestlize pro Ve > 0 (¢ € R) Ing € N tak, Ze

Yn > ng plati lan, —al| < e.
Jestlize posloupnost {an}52 1 md limitu a, ikame také, Ze posloupnost kon-

verguje a piseme,

lim a, = a.
n— o0

5
sssnsfssnne
.
-
.
3

a,—al<e

=
=

Obrazek 3.1: Definice limity posloupnosti graficky.

@

Celd obrazovka
Zacatek
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(oo}
Priklad 3.7 Hledejme limitu posloupnosti < — . Vidime, Ze s rostoucim

sy

=1
n se cleny posloupnosti blizi k nule. Zkusme tedy ngodle definice limity dokdzat,
Ze limita této posloupnosti je nula. Vezmeme libovolné € > 0. Potom |a,—a| =

1 1 " . 1 : 1
— — 0| = — a miZeme tedy volit ng = |—|. Potom pron > ng jen > —,
n n € €
nebo-li — < e. A protoze € bylo libovolné, je lim — = 0.
n n—oo N

2. Véty o limitach

Definice limity nas vede k domnénce, ze dvé rtizna cisla nemohou byt zaroven
limitami stejné posloupnosti. Jak uvidime v nasledujici vété, tato domnénka
je spravna.

Véta 3.8 (O jednoznaénosti limity posloupnosti.) Kazdd posloupnost
md nejvyse jednu limitu.

o o ; . e e . Cela obrazovka
Ditkaz. Dokazeme sporem. Necht posloupnost {a,}52 ; m4 dvé rizné limity

1 . o . : Zagdétek
a<b,a,beR. Zvolme e = i(b—a). A protoze ¢islo a je limitou posloupnosti i
{an}zozl Strana 58
Iny € N tak, ze Vn > ny plati  |a, —a| < e. (3.1) Vyhledévén{

Zaroveti i ¢islo b je limitou posloupnosti {a, }22 ; - tedy podle definice limity

dng € N tak, ze Vn > ng plati  |a, — b| < e. (3.2)

Zpét | Vpred
Zvolme déle ng = max{ni,na}, potom plati (3.1) i (3.2), takze
Zavrit

b—e<ap,<a+e = b—e<a+e,

Ukoncit
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1
takZze b — a < 2¢e, coz je spor s predpokladem e = §(b —a). O

Lemma 3.9 Jsou-li vSechny cleny posloupnosti {a,}S2 ; od jistého indexu
ny rovny témuz c¢islu a (tj. je-li a, = a pro vSechna n > ny), je lim a, = a.
n—0o0

Lemma 3.10 Jestlize posloupnost {a,}32, md limitu a € R, potom kaZdd
vybrand posloupnost ma limitu a.

Diukazy predchozich dvou lemmat jsou jednoduché a proto je ponechame
jako cviceni.

Poznamka 3.11 Hledejme limitu posloupnosti: {(—1)"}22 ;. Pokud vybere-
me sudé cleny této posloupnosti, dostaneme vybranou posloupnost: 1,1, 1, 1,

1, ... Takto vybrand posloupnost je konvergentni a jeji limita je 1. Pokud vy-
bereme liché cleny z puvodni posloupnosti, dostaneme vybranou posloupnost:
-1, -1, -1, =1, —1, ... Takto vybrand posloupnost je opét konvergentni

a jeji limita je —1. Mame tedy dvée vybrané posloupnosti s ruzngmi limitams
a z megace predchoziho lemmatu plyne, Ze zadand posloupmost memd limi-
tu. Chceme-li dokazat, Ze posloupnost nema limitu, stac¢i najit dvé
vybrané posloupnosti, které maji rizné limity!

Jestlize posloupnost {a,}52; nemd vlastni limitu, fikdme, Ze je diver-
gentni.

Definice 3.12 Posloupnost {a,}52, se nazgvi omezend (ohranicend),
resp. shora omezena (ohranicend), resp. zdola omezend (ohranice-
na), jestlize mnozina jejich cleni A = {a, € R: n € N} C R je omezend,
resp. shora omezend, resp. zdola omezend.

Celé obrazovka
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Véta 3.13 (O omezenosti konvergentni posloupnosti.) KaZdd konver-
gentni posloupnost je omezend.

Dikaz. Podle definice limity existuje k ¢islu e = 1 pfirozené ¢islo ng tak, ze
pro n > ng je |a, — a| < 1. Polozme

K = max{ay,as,...,an,,a+ 1},

k = min{ay,az,...,an,,a — 1}.
Je-lin>ng,jea—1<a, <a+1latedyk < a, < K. Je-li n < ng, je ziejme
rovnéz k < a, < K. O

Zde je treba upozornit, ze omezena posloupnost nemusi byt konver-
gentni (viz. pozndmka 3.11).

Véta 3.14 (O aritmetice limit posloupnosti.) Je-li

lim a, = a, lim b, = b,
n—oo n—oo
potom plati:
lim (a, +b,) = a+0b, lim (a, — b,) =a—0b, lim (apby,) = abd.
n—00 n—00 n—00
Je-li navic b # 0, potom plati lim o — 2
n—oo by, b
Dukaz. 1. Mame dokézat, ze posloupnost, jejiz n-ty ¢len je a,, +b;,, ma limitu
o
[(@n +ba) = (@+ )| = |(@n = a) + (ba D) <lan —al + [ —bl. (33) §_« | » |
€ ; »
Podle definice limity k ¢islu 3 > 0 existuji ni,ne € N tak, ze Vpred
|
pro n > ny je lan, —a| < =, (3.4)
2
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pro n > ng je [b, — 0] < g (3.5)

Zvolime-li ng = max{ny,ns}, plati zaroven rovnice (3.3), (3.4), (3.5) a tedy

€

2

Protoze e bylo libovolné, dokdzali jsme, ze plati lim (a, + b,) = a + b.
n—oo

|(an+bn)—(a+b)|§|an—a|+|bn—b|<§+ =e.

3. Déle mame dokéazat, ze posloupnost, jejiz n-ty clen je a,b,, ma limitu
ab. Plati
anby, — ab = a,b, — ab, + ab, — ab = b, (a, — a) + a(b, — b),
|anbn - ab| < Ibn(an - a)| + |a(bn - b)| = |bn||an - a| + |a||bn - b| (3'6)
Podle véty o omezenosti konvergentni posloupnosti 3k > 0 tak, Ze |b,| < k.
Zvolme K = max{k,a}, potom podle definice limity k &slu % > 0 existujf
prirozend c¢isla nq a no tak, ze je

lan, —al < % pro m > nq, |b, —b| < % pro m > na. (3.7)

Zvolime-li ng = max{ny, ns}, plati zdroven rovnice (3.6), (3.7) a tedy
|anby, —abl < |by||lan — a| + |al|by, — b < Klayn, — a| + Kb, — b]

Protoze e bylo libovolné, dokdzali jsme, Ze plati lim (anb,) = ab.
n—oo
2. Je-li specidlné ¢, = —1 pro vsechna n € N, potom podle diive dokdza-
ného tvrzeni o limité souéinu mame lim (¢,b,) = lim (=b,) = —b. A podle
n—oo n—oo
diive dokdzaného tvrzeni o limité souc¢tu dostaneme

nll)n;o(an —b,) = nll)n;o(an + (=bn)) = nh_)n;o an, + nll—%o(_b") =a—b.
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1 1

4. Je-li b # 0, dokédzeme nejprve, ze plati lim — = —.
n—oo by, b
b
Podle definice limity k ¢islu % > 0 existuje n; € N tak, ze pro n > n; je
b
|b, — 0] < %
Potom pro n > n; plati:
b b
bul = b= (6 — )| 2 8] — [b— b > o] — 1 = 12
1 1 b— by |b—"0,| _ [b—bn|  2|b— by
b b‘ ‘ bb | bl S Hp P (38)

b2
Déle podle definice limity k ¢islu 78 > 0 dny € N tak, ze pro n > ng je

b%e
|bn, — 0] < - (3.9)
, . ., . . Celé obrazovka
Zvolime-li ng = max{ny, ns}, plati zdroven rovnice (3.8), (3.9) a tedy
Zacatek
Y | Zacitel
b b B2 ©
5 : ’ L .1 1 . Vyhledévani
Protoze € bylo libovolné, dokazali jsme, ze lim — = —. Nakonec pouzijeme 4
e ENEN
diive dokazané tvrzeni o limité soucinu:
a a Zpét | Vpred
lim = = lim a,— = lim a, lim — = —. >
n—oo b, n—oo n  n—0o  n—oo by, b

Zavrit
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2n? + 3
Priklad 3.15 Spocitej lim —
VI‘l pocitejme  Hm —o——0 T3
Clitatel ani jmenovatel nejsou shora omezené a tedy nekonverguji. Rozsirme

proto zlomek vyrazem —; :
n

2> +3  2+43%
n?—2n+3 1-2143L"
Postupne spocteme lim 1 =1 a lim 2 = 2 podle lemmatu 3.9. Podle prikla-
n—roo n—roo

1
du 3.7 je lim — =0 a ddle podle véty o aritmetice limit obdrzime:
n—,oo N

lim i: lim l lim l:0-0:0,
n—oo N, n—oo 1N, n—oo n

1 1
lim <2+3ﬁ) = lim 2 + lim 3—5=2+0=2,

n—oQ n—oQ n—oo n

1 1 1 1
lim <1—2——|—3—2> =lim1l—-21lim— +31lim —=1-0+0=1. Celé obrazovka
n—o00 n n n—oo n—oo M n—oo N2
Vsechny limity tedy existuji a limita jmenovatele je riznd od nuly, proto plati

lim ——— = lim =
nooon?—2n—3 nooel—2L 3L " lim, . (1-21+3L)
. ] 1
w2 smend _2v0 o e
limp, 400l — 2limg 00+ + 3liMpyeez 1-0+0
Lemma 3.16 Necht existuje lim a, = a, potom ezistuje ¢ lim |a,| = |al.
n— o0 n— o0
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Lemma 3.17 Rownice lim a,, =0 plati pravé tehdy, plati-li lim |a,| = 0.
n— o0 n— o0

Lemma 3.18 Necht lim a, = 0 a necht existuje c¢islo ny € N tak, Ze pro
n—roo
n > ny je |by| < lan|. Potom je téz lim b, = 0.
n—oo

Drukazy predchozich tri lemmat jsou jednoduché, takze je ponechame jako
cviceni.
Priklad 3.19 Dokazme, Ze pro |a| < 1 plati lim a" = 0.

n—oo
1. Proa=0jea” =0 (pron >0) a tedy lim 0= 0.
n—oo

1
2. Je-li 0 < a < 1, potom ¢islo a mizeme psdt ve tvaru a = 57 kde h

je kladné redlné cislo. Potom pro n > 0 (n € N) plati

(LY 1 1

S \1+h) (A +R)" L+nh+ (HR2+...+ (k" nh

.1 11 . N on 1
a lim — = — lim — = 0. Vzhledem k tomu, 7e 0 < a < 1, plati |a"| < |—

a podle lemmatu 3.18 je lim a™ = 0.
n— oo
3. Je-li —1 < a <0 atedy0 < |a|] < 1. Podle pripadu 2 je lim |a|™ =
n—oQ
lim |a"| =0 a ndsledné podle lemmatu 3.17 je lim a™ = 0.
n—oo n—oo
Véta 3.20 (O limité seviené posloupnosti.) Necht pro posloupnosti
{an}o2q, {0}y, {en}S2 plati: lim a, = lim ¢, = a, a € R. Ddle predpo-
n—oo n—00

kladejme, Ze existuje cislo ny tak, Ze pro kazdé n > ni,n € N jea, < b, < c,.

Potom plati, Ze lim b, = a.
n— oo
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Diuakaz. Necht € > 0. Potom podle definice limity existuji ¢isla ng, ng tak, ze
a—e<a,<a+e pPro n > ng, a—e<c,<ate pro n>ns.
Polozime-li ny = max{ni,na,ng}, potom pro vSechna n > ng plati:
a—e<ap,<b,<c,<a+e
nebo-li |b, —a| < € a tedy nh_}rr;o b, = a, protoze e bylo libovolné. O
Piiklad 3.21 Dokazme, Ze pro x > 0 plati lim {/z = 1.
1. Proz=1je Yz =1 (pron>0) atedynrlbi_;;:olzl.

2. Je-li x > 1, potom Cislo {/x miiZeme psdt ve tvaru {/x = 1+ hy,, kde
hy, je kladné rediné ¢islo. Potom pro n > 0 (n € N) plati

o= (1+h)" =1+nhy+ ()2 +. .+ (" )h" > nhy,
2/, " n) "

1
tedy 0 < hy,, < 2 o lim £ =2 lim = = 0. Potom podle vety o limité sevrené
n n—oo N n—oo M

funkce je im h, =0, tedy lim /z = lim (1+ h,) = 1.
n—o0 n—o00 n—o00

1
3. Je-li 0 < x < 1, polozme y = — a tedy y > 1. Potom
x

Yz fy = oy = ﬁ =¥1=1 nebo-li ¥ =
VT
Podle pripadu 2 a podle vety o aritmetice limit obdrZime:

1 lim 1 1
li r = i - n—> 00 _ -
A V= i = T vy 1
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Véta 3.22 Necht existuji lim a, = a, lim b, = b, (a, b € R) a necht
n— o0 n— o0
ezistuje cislo ny tak, Ze pro kazdé n > ny, n € N je a,, < b,,. Potom je a < b.

—b
Dikaz. Vétu dokazeme sporem. Necht naopak a > b. Zvolme ¢ = a—,

tedy € > 0 a € + b = a — . Podle definice limity existuji ¢isla ny, ng tak, ze
a—e<ap,<a+e pro n > ns, b—e<b,<b+e pro n>ns.
Polozime-li ny = max{ni,ng,ng}, potom pro vSechna n > ng plati:
bp<et+b=a—c<ay,

a to je ve sporu s predpokladem, ze pro vSechna n > n4 je a, < b,. (|
Poznamka 3.23 FEzistuji-li nh—>H;o an = a, nh_}n;o b, = b, (a, b € R) a pro
vsechna n > ny je a, < b,. Potom je podle predchozi vety a < b. Nemusi vsak
platit a < b. Napriklad % < %, ale lim 1 = lim — = 0. Nerovnost tedy

n—oo N n—oo n
252 G Ok 2.4z '
muze v limité prejit v rovnost!

3. Monoténni posloupnosti

Vsimnéme si vlastnosti nekterych divergentnich posloupnosti - napriklad
{2}, =1{2,4,8,16,32,64,128,...}.

Vidime, ze cleny této posloupnosti s rostoucim indexem 7 rostou nad kazdou

mez. To nés privadi k nasledujicim dvéma definicim.

Definice 3.24 Necht ke kazdému cislu A existuje ng tak, Ze pro kaZdé n > ng

(n, no € N) je a, > A. Potom ikdme, Ze posloupnost {a,}52, md nevlastni

limitu co a piseme lim a, = oco.
n— oo
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Definice 3.25 Necht ke kazdému cislu A existuje ng tak, Ze pro kaZdén > ng
(n, ng € N) je A > ay. Potom rikdme, Ze posloupnost {a,}>2, md nevlastni
limitu —oo a piseme lim a, = —oo.

n—oo

Poznamka 3.26 Veétsina drive dokdzanych vét tykajicich se vlastnich limit
lze rozsirit i na nevlastni limity. Bez omezent lze pro nevlastni limity vyslovit
vétu o jednoznacnosti limity, lemma 3.10 (o limité vybrané posloupnosti)
a vetu o limite sevrené posloupnosti. Pouze v pripadé véty o aritmetice limit
je treba doplnit predpoklad ,pokud prava strana existuje®, abychom se
vyvarovali pripadu, kdy nékterd operace s nekonecny neni definovdna.

Poznamka 3.27 Mdme-li zaddnu posloupnost {a,}32 , potom muiiZe na-
stat pravé jeden z néasledujicich pripadu: (viz. predchozi pozndmka)

o existuje vlastni limita,

o existuje nevlastni limita oo,

o existuje nevlastni limita —oo, Cel4 obrazovka

o neexistuje ani vlastni ani nevlastni limita. Zadatek

2 257 eonsa o ®

Ptiklad 3.28 Spoctéme jesté lim a" pro la| > 1. E——

1. Je-lia=1, je lim o™ = lim 1=1.
=ee =R Vyhledavani

2. Je-li a > 1, muzeme cislo a psdt ve tvaru a = 1+ h, kde h > 0. Potom

a®=(1+h)"=1+nh+ <Z>h2+...+ <n>h">nh.
n

Zpét | Vpred

. . S . 0 A . Zavrit
Je-li A libovolné redlné cislo a zvolime-li ng = n obdrzime pro n > ng
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a”>nh>n0h=%h=A.

Pripomeneme-li si definici nevlastni limity, zjistime, Ze nlgréo a” = oo.

3. Je-li a < 1, vezmeme dvé vybrané posloupnosti. Pruni bude obsahovat
sudé cleny a tato posloupnost je zaroven vybranou posloupnosti z predchoziho
pripadu — tedy nli)nolo a®™ = oco. Druhd vybrand posloupnost bude obsahovat
I+l — g lim a®" = a - 00 = —o0, protofe a je

n—roo
zaporné. Mdme tedy dvé vybrané posloupnosti s ruznymi limitami a proto
podle lemmatu 3.10 limita neexistuje.

4. Stejnou argumentaci jako v predchozim pripadu miZeme pouZit i pro
a = —1. Tedy ani v tomto pripade limita neexistuje.

liché cleny a tedy lim a
n—roo

Shrneme-li | vysledky z prikladu 3.19 mame:

e pro a < —1 neexistuje ani vlastni ani nevlastni limita.
e lim a"=0pro—-1<a<l,
n—roo

e lim a" =1 proa=1,
n— oo

Celé obrazovka

. Zacatek
e lim a" =00 proa > 1.

n=roo Strana 68
Na zavér této kapitoly dokazeme nékolik dulezitych vét pro monoténni

g Vyhledavani
pOSlOupnOStl. yhledavani

Véta 3.29 Necht {a,}52, je neklesajici posloupnost. Neni-li shora omezend,

je lim a™ = oco. Je-li shora omezend, md vlastni limitu
n—roo
lim a, = sup a,. Zaviit

n—o0 neN
Ukoncit
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Dikaz. Neni-li posloupnost {a,}>2 ; shora omezend, existuje ke kazdému A
prirozené ¢islo ng tak, ze a,, > A. Protoze je posloupnost neklesajici, plati
pro n > ng nerovnost a, > a,, > A, coz odpovida definici nevlastni limity.
Tedy lim a" = co.
n—oo

Je-li shora omezend, ozna¢me S = sup{a,; n € N}. Potom S > a,
pro vSechna n a je-li € > 0, existuje v posloupnosti alespon jeden clen vétsi
nez S — €, to znamena, ze existuje prirozené cislo ng tak, ze a,, > S —e.
Vzhledem k tomu, ze posloupnost je neklesajici, pro vsechna prirozena n > ng
plati a, > an, a tedy S —¢ < a, < S < S+ € nebo-li |a, — S| < &, coz
odpovida definici limity. Tedy lim a, = sup a,. O
Véta 3.30 Necht {a,}32, je nerostouct posloupnost. Neni-li zdola omezend,

je lim a™ = —oo. Je-li zdola omezend, md vlastni limitu
n—oo

lim a, = inf a,.
n—oo neN

Dikaz této véty je obdobny dukazu véty 3.29, takze ho ponechame jako
cviceni. Vysledky vét 3.29 a 3.30 shrneme do nésledujici véty.

Véta 3.31 (O existenci limity monoténni posloupnosti.) Monoténni
posloupnost je konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li omezend.

Piiklad 3.32 Podle prikladu 1.6 je supN = co. Ddle je posloupnost {n},-
neklesajici a tedy podle véty 3.29 dostaneme

lim n =supN = cc.
n—roo
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Priklad 3.33 Z vety o aritmetice limit a z predchoziho prikladu obdrzZime:

lim 2n%2 = lim 2- lim n- lim n =2 o0 - co.
n— oo n— o0 n— o0 n— o0

Nakonec podle pravidel o pocitini s nekonecny dostaneme

lim 2n%2 =2 0000 = 0.
n— oo

4. Zavedeni Eulerova c¢isla

1 n 1 n o0
Budeme vysetrovat lim <1+ —) . Dokazeme-li, ze {(1 + —) } je
n—oo n

2 2 . i, 53 " =l
rostouci a omezena posloupnost, budeme moci vyuzit vétu o existenci limity

monotonni posloupnosti, ze které plyne existence prislusné limity.

1 n o0
Lemma 3.34 Posloupnost {(1 + —) } je rostouct.
n

n=1

. , 1\" , )
Dukaz. Oznacime-li a,, = <1 + — | , dostaneme uzitim binomického rozvo-
n

1\" n\ 1 n\ 1 n\ 1
1+=) =1+( )=+ (. )5+ +( |
n 1/n 2/ n? n)nm
1 1 1 1 2
(1= )+ (1) (1=2)+...
2!< n>+3! <1 n)( n>+
1

jer

Qn

(3.10)
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a podobné

1 \"" n+1\ 1 n+1 1
ne1 = (1 =1 —_—
Int1 <+n+1> +< 1 )n+1+ +(n+1>(n+1)(”+1)
1 1 2
— (1= 1—
+3!< n+1>< n+1>+
2 n
1- 1= . 11
(-7)(-) e

k k
Nyni pro £ = 1,2,...,n — 1 plati nerovnost 1 — — < 1 — ——. Potom
n n+1

1
porovndnim ¢initeld u ¢isel — ve vyrazech (3.10) a (3.11) proi = 2,3,...,n

zjistime, Ze kazdy souéin ve vyrazu (3.11) je vzdy vétsi nez piislusny soucin
ve vyrazu (3.10). Déle vyraz (3.11) obsahuje navic posledni ¢len, ktery je
kladny. Proto plati a,, < a,41 pro vSsechna prirozena n. O

o0

1 n
Lemma 3.35 Posloupnost {(1 + —) } je omezend.
n

n=1
Dukaz. Posloupnost je rostouci, staci tedy ukéazat, ze je shora omezena.
k
Nahradime-li ve vyrazu (3.10) vSechna ¢isla ve tvaru 1 — — jednickou pro
n
k=1,2,...,n— 1, zvétsime tim cely vyraz. Dale proi=2,3,...,n—1 je
1 1 1 1

A 1.9 9.9...9 " gt
_—
(i—1)-krat
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Vyuzijeme-li vztah (3.10) a obé diive zminéné tpravy, dostaneme
1 1 1 1 2
Oy = 1+1+5<1_ﬁ>+§(1_5) (1—;)4-...
AEDED
n! n n n

S PP R S B R
21 73Tl 2 22

1
+ot o

) . ) 1
Na pravé strané posledni nerovnosti je geometricka rada s kvocientem ¢ = 2
n

1
avime, ze l+qg+¢*+...+¢" = T

. Celkem tedy mame

1 1 1 1-()” 1\"
n<l4ld+-4+=+.. . +—=14+—2=142(1—(=
an <1414+ 54+ 50 + =1 + <3

a posloupnost je tedy shora omezena. 1
o0

1 n
Dokdzali jsme, Ze posloupnost { <1 + —> } je rostouci (lemma 3.34)
w n=1
a omezend (lemma 3.35) a tedy z véty o existenci limity monoténni posloup-

nosti plyne nasledujici véta:
oo

1 n
Véta 3.36 Posloupnost {(1 + —) } ma limitu.
w n=1
1 n oo
Vzhledem k tomu, Ze limita posloupnosti { <1 + —) } existuje, mu-

n=1
zeme definovat:
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1 n
Definice 3.37 Predpis e := lim (1 + E) definuje tzv. Eulerovo cislo.

n—oo
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KaApriTOLA 4

Spojitost a limita funkce

1. Spojitost

Ze stredni skoly mozna znate nasledujici geometrickou definici spojitosti funk-
ce v bodé. Spojitost funkce f v bodé a € R, v jehoz okoli je funkce f defino-
vana, znamena, ze jeji graf je pro hodnotu argumentu = = a ,neptetrzeny“,
tj. muzeme ho nakreslit jednou ¢arou, aniz bychom museli prerusit kresleni
a pokracovat na jiném misté. Napriklad linearni funkce je spojitd v kazdém
bodé svého definiéniho oboru (tj. pro Va € R, viz. priklad 4.4), zatimco funk-
ce celd ¢ast je spojitd v kazdém neceloc¢iselném bodé (tj. je spojita pro Va € R
a zarovenl x ¢ 7). Tuto neurcitou predstavu musime nahradit pfesné defino-
vanym pojmem, abychom mohli odvodit a dokazat obecné véty o spojitych
funkcich. To ndm mimo jiné umozni snadno poznat, zda-li je funkce spojita
nebo neni. Spojitosti v bodé x = ¢ bude znamenat, ze vyjdeme-li z bodu ¢
a zménime-li mélo hodnotu z, zméni se malo i hodnota f(x) (nebude se tedy
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prilis lisit od hodnoty f(c)). Tuto intuitivni definici nyni nahradime definici
rigorézni.

FiY

Definice 4.1 O funkci f rekneme, Ze je spojita v bodé c, jestlize ke kaz-
dému kladnému cislu e existuje kladné cislo 6 tak, Ze

|F(z) - Fld)l <e (4.1)
je splnéna pro vsechny hodnoty x, pro néz je
|z —¢| <é. (4.2)
¥
Fler+e

=
/
— .
Obrazek 4.1: Priklad nespojité funkce v bodé c. _“
Zobrazend funkce neni spojita v bodé ¢, protoze jsme nalezli € > 0, k né-

muz neexistuje § > 0 tak, aby nerovnost |f(z) — f(¢)| < € byla splnéna pro
Vo € (c—d,c+9).

Zavrit
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Priklad 4.2 Zvolime-li € > 0 a chceme najit prislusné 6 > 0 z definice
spojitosti. Nejprve najdu cisla a,b tak, aby pro Vx € (a,b) platila nerovnost
fle)—e < f(z) < f(c) +e. Potom staci zvolit 6 = min{c —a,b— c} a protoze
(¢c—4d,¢+0) C (a,b), plati i nerovnost (4.1). Viz. obrdzek 4.2.

W

P fleyre
fiel

Jle)-#

f2] £
c—4 c+d

Obrazek 4.2: Priklad spojité funkce v bodé ¢ a ukézka hledéani 4.

Cela obrazovka
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Poznamka 4.3 Pokud je funkce f spojita v bodé c, potom podle definice
spojitosti muzeme zvolit kladné € a najit k nému prislusné 0. Pak pro vSechna Vyhledévani
x z intervalu (¢ — d,c + 9) plati nerovnost (4.1). Aby tato nerovnost platila
musi mit symbol f(x) smysl pro vsechna x z intervalu (c— 9, c+0)! Takze je-li
funkce f spojita v bodé c, je jisté definovdna v jistém otevreném intervalu, Zpét
obsahugjicim bod c.
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Priklad 4.4 Funkce f(z) = = je spojitd pro vSechna z € R. Dikaz:
Necht ¢ je libovolné cislo. Mame dokdzat, Ze ke kazZdému kladnému cislu e
existuje kladné cislo 6 tak, Ze nerovnost

|z —c| <e
je splnéna pro vsechny hodnoty x, pro néz je |x — c| < 8. Vidime, Ze v tomto
pripadé staci zvolit § = €. Tim jsme dokdzali, Ze linedrni funkce je spojitd pro
vsechna xr € R.
V tomto pripadé nebyl dukaz prilis obtizny, nicméné v obecném pripadé
je treba slozité hledat prislusné ¢ v zdvislosti na e. Proto uvedeme nékolik
jednoduchych obecnych vét, které ndm vysetrovani spojitosti velmi usnadni.

Véta 4.5 (O spojitosti absolutni hodnoty, souétu, rozdilu, soucinu
a podilu.) Predpoklidejme, Ze funkce f, g jsou spojité v bodé c. Potom také
funkce |f|, f+g, f— g, fg jsou spojité v bodé c. Je-li navic g(c) # 0, pak je

v bodé ¢ spojitd i funkce =.
g

Diuakaz. Dikaz provedeme pouze pro spojitost absolutni hodnoty, souctu
a rozdilu, protoze dilkaz této véty je takika totozny s dukazem véty o arit-
metice limit posloupnosti.
1. Necht € > 0, potom z definice spojitosti existuje § > 0 tak, ze plati
|[f(z) — flo)] <e, je-li | — ¢| < 6.
Vzhledem k tomu, Ze plati nerovnost || f(z)| — |f(c)|| < |f(z) — f(c)|, kombi-
naci predchozich dvou nerovnosti dostaneme

[|f(z)] = |f(c)]] <e, je-li |z — | < 4.
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Tato nerovnost podle definice spojitosti znamena, ze absolutni hodnota funk-
ce spojité v bodeé c, je také spojita funkce v bodé c.

2., 3. Necht € > 0, potom z definice spojitosti existuji d1, do > 0 tak, ze
plati

F@—f@l <3 jelile—d <d, (4.3)
€

l9(z) —g(0)l <5,  Jeli|z—c| <. (4.4)

(\V]

Polozime-li 6 = min(dy, d2), plati zaroven (4.3) a (4.4). Potom pro z spliujici
nerovnost |z — ¢| < ¢ plati

F(@) +9(@) = (1) + 9] < (@) = F(O)] + la(@) — g(A] < 5 +5 ==,
7(@) ~ (@) = (f(e) =9 = |f(2) = £(c) + (a() ~ g(x))]
< 1f@) = F@I +l9(0) —9@)] < 5 +5 ==

Prvni nerovnost podle definice spojitosti znamend, Ze soucet dvou funkci
spojitych v bodé ¢, je také spojitd funkce v bodé c¢. Druhd nerovnost podle
definice spojitosti znamenad, ze rozdil dvou funkci spojitych v bodé ¢, je také
spojita funkce v bodé c. O

Priklad 4.6 Necht k,l € Z, k >0, 1 > 0; a;, b; € R pro vsechna i, j € Z,
0<i<k, 0<j<k,ar+#0ab #0. Potom je raciondlni lomena funkce
fa) = arpx® + ap_12F 1+ ..+ ag
bixt + b1zt + ...+ b
jmenovatel razny od nuly.

spojita v kazdém bodé, v némz je
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Dukaz: Nejprve dokdzeme, Ze konstanta je spojitd funkce v kazdém bodé. Pro
vsechna © € R a libovolné € > 0 totiZ plati nerovnost

|f(z) = flo)l =la—a|=0<e.
Tedy 6 > 0 mohu dokonce volit libovolné a konstanta je spojita funkce. V pri-
kladu /.4 jsme dokdzali, Ze linedrni funkce je spojitd pro vSechna xz € R.
Potom podle véty o spojitosti soucinu jsou funkce 2 = z -z, 2° = 22 - x,
..spojité pro vsechna x € R a podle véty o spojitosti souctu jsou i funkce
akazk —i—ak,lxk_l + ...+ ag, blazl —i—bl,lml_l + ...+ bg

spojité pro vsechna x € R. Nakonec podle véty o spojitosti podilu je funkce

aka:k aF ak,lxk_l +...4+a
fz) =

bla:l aF bl_ll‘l_l + ...+ bo
vatel rizng od nuly.

0 .y .y . o
spojitd v kaZdém bodé, v némz je jmeno-

Napriklad funkce % je spojitd pro vsechna x € R, protoZe jmenovatel
e

je kladny (x? +1 > 0) pro viechna x € R.

Priklad 4.7 Je-li a > 0, a # 1, je funkce log,z spojita v kazdém bodé
x > 0. Dikaz:

1. Z druhé kapitoly vime, Ze log,x je pro a > 1 rostouct funkce v intervalu
(0,00). Turzeni nejprve dokdzZeme pro Inxz — to je rostouct funkce, protoze
e =2,718281828459 ... > 1. Necht ¢ > 0, € > 0 a zvolme vy, vy tak, Ze

Invy =lnc—¢g, Inwvy=Ilnc+e, . vy =ce °, wvy=ce.

Tedy v1 < ¢ < va. Nyni zvolme § > 0 tak, aby (c —d,c+ ) C (v1,v2). Potom
pro vsechna x € (¢ — d,c+ 0) je v1 < x < ve a protoZe lnx je rostouct, plati

Inc—e=Invy <lnz <lnwvy, =Ilnc+e,
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nebo-li |lnx —Inc| < € a tedy Inx je spojitd v kazdém bodé x > 0.

2. Je-li nyni a libovolné (a > 0, a # 1, a # e, ) potom z véty o vlastnostech
logaritmu vime, Ze
Inx
m7
O funkci Inz jiZ vime, Ze je spojitd v kaZdém bodé x > 0 a funkce lna je
konstanta a ta je podle prikladu 4.6 spojita v kaZdém bodé x € R a je riznd
od nuly. MuzZeme tedy pouZzit vétu o spojitosti podilu a funkce log,z je spojitd
v kazdém bodé x > 0.

log,x = kde Ina # 0.

Jiz zndme vétu o spojitosti souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu a nyni se
budeme zabyvat spojitosti slozené funkce a spojitosti inverzni funkce.
Véta 4.8 (O spojitosti slozené funkce.) Predpoklidejme, Ze funkce g je
spojitd v bodé ¢ a funkce h je spojitd v bodé d = g(c). Potom i sloZend funkce
h(g) je spojitd v bodé c.
Dikaz. Necht € > 0. Potfebujeme najit § > 0 tak, ze V, pro néz je

|z —c| <0 plati |h(g(x)) — h(g(c))| < e.

Oznacdime-li y = g(z), potom posledni nerovnost mizeme psit ve tvaru
|h(y) — h(d)] < e. Ale funkce h je podle predpokladu véty spojita v bodé
d = g(c), existuje tedy d; > 0 tak, ze Yy, pro néz je

ly—d <é1  plati  |h(g(z)) — h(g(c))| = |h(y) — h(d)| <e.  (4.5)
Oznadili jsme y = g(z), d = g(c), ale funkce g je podle predpokladu véty
spojita v bodé ¢, existuje tedy 6 > 0 tak, ze Vx, pro néz je

|z —c] <o plati lg(z) — g(e)| = |y — d| < d1. (4.6)
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Je-li nyni z libovolné ¢islo, pro néz plati nerovnost |z — ¢| < §, potom podle
nerovnosti (4.6) plati |g(z) — g(¢)| = |y — d| < 01 a z nerovnosti (4.5) plyne,
ze |h(g(z)) — h(g(c))| = |h(y) — h(d)| < e. Tedy slozena funkce h(g) je spojité
v bodé c. (]

P¥iklad 4.9 DokaZme, Ze funkce In(x? + 1) je spojitd Vo € R.

Polozme h(y) = Iny a y = g(x) = 2% + 1. Podle prikladu /.6 je funkce
g spojitd Yx € R. Ddle y = g(z) = 22 + 1 > 0, takZe podle prikladu /.7 je
funkce h spojitd v bodé y = x + 1. Tedy podle véty o spojitosti sloZené funkce
je funkce h(g(z)) = In(x2 + 1) spojitd Yz € R.

V pfipadé, Ze mdme funkci f definovanou na uzavieném intervalu [a, b],
potom podle nasi definice spojitosti nemuzeme v krajnich bodech tohoto in-
tervalu vySetfovat spojitost, protoze Ve > 0 by mélo existovat 6 > 0 tak,
ze nerovnost |f(z) — f(a)] < e plati pro vsechny hodnoty z, pro néz je
a—0d <z < a+d. Vzhledem k tomu, ze funkce f neni definovidna nalevo
od bodu a, muselo by byt § = 0, ale v definici spojitosti pozadujeme § > 0.
To nas privadi k néasledujicim definicim.

Definice 4.10 Rekneme, Ze funkce f je spojita zprava v bodé c, jestlize
Ve >0 30 > 0 tak, Ze Va € [c,c+ ) plati

|f(z) — fe)| <e.
Definice 4.11 Rekneme, Ze funkce f je spojita zleva v bodé ¢, jestlize

Ve >0 30 > 0 tak, Ze Vx € (¢ — 9, c| plati
|f(z) — f(e)] <e.
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Vidime, ze definice spojitosti zprava a definice spojitosti zleva se podobaji
definici spojitosti. Plati nasledujici véta:

Véta 4.12 Funkce [ je spojita v bodé c, prave kdyz je v bod€ ¢ spojitd zleva
1 2prava.

Dukaz. Porovnanim definic spojitosti, spojitosti zprava a spojitosti zleva
zjistime, ze je-li funkce spojitd v bodé ¢, pak je v bodé c spojité zleva i zprava.

Je-li naopak funkce spojita v bodé c zleva i zprava, potom podle definice
spojitosti zprava a spojitosti zleva existuji dvé ¢isla §; > 0, do > 0 tak, Ze
nerovnost |f(z) — f(c)| < € plati jednak pro vSechna z, pro néz je ¢ < z <
¢+ 61 a jednak pro vSechna z, pro néz je ¢ — dy < x < c¢. Zvolime-li nyni
d = min{d1, 41}, plati nerovnost |f(z) — f(c)| < € pro vSechna z z intervalu
c— 9 < x < c+9. Tedy funkce f je spojita v bodé c. O

Vnitinim bodem intervalu J nazveme kazdy bod intervalu J, ktery neni
jeho krajnim bodem. Potom otevieny interval (a,b) se skladd pouze z vniti-
nich bodu nebo napfiklad polouzavieny interval (a,b] se sklddd z vnitinich
bodt a z bodu b.

Definice 4.13 Necht funkce f je definovina v intervalu J. Rekneme, e funk-

ce f je spojita v intervalu J, jestlize md tyto vlastnosti:
o Je spojita v kaZdém vnitrnim bode intervalu J.

e Patri-li pocdtecni bod intervalu J k intervalu J, je funkce f spojitd
v tomto bodé zprava.

e Patri-li koncovy bod intervalu J k intervalu J, je funkce f spojitd v tomto
bodé zleva.
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Poznamka 4.14 Veéta o spojitosti absolutni hodnoty, souctu, rozdilu, souci-
nu a podilu plati i v pripadé, Ze v ni nahradime slovo ,spojitd“ vsude slovy
»Spojitd zprava“ nebo vsude slovy ,spojitd zleva® Ale véta o spojitosti sloZené
funkce neplati, nahradime-li v ni slovo ,spojitd“ vsude slovy ,,spojitd zprava“
nebo vsude slovy ,spojitd zleva“ Plati vsak ndsledujici tvrzeni: Je-li funkce
g spojitd zprava (zleva) v bodé ¢ a funkce h spojitd v bodé g(c),
potom je v bodé c¢ spojita zprava (zleva) i sloZzena funkce f = h(g).

Nyni muzeme koneéné pristoupit k vysloveni a dikazu véty o spojitosti
inverzni funkce.

Véta 4.15 (O spojitosti inverzni funkce.) Necht f je ryze monoténni
funkce, kterd je spojitd v intervalu J. Ddle necht funkce f zobrazuje interval
J na interval J,. Potom inverzni funkce f=' k funkci f je spojitd v intervalu
J1.

Dikaz. Predevsim podle véty o existenci a jednoznacnosti inverzni funkce
inverzni funkce f~! existuje a zobrazuje interval .J; na interval .J. Potfebujeme
dokézat, ze funkce f~! je spojita zprava v kazdém bodé intervalu J,, jenz
neni jeho koncovym bodem a Ze funkce f~! je spojitd zleva v kazdém bodé
intervalu Ji, jenz neni jeho pocatecnim bodem. Dokazeme pouze prvni cast
tohoto tvrzeni. Druha c¢ast by se dokazovala podobné. Necht ¢ € J; neni
koncovym bodem, polozme d = f~!(c). Necht ¢ > 0, chceme dokézat, Ze
existuje & > 0 tak, Ze pro vSechna y z intervalu (c,c + 6) platf |f~1(y) —
f~1(c)| < e. Ditkaz prvn{ &asti miizeme jesté déle rozdélit na dva pifpady.
1. Nejprve predpoklddejme, ze funkce f je rostouci, potom je rostouci
i funkce f~'. Bod d neni koncovym bodem intervalu J, existuje tedy bod
dy € J tak, ze d < d; < d + ¢. Polozme ¢; = f(dy), takze d; = f~%(c1).
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Posledni nerovnost muzeme prepsat do tvaru

o) < fHer) < FHe) +e.
Protoze funkce f~! je rostouci, plati ¢ < ¢;. Polozime-li 6 = ¢; — ¢, je 6 > 0.
Lezi-li nyni y v intervalu (¢, ¢ + 0) (tj. v intervalu (¢, ¢1)), plati
A<y < fHa) S fH o +e
Tedy |f~1(y) — f~1(c)| < € a funkce f~! je spojitd zprava v bodé d.
2. Nyni predpokladejme, ze funkce f je klesajici, potom je klesajici i funkce
f~1. Bod d neni po¢ateénim bodem intervalu J, existuje tedy bod d; € J tak,

7ed > d; > d—e. Polozme c¢; = f(dy), takze d; = f~!(c;). Posledn{ nerovnost
muzeme prepsat do tvaru

o) > fHe) 2 ) —e
Protoze funkce f~! je klesajici, plati ¢ < ¢;. Polozime-li § = ¢; — ¢, je 6 > 0.
Lezi-li nyni y v intervalu (¢, ¢ + 0) (tj. v intervalu (¢, ¢1)), plati
R O> M y) > fHe) 2 fH o) —e
Tedy |f~1(y) — f~1(c)| < € a funkce f~! je spojitd zprava v bodé d. O
P¥iklad 4.16 Funkce \/r je spojitd v intervalu [0,c0).
Inverzni funkce k funkei /x na intervalu [0, 00) je funkce 2 na intervalu
[0,00) (viz. priklad 2.17). Z prikladu 4.6 vime, Ze funkce z* je spojitd ma

intervalu (—oo,00) a tedy je spojitd i na intervalu [0,00). Nakonec podle véty
o0 spojitosti inverznd funkce je spojitd i funkce \/x v kaZdém bodé x > 0, z € R.
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Piiklad 4.17 Je-li a > 0, a # 1, je funkce a” spojita v intervalu
(—00, 00).

Funkce a® je na intervalu (—oo,00) inverzni k funkci log,x a tato funkce
je podle prikladu 4.7 spojitd na intervalu (0, 00). Potom podle véty o spojitosti
inverzni funkce je funkce a® spojitd v kazdém bodé x € R.

Priklad 4.18 Je-li n € R, je funkce 2" spojita v intervalu (0, c0).

PoloZime-li z = €Y, y = nlnx, potom z = e®'™% = ™. Podle prikladu /.7
je funkce In z spojitd na intervalu (0, 00), podle predchoziho prikladu je spojitd
i funkce ¥ na intervalu (—oo, 00). Potom podle véty o spojitosti sloZené funkce
je na intervalu (0,00) spojitd i funkce e"'n% = z™.

2. Limita funkce
sin(x)

dém bodé razném od nuly. Proto nas bude prubéh funkce f v okoli bodu 0
zajimat. Budeme-li do funkce f dosazovat za x hodnoty blizké nule, zjistime,
ze hodnota funkce f se mélo lisi od jednicky — budeme fikat, ze funkce f
mé v bodé = 0 limitu 1 (v pfikladu 4.33 tuto limitu spocitdme). Tim se
dostavame k definici limity funkce.

Definice 4.19 Rikdme, Ze funkce f md v bodé¢ ¢ (vlastni) limitu A € R,
jestlize Ve > 0 30 > 0 tak, Ze nerovnost

|f(z) - Al <e

je splnéna pro vSechny hodnoty x, pro néz je 0 < |x —c| < §. Ezistuje-li limita
funkce f v bodé c, budeme ji znacit symbolem lim f(z) = A.
Tr—c

Budeme-li vySetfovat funkei f(x) = , zjistime, Ze je definovana v kaz-
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Pfipomenme, Ze nerovnosti 0 < |z — ¢| < ¢ jsou splnény pro z z intervalu
(c—6d,c+9), jez jsou ruznd od c. Zhruba Teceno definice limity ¥iké, Ze pro
hodnoty z blizké hodnoté ¢ (ale rizné od c¢) je hodnota f(x) blizko hodnoté
A. V definice limity se viibec nehovori o hodnoté f(c). Funkce f nemusi
byt v bodé ¢ viibec definovana a umoznuje tedy vysetfovani prubéhu funkce
v okoli (problematického) bodu c.

Podobné jako u spojitosti zavedeme také limitu zprava (pfi niz se stardme
pouze o hodnoty x vpravo od ¢) a limitu zleva (pfi niZ se stardme pouze
o hodnoty z vlevo od ¢):

Definice 4.20 Rikdme, Ze funkce f md v bod¢ ¢ (vlastni) limitu zprava
A € R, jestlize Ve > 0 35 > 0 tak, Ze

|f(z) - Al <e

je splnéna pro vsechna x z intervalu (¢, c+9). Exzistuje-li limita zprava funkce
f v bodé ¢, budeme ji znacit symbolem lim+ f(z) = A.
xr—rcC

Definice 4.21 Rikdme, Ze funkce f md v bodé ¢ (vlastni) limitu zleva
A € R, jestlize Ve > 0 39 > 0 tak, Ze
|f(z) — Al <e

je splnéna pro vsechna x z intervalu (c — 6, c). Existuje-li limita zleva funkce
f v bodé ¢, budeme ji znacit symbolem lim f(x) = A.
xr—c—
Podobné jako u limit posloupnosti muzeme i pro funkce zavést pojem
nevlastni limity.
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Definice 4.22 Rikdme, Ze funkce f md v bodé c nevlastni limitu oo, jestlize
VK € R 35 > 0 tak, Ze nerovnost f(x) > K je splnéna pro vsechna x,
pro néz je 0 < |z — ¢| < 4. Tuto nevlastni limitu budeme znacit symbolem

lim f(z) = oo.

Definice 4.23 Rikdme, Ze funkce f md v bodé ¢ nevlastni limitu —oo,
jestlize VK € R 30 > 0 tak, Ze nerovnost f(x) < K je splnéna pro vSechna
x, pro néz je 0 < |x — ¢| < J. Tuto nevlastni limitu budeme znacit symbolem
lim f(z) = —o0.
r—c

Obdobné jako pro vlastni limity bychom mohli zavést i jednostranné ne-
vlastni limity.

Limita funkce f v bodé ¢ popisuje prubéh funkce f v okoli bodu c¢. Pro
poznani priubéhu funkce je vsak také dulezité zjistit, co se s funkei f déje, kdyz
bud z vzrist nade vSechny meze, nebo x klesd pod vSechny meze (tedy kdyz
se x na Ciselné ose vzdaluje od pocatku bud smérem doprava nebo smérem
doleva). Z tohoto duvodu zavadime jesté nasledujici dva pojmy.

Definice 4.24 Budeme rikat, Ze

lim f(z) = A, je-li lim f (5) =A

T—00 y—0t

a budeme rikat, Ze

lim f(x) = A, je-li lim f <1> = A.
Tr—>—00 y%o* y

—
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Pro limitu funkce mtuzeme odvodit a dokazat obdobné véty jako pro limitu
posloupnosti.

Véta 4.25 (O jednoznacnosti limity funkce.) Funkce f md v bodé c
nejuyse jednu limitu (vlastni nebo nevlastni), a rovnéz nejvyse jednu limitu
zprava a nejvyse jednu limitu zleva.

Diukaz této véty lze v pripadé vlastni limity provést obdobné jako dukaz
véty o jednoznacnosti limity posloupnosti. Déle z definice vlastni limity plyne,
ze jestlize ma funkce f v bodé ¢ vlastni limitu, musi byt v okoli bodu ¢
omezena a tedy nemiize mit zaroven nevlastni limitu. Jestlize ma funkce f
v bodé ¢ nevlastni limitu co, neni podle definice v okoli bodu ¢ shora omezena
a tedy podle definice nemuze mit zaroven nevlastni limitu —oo.

Poznamka 4.26 Vysetrujeme-li limitu (popripadé limitu zprava nebo zleva)
funkce f v bodée ¢ potom muze nastat pravé jeden z nasledujicich pri-
padu:

o existuje vlastni limita,

o cxistuje nevlastni limita oo,

e existuje nevlastni limita —oo,

o neexistuje ani vlastni ani nevlastni limita.

V pripadé spojitosti jsme dokazali vétu, ze funkce f je spojitd v bodé c,
pravé kdyz je spojitd v bodé c zprava i zleva. Stejnou vétu dokazeme i pro
limity. Dtikaz této véty bychom mohli provést takika totozné jako u podobné
véty pro spojitost. Z tohoto divodu ho nebudeme uvadét.
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Véta 4.27 (Nutna a postacujici podminka existence limity.) Rovnice
lim f(z) = A € R plati tehdy a jen tehdy, je-li
xr—c

lim+ f(z) = lim f(z) = A.

Néapadna podobnost definice spojitosti a definice limity nas vede k do-
mnénce, ze mezi spojitosti a limitou je tzky vztah. Nahradime-li v definici
spojitosti nerovnost |z —c| < 0 nerovnosti 0 < |z —c¢| < J (coz smime, protoze
pro & = ¢ je nerovnost (4.1) z definice spojitosti stejné vzdy splnéna, nebot
|f(c)— f(c)] =0 <€), vidime, Ze se obé definice vibec nelisi. Tim dostédvime
veétu:

Véta 4.28 (O limité spojité funkce.) Funkce f je v bodé ¢ spojitd tehdy
a jen tehdy, je-li
lim f(z) = (o).

r—c

Priklad 4.29 Funkce f(z) = %H je podle prikladu 4.6 spojitd, takzZe podle

2 7 = o 2 <z %. 7 x
predchozi véty miZeme dosazenim spocitat, Ze lim —
z—0 x4+ 1

=0.

Priklad 4.30 Nyni definujme funkci g a zkoumejme jeji spojitost v bode

z =0. .
ro x # 0
1 pro x = 0.

Opét mame

liny o(e) = iy (o) = i, % =

0,
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ale g(0) = 1. Funkce g tedy nend spojitd v bodé x = 0.

Srovname-li definici spojitosti zprava s definici limity zprava a definici
spojitosti zleva s definici limity zleva obdrzime nasledujici vétu:

Véta 4.31 Funkce f je v bodé ¢ spojitd zprava (zleva) tehdy a jen tehdy, je-li
in, f0)=f0 ([l @) =1).
T—rC r—c

Vzhledem k podobnosti definice limity funkce a definice limity posloupnos-
ti se da predpokladat, ze pro limity funkci budou platit obdobné véty k vétam

si nyni pripomeneme.
Véta 4.32 (O limité seviené funkce.) Necht lim f(z) = lim h(z) =
T—>C Tr—cC
A € R, ddle necht existuje kladné cislo § tak, Ze pro vSechna x z intervalu
(c—d,¢+0) plati f < g < h. Potom plati lim g(z) = A. (Véta plati i pro
Tr—c
limitu zleva a limitu zprava.)

Dikaz je takika stejny jako u obdobné véty o limité sevrené posloupnosti,
proto ho nebudeme uvadeét.

sinx

Priklad 4.33 UkdzZeme si, jak aplikovat predchozi vétu. Spoctéme lin%J
r—r X

Necht 0 < z < g Z obrazku plyne, Ze mezi obsahem Sapoap = ¥ trojuhel-

niku 0AB, obsahem visece Soap = 7T2£ = g (obsah jednotkové kruhu je m
™
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ar
a obsahu viysece o velikosti twhlu x odpovidd pomérnd cdst o obsahu kruhu)
71'

t
a obsahem Sapac = % trojuhelniku 0AC plati nerovnosti

@

SaoaB < Soap < Saoac- (4.7)

: Celd obrazovka
sin(x)

Zacatek
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g Vyhledavanf
[0.0] cos(x) A=[10]

Obrazek 4.3: Vztahy mezi obsahy jednotlivych obrazci. T s
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Dosadime-li do nerovnosti (4.7), dostaneme
sinz @ - tgx  sinz
2 2 2 2cosz’

nebo-li cosx < w <1 (4.8)

sinx

pro 0 < z < g (predposledni nerovnost jsme vydélili kladngm cislem

a poté jsme tyto nerovnosti prepsali pro prevricené hodnoty, ¢imz se obrdtili
nerovnosti).

. 2 g g . % .2 %&
Z véty o vlastnostech funkei sinus a kosinus vime, Ze cosx = 1 — 2sin? 5

A podle (4.8) je smxﬂ

s merovnostmi (4.8) mame

2 .
1—$—<1—2sin2E:cosx<w<1 pr00<x<z.
2 2 T 2

Nyni st vvédomme, Ze vSechny funkce v predchozi nerovnosti jsou sudé a tedy
2

x T
< 1, nebo-lisin(z) < z, tedy také sin 3 < 5 @ spolecné

tato nerovnost plati i pro —g < x < 0. Ze spojitosti funkci 1 — % a 1 v bode
0 je podle vety o limite spojité funkce
2 2

Bm 1—2 — lim 1-2 —1, lim 1= lim 1=1.
z—0~ z—0t 2 z—0~ z—0t
Tedy podle vety o limite sevrené funkce je lim ST lim SE 1.
z—0~ x z—0t x

Celkem tedy mdme
. sin x
lim =1.
x—0 X

Celé obrazovka
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Véta 4.34 (O aritmetice limit funkci.) Necht lim f(z) = A € R,
r—c

lim g(z) = B € R. Potom plati

Tr—rc

lm /@] =4l lm (f(z) +9(@) = A+B,

lim (f() ~ge)) = A~ B,  lim (f(x)g(x) = AB.
Je-li navic B # 0, pak je 3101_)mc % = %

Véta zustane v platnosti, nahradime-li v ni ,limity*“ , limitami zprava“ ne-
bo ,limitami zleva“. Dikaz této véty je takika totozny s dukazy véty o spoji-
tosti absolutni hodnoty, souctu, rozdilu, soucinu a podilu a véty o aritmetice
limit posloupnosti, proto ho nebudeme provadét.

Poznamka 4.35 Vétsina drive dokdzanych vét tykajicich se vlastnich limit
lze stejnym zpiusobem jako w limit posloupnosti rozsirit © na nevlastni limi-
ty. Bez omezent lze pro nevlastni limity vyslovit vétu o jednoznacnosti limity
funkce, nutnou a postacujici podminku existence limity a vétu o limité sevre-
né funkce. Pouze v pripad€ vety o aritmetice limit je treba doplnit predpoklad
,pokud prava strana existuje*, abychom se vyvarovali pripadi, kdy ne-
kterd operace s nekonecny neni definovdna.

Priklad 4.36 Funkce sin a cos jsou spojité v intervalu (—oo, c0).
Dukaz: Necht xg je libovolng bod. Podle véty o limité spojité funkce staci
dokdzat

lim sin(zg + h) = sinzg, lim cos(zg + h) = cos xg, nebo-1i
h—0 h—0

Celé obrazovka
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lim (sin(zg + h) — sinzg) = 0, lim (cos(xg + h) — cosxg) = 0.
h—0 h—0

Z vety o vlastnostech funkci sinus a kosinus vime, Ze

2 h h
cos(xzg + h) — coszyg = —2sin % sin 5
h h h
= —2sin 5 cos 5 sinxg — 2sin? 5 cosxrg = —sinhsinzg — 2sin? 5 COoS Xg-

inh
Z prikladu 4.33 vime, Ze }lbin% % Potom podle vety o aritmetice limit
—

—0 h—0 h h—0

funkci mdame lim sinh -h ) = lim sinh lim h =1-0 =0, tedy také
h h

h
lim sin — = 0. Nakonec dostaneme
h—0 2

h
lim (cos(zo + h) — coszp) = lim (— sin hsin g — 2sin” — cos a:())
h—0 h—0 2

. . . .ah ;
= —sinzg lim sin h — 2 cos zg lim sin® = = 0. Celd obrazovka
h—0 h—0 2
Tim jsme dokdzali, Ze funkce cos je spojitd v intervalu (—oo,00).

VyuZitim véty o vlastnostech funkci sinus a kosinus a spojitosti funkce cos

dostaneme
Vyhleddvani

. . g _z _ _Z —
1112}) sm(xo—l—h)—}lll_)n%] cos (:vo—l-h 2) coS (:co 2) sin zg.

Tedy i funkce sin je spojitd v intervalu (—oo, 00).
Nakonec dokdzeme vétu podobnou vété o spojitosti slozené funkce.
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Véta 4.37 (O limité slozené funkce.) Necht 9161_>mc g(x)=da ?}13}1 h(y) =
k. Ddle necht existuje § > 0 tak, Ze nerovnost g(x) # d plati pro vsechna z,
pro néz je 0 < |z — ¢| < J. Potom je il_)mC hig(x)) = k.
Dukaz. Necht € > 0. Potfebujeme najit d3 > 0 tak, ze Vz, pro néz je
0<|z—c|<ds plati |h(g(x)) — k| <e.

Oznacime-li y = g(z), potom posledni nerovnost muzeme psit ve tvaru
|h(y) — k| < e. Ale ;1_1% h(y) = k, podle definice limity existuje d; > 0
tak, ze Yy, pro néz je

0<|y—d| <d plati |h(g(x)) — k| = |h(y) — k| <e. (4.9)
Oznadili jsme y = g(z) a glcl_)mc g(z) = d, potom podle definice limity existuje
ds > 0 tak, Zze V, pro néz je

0<|z—c|<do plati lg(z) —d| = |y — d| < ;. (4.10)

Zvolime-li 63 = min{d, 62} a je-li  libovolné ¢islo, pro néz plati nerovnost

0 < |z — ¢| < 03, potom je podle predpokladu véty g(z) # d a tedy v (4.10)
je 0 <|g(z) —d| = |y —d| < apodle (4.9) je |h(g(z)) — k| < e. O

3. Technika pocitani limit

341
Priklad 4.38 Vipocteme lim =
z——1 g4 —1

Limitu nelze pocitat primo podle véty o aritmetice limit funkci, nebot
lim1 (z% — 1) = 0. Nicméné ze skutecnosti, e lim1 (2% + 1) = 0 maizeme
z—— z——

Celé obrazovka
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usoudit, zZe oba mnohocleny maji spolecného délitele a tim je clen x + 1.
Nejprve tedy vytkneme x + 1, poté tento clen zkratime a nakonec pouzijeme
vetu o aritmetice limit funkct.

z3+1 . (z+D)(z2 -z +1) . x2—x+1
im —— = lim = lim ——
z——1 g2 —1 z——1 (x + 1)(1’ — 1) z——1 z—1
Climg (2?2 —z + 1) 3 _ 3
o limg, g (z—-1) -2 2
—1
Piiklad 4.39 Vipocteme lim Y2 L
z—1 x—1

Podobne jako v predchozim prikladu nelze primo pouzit vetu o aritmetice

limit funkci, nebot opet bychom dostali neurcity vyraz —. V tomto pripadé

v

naopak zlomek rozs§irime vijrazem /x + 1, poté zkrdtime x — 1 a nakonec opét
pouzijeme vétu o aritmetice limit funkci.

\/5 1 (\/E _ 1)(\/5 I 1) -1 Celé obrazovka

T T e+ B GoDET D) Zacatek
1 lim, 1 1 1 Strana 96

= lim == 5"
o=l Vr+1  limgy (Vo+1) 2 Vyhledévani

1
Priklad 4.40 Vypoctéme lim —.

z—0 X

Zpét | Vpred

1. Nejprve dokdzeme, Ze lim
z—0t

3 = OQ.
T Zavrit

Ukoncit
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1
Tento vysledek plyne z toho, Ze pro x napravo od nuly je zlomek — vidy

kladny, delime tedy jednicku cim ddl mensim kladnym cislem — vysledek tedy
bude ¢im ddl vétsi kladné cislo. Pokud bychom chtéli postupovat presné (viz.
definice nevlastni limity o), tak potrebujeme dokdzat, Ze pro kazdé K € R

3
(0,0). K nalezend prislusného § pouzijeme ndsledujici vetézec implikaci.

existuje 0 > 0, tak, Ze nerovnost — > K plati pro vSechna x z intervalu
a

1 1 1

—>K & ->VK & z<-——.

z3 T JK
1

Tedy pro libovolné K € R lze zvolit § = —— a nerovnost

VR P

> K plati pro

vechna x z intervalu (0,6). Tim jsme dokdzali, Ze lim — = oo.
1 z—0t T
2. Obdobné dokdZeme, Ze lim — = —oo.

z—0- X

1
Tento vysledek plyne z toho, Ze pro x nalevo od nuly je zlomek — vidy

at
zdaporny, delime tedy jednicku cim dal mensim zdapornym cislem — vysledek
tedy bude zdporné cislo, které bude v absolutni hodnoté cim ddl tim vétsi.
Presné tedy (viz. definice nevlastni limity —oo) potrebujeme dokdzat, Ze pro

1
kazdé K € R existuje § > 0, tak, Ze nerovnost — < K plati pro vSechna
x
x z intervalu (—6,0). K nalezend prislusného § pouzijeme ndsledujici Tetézec
implikact.
1

1 1
<K & Z<VK & z<
a X

5

Celé obrazovka
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1
Tedy pro libovolné K € R lze zvolit § = a nerovnost — < K plati pro
T

1
3/K 1
vechna x z intervalu (—0,0). Tim jsme dokdzali, Ze lim — = —oo0.
z—0- X
Vzhledem k tomu, Ze limita zprava a limita zleva jsou rizné, tak

. 1 L
lim —  neeristuje !
z—0 X

-1
Priklad 4.41 Vypoctéme lim : T
z—0 an

V tomto pripadé miZeme rovnou pouzit vétu o aritmetice limit funkci.

1
=lim (r—1) - lim — =-1-00=—o0.
z—0 x z—0 z—0 X

1
Pri vypoctu lin%) — muzeme postupovat stejné jako v predchozim prikladu.
T—> i

1 . .
Funkce — nent opét v okoli bodu 0 omezend, jediny rozdil spocivda v tom, Ze
x

2 Cela obrazovka
tat kce je sudd, takze li 1—1' L _
ato funkce je sudd, azexiréL a:z_xi{ng 2=
Priklad 4.42 Vypocteme lim .
z—oo x4+ 1 1 Vyhledavani
Vigpocet této limity mizeme prevést transformaci v = — na:
y <>

lim =lim Y — = lim L = lim —Z=-=1.
z—oo T+ 1 y—ot m +1 y—o0+ % y—ot 1+y 1 avri
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Priklad 4.43 UkdzZeme si jesté jednu aplikaci vety o limité sevrené funkce.

sin(x
Spoctéme lim L Nejprve si uwvedomme, Ze pro libovolné x € R plati
T — 00 €T

ndsledujict nerovnosti:

-1 < sin(x) < 1

at x at

" —1 . . 1 . .
Dile lim — = lim —y=04a lim — = lim y = 0. Tedy podle véty
r—0o0 I y—0t r—00 I y—0+
sin(x
o limité sevrené funkce ¢ lim (2) =0.
Tr— 00 X

Piiklad 4.44 Spoctéme lim <
x—0 x

1 n+1
1. Nejprve dokdzZeme, Ze posloupnost, jejiz n-ty clen je a, = (1 + —) ,
n

je klesajici a md limitu e. Plati

14+ — =1 - o ela obrazovka
( +n(n+2)> +( 1 >n(n—|—2)+< 2 >n2(n+2)2+
n+2 1 n+2 1 1
+ (n + 2) nn+2 (n 4 2)n+2 + < 1 ) n(n n 2) + P Strana 99
(predchozi merovnost plati, protoZe na levé strané jsme vynechali vSechny
kladné céleny aZ na prond dva) a protofe n(n+2)+1=n?+2n+1= (n+1)2, n“

Zpét
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mame

n+1 1 1 2
= 14+ - 1+ ——
n T ( u n(n + 2))
5 (TL+1)2 n+2_ ’I’L+]. n+2 ’I’L+]. n+2
 \n(n+2) - n n+ 2 ’
nebo-li

1 n+2 2 n+2 1 n+2 1 n+1
14 _ n—+ . n n+ — (142 .
n+1 n+1 n+1 n n

Tedy posloupnost ay,as, ... je klesajici. Ddle podle definice e je

1\"™ 1\" 1
lim <1+—> = lim (1—1——) lim (1+—):e-1:e.
n— oo n n—oo n n— oo n

1 n+1
A tedy (1+;) > e pro Vn € N.

T

Cel4 obrazovka
1
<z< = (4.11) B
n Vyhledavéni

(1) " <ex (10 24)

2. Nyni spocteme lim
z—0F

-1 1 1
. Necht 0 < x < 3 Zvolime-li n = [5] ,

potom

1
2<n<—-<n+1
T n+1

Z lemmatu 3.34 a z 1. vime, Ze

1

+1
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Zkombinujeme-li dohromady predchozi nerovnosti s nerovnostmi (4.11) do-
staneme

1
1 < "We<e"< Ye<l4+ ——. 4.12
- n+1 VeSS Ve * n—1 ( )
Podle (4.11) plati
1 1-—2x 1 x
—1>—--2= o _
" = 7 T
1 1 1
ntl<ii1=1% o >-2
a n+l = 1+z
Dosadime-li tyto nerovnosti do (/.12), obdrzime
z 1 1 z
1+ —— <1+ ——<e <1 <1 . 4.13
TR Tl e g (4.13)
Odecteme-li jednicku a vydeélime-li tyto nerovnosti kladngm cislem x, plati
1 e* —1 1 1
0 —. 4.14
1_|_$< - <1—2x pro <33<2 (4.14)

1 1
Ze spojitosti funkci Tr v bodé 0 je podle véty o limité spojité
x a2

a
funkce
1
T -1 .y gm -1
z—0t 14+2 140 z—=0t 1 -2z 1-2-0
r—1
Tedy podle vety o limite sevrené funkce je lim € = I,
z—0t az

. . e’ —1
3. Nakonec spocteme lim
z—0— x

. Necht’—% < x < 0. Zvolime-liy = —z,

Celé obrazovka
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potom podle (4.13) plati

142y Y Y 1—y
=1 <eV <1 = :
Ty g ST T o
Nyni dosadime zpet y = —x a zdroven prepiseme posledni nerovnosti pro

prevrdcené hodnoty, potom pori e” a obé nerovnosti se obrdti
e

142z . l—x

< <
1tz ¢ S1-2
Odecteme-li jednicku a vydelime-li tyto nerovnosti zapornym cislem x, plati

1
pro —§<$<0.

T ocer—1< Y a L -1 1
1+x 11— 2z Il = 2 az 1+z
1 1
pro —% < x < 0. Ze spojitosti funkct Tr a7 v bodé 0 opét podle véty
ar — 2z
o limité spojité funkce mdme
. 1 1 1 I 1 1 1
im =—— = im = =" :
B R il vk . N R BN
Tedy podle vety o limite sevrené funkce je lim = 1,
Celkem z 2. a z 3. mdme B
lim =1,
e BN
z2—1 _ 1 -Zpét Vpied
Piiklad 4.45 Spoctéme lim — :
e—1 2 —1 Zaviit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

e’ —1

lim1 2?2 — 1 = 0 a podle prikladu 4.4/ je lin%) . Abychom mohli

T—> r—r

vyuZit vétu o limite sloZené funkce, potrebujeme dokdzat, Ze existuje § > 0

tak, Ze nerovnost z2 — 1 # 0 plati pro vsechna x, pro néZ je 0 < |z — 1| < 4.

Ale vzhledem k tomu, Ze 2 —1 = 0 pouze v bodech x =1 a © = 1, stac? zvolit

d =2 ax?—14#0 plati pro viechna x, pro néz je 0 < |z — 1| < 2. A tedy
2

. @ =1 1

i R
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KAPITOLA 5

Derivace

1. Definice a zakladni vlastnosti

Necht je ddna funkce f a zvolme bod [¢, f(c)]. Nyni se pokusime zavést pojem
tecny ke kiivce y = f(x) v bodé [, f(c)]. Zvolime-li na kfivce y = f(x) dalsi
libovolny bod [c+h, f(c+h)], potom piimka prochazejici obéma body (sefna) | cal4 obrazovka
ma smeérnici

fle+h)—f(c)  flc+h)— flc) Zacitek

(c+h)—c h :

Blizi-li se nyn{ bod [c+ h, f(c+ k)] k bodu [e, f(c)], tedy blizi-li se h k nule,
potom na obrazku vidime, ze prislusna secna se blizi k ¢ervené znazornéné
limité. Existuje-li vlastni limita

Strana 104

Vyhleddvani

fle+h) = f(c) Zpeh | Vpred

)

k = lim
h—0 h
Zavrit
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potom te¢nou ke kiivce y = f(x) v bodé [e, f(c)] budeme rozumét primku
uréenou rovnici y — f(c¢) = k(z — ¢) (tato primka prochédzi bodem [e, f(c)]
a mé smérnici k).

FiY

Y

A\

7
7l

flc-+h)

AN

fix] Cel4 obrazovka

K Zacatek

/|::+h C

, . . Strana 105
Obrazek 5.1: Seény a tecna.

fle+h) = [0

h
zice, muzeme po motivacnich tivahach z predeslého odstavce pristoupit k de- Zpét
finici derivace:

Vyhledavani

Vzhledem k vyznamu, ktery ma }llirr%) v matematice i fy-
—

Vpred

Zavrit

Ukoncit
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Definice 5.1 Necht f je funkce a x cislo. Limitu

L f@ k)~ (@)

h—0 h
nazveme derivaci funkce f ma v bodé x a oznacime ji symbolem f'(z).
Obdobné nazjvdme limitu

- flx+h)— f(x) <

resp. lim —f(x ) f(x))
h—0t h ’ ’

h—0— h

derivaci zprava (zleva) funkce f v bodé x. Oznacovat je budeme sym-
bolem f' (x), (resp. f'(x)). Neexistuje-li proni, (popr. druhd, popr. treti)
z téchto limit, Tikame, Ze funkce f nemé v bodé x derivaci, (pop¥. deri-
vaci zprava, popf. derivaci zleva). Vise zminéné limity mohou bijt vlastni
nebo nevlastni, pak mluvime o vlastni nebo nevlastni derivaci.

Definice 5.2 Necht f je funkce a x ¢islo. Existuje-li (vlastni nebo nevlastni)

limita , ,

o P - @)

h—0 h
rikdme, Ze funkce f ma v bodé x druhou (vlastni nebo nevlastni)
derivaci a oznacime ji f"(x). Podobné se definuji i derivace vyssich rddi.
Znacime je f"(z), f®(x), fO(z), ...

Stejnym zptisobem jako v definici derivace muzeme definovat druhou de-
rivaci zprava (zleva), eventudlné derivace vyssich fadu.

Poznamka 5.3 Ma-li funkce f vlastni derivaci v bodé x, potom existuje c¢islo
0 > 0 tak, Ze funkce f je definovdna v intervalu (x — d,z + 9).

Celé obrazovka
Zacatek
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Poznamka 5.4 Ddle upozornéme, zZe derivace funkce f v bodé x zdvisi na
tom, jakou hodnotu x jsme zvolili. Derivace funkce f v bodé = je tedy funkci
d%y
dz?
misto f”. Definiénim oborem funkce f’ je mnoZina vsech bodi, v nichZ
md funkce f vlastni derivaci.

d
proménné x. Oznacime-li y = f(x), miZeme také psdt d—y misto f' a
5

Poznamka 5.5 Fyzikalni vyznam derivace: Popisuje-li funkce f pro-
ménné t polohu hmotného bodu na primce v case t, potom derivace f' v bodé
t predstavuje okamzitou Tychlost v case t. Druhd derivace f” v bodé t pred-
stavuje zrychleni v case t.

Véta 5.6 (Nutna a postacujici podminka existence derivace.) Rov-
nice f'(a) = A plati tehdy a jen tehdy, je-li f' (a) = f'(a) = A (plati pro
vlastni i nevlastni derivaci).

Dikaz plyne z nutné a postacujici podminky existence limity a z poznam-
ky 4.35.

Véta 5.7 Ma-li funkce f v bodé a vlastni derivaci (resp. vlastni deri-
vaci zprava nebo vlastni derivaci zleva), je funkce f v bodé a spojita
(resp. spojita zprava nebo spojita zleva).

Dikaz. Existuje-li vlastn{ derivace f’(a), potom plati

fla+h) - f(a)

lim f(a +h) = f(a) = lim W h=
limw-limh:f’(a)ﬂ:o.

h—0 h h—0

Celé obrazovka
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Tedy podle véty o limité spojité funkce je funkce f v bodé a spojitd. (U po-
sledniho rovnitka jsme vyuzili predpokladu existence vlastni derivace. Pro
nevlastni derivaci by posledni krok nebylo mozno provést, protoze bychom
dostali neuréity vyraz typu oo - 0!) (]

Poznamka 5.8 Opacna implikace neplati — spojita funkce nemusi
mit derivaci! Podivejme se napr. na funkci f(x) = |x|, kterd je v pocdtku
souradnic spojitd, ale nemd tam derivaci, v bodé 0 md derivaci zprava rovnou
1 a derivaci zleva rovnou -1.

. f(0+h)—f(0) . |n . h
¥ — e —_ =
£0) = hl—>ug+ h hl—>1%1+ h hl—>m([)1+ h L
F(O+h)— f(0) |h —h
! m m — = _— =
£-(0) hlal 0_ h hlal 0_ h hlao_ h 1

2. Pocitani derivaci

Priklad 5.9 Spoctéme podle definice derivaci konstantni a linedrni funkce
pro x € R.

Celé obrazovka

_ 0 Zadétek
(c)':hmc Czlim—zlimOzO. e
h—0 h h—0h  h—0 Strana 108
2 x+h—x_1. h—l' 1—1
({E) = hli% - hli% hno hl_I)I%] = - Vyhledavani

Priklad 5.10 Spoctéme podle definice derivaci funkce f(x) = e* pro x € R.

z+h _ x x(eh _ 1) eh -1
/ — € € — € _ li
A L

Posledni rovnost plyne z prikladu 4.44.

Zpét | Vpred

I
Y
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Priklad 5.11 Spocteme podle definice derivaci funkci sin a cos pro x € R.
Z véty o vlastnostech funkci sinus a kosinus vime, Ze

. .. sin(x+h)—sinz _ 2sin%cos 2l
(sinz) = lim = lim
h—0 h h—0 h
. 20+ h . 2sin %
= lim cos lim = cos Z.
h—0 2 hs0 h
2x

ProtoZe ze spojitosti funkce cos plyne, Ze }{im cos =cosz a a z prikla-
—0

i h h
du 4.33 vime, Ze lim Y 1, ddle lim — = 0 a funkce — # 0 dokonce pro
y—0 h—0 2 2

vsechna h riznd od nuly, jsou tedy splnény predpoklady vety o limite sloZené
funkce a plati:

. 2sin % . sin %
lim = lim —= =1
h—0 h h=0 2
Podobne pro funkci cos, z véty o vlastnostech funkci sinus a kosinus vime,
% h o 2z4h
;.. cos(zx+h)—cosx  —2sin%sin 2
(cosz)” = lim = lim
h—0 h h—0 h
. . 2x+h . 2sin % .
= lim —sin im = —sinz.
h—0 2 h=0 h
2x + h .
= sinz.

ProtoZe ze spojitosti funkce sin plyne, Ze }llirr%) sin
—

Priklad 5.12 Je-li n € N, spoctéme podle definice derivaci funkci x™ pro
z € R.
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o (x4 h)" —z™
(@) = Jim ——p—
2 +na"1h + (g)x”“th db LA (")h” — gi®

= lim n
h—0 h

= lim (na:"_l + (n) " 2h4+ ..+ <n) h"_1> =na" 1,
h—0 2 n

protoze pro h — 0 maji vSechny cleny, kromé pruniho, limitu 0.

Podle definice muzeme pocitat derivaci pouze pro jednoduché funkce.
Abychom mohli pocitat derivace efektivnéji, odvodime nékolik obecnych vét.

Véta 5.13 (O derivaci souctu, souéinu a podilu.) Necht ¢1,cq jsou dvé
konstanty a f,g necht jsou dvé funkce, které maji vlastni derivaci v bodé a.
Potom funkce c1 f + cag md v bodé a derivaci c1 f'(a) + cag’(a), funkce fg md
v bodé a derivaci f'(a)g(a) + f(a)g'(a) a je-li g(a) # 0, md funkce = v bodé
g
a derivaci , .
f'(a)g(a) — f(a)g'(a)

9%(a)
Diikaz. Zvolme h # 0 tak, aby funkce f, g byly definovany na intervalu [a —
h,a+h]. Navic v piipadé 3. tak, aby g(x) # 0 na intervalu [a—h, a+h|. Podle
predpokladu véty maji funkce f,g v bodé a vlastni derivaci a tedy f'(a) =
i £(@th) = fa) gla+h) —g(a)
im —————= = - -
h—0 h
funkee f, g spojité v bodé a, tedy }lbin%) fla+h) = f(a), }llin}) gla+ h) = g(a).

— —
Nyni vyjadiime derivaci souctu, soucinu a podilu pomoci vyse zminénych
limit.

, ¢'(a) = lim . Déle podle véty 5.7 jsou
h—0
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L (af +c29)'(a) = lim af(e+h) +egle+ ;f) — (a1f(a) + eag(a))

fla+h) - f(a) gla+h) —g(a)

+ o lim =c1f'(a) + c29'(a).

= C1 lim

h—0 h h—0 h
; . fla+h)g(a+h)— f(a)g(a)
2. (f9)'(a) = lim W
_ iy J@th)gla+h) — fla+h)g(a) + f(a+ h)g(a) — fla)g(a)
h—0 h
o Hat g+ ) = flat Rgla) |\ Flat Rg(a) ~ f(@)g(a)
h—0 h h—0 h
:}llii%f(a—i—h)lim 5(@ +h}z g()—i—g()th (L—I—hlz—f(a)
fla )9'( +g(a) f'(a).
AV fla+h) fla+h)g(a) — f(a)g(a +h)
s (5) 0=t i (s ~ ey ) =~ hm (@ga+ )k
— i (Lt Plte) = gt Sl O faglath )
h—0 h g(a)g(a+ h)
= ( (a) lim flath) = fla) f(a) lim glath) = g(a) ! lim
AR h h—0 h g(a) k=0 g(a + h)
_ (@)g(a) — f()g'(a) ERES
9%(a) '

o =
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Priklad 5.14 Podle vety o derivaci podilu a pomoct vysledku z prikladi 5.11,
5.12 spocteme:

o ! o o
sin x cosxcosx — sinx(—sinx 1
(tgx) = = 5 ( ) = ——5— pokud cosx # 0,
cos x Ccos? x Ccos? x
cosx\’ —sinxsinx —cosxcosz —1 .
(cotgz) = ( : ) = — = —5— pokud sinx # 0.
sin x sin® x sin” x

Pro x # 0 a celé ziporné n mdme

(") = (L>/ el ) WY

x—n x—Qn

Priklad 5.15 Jestlize umime zderivovat néekteré funkce, potom mizZeme pod-
le véty o derivaci souctu, soucinu a podilu zderivovat i vSechny funkce, které
dostaneme konecniym poctem scitani, odcitant, ndsobeni a délent téchto funk-
ci. Napriklad v ndsledujictho prikladu postupné pouzijeme vzorec pro derivaci
podilu, rozdilu a soucinu. Nakonec pouzijeme zdkladni vzorce odvozené v pri-
kladech 5.10 a 5.11.

(em sinx — cos:v)/ _ (e®sinxz —cosz)'x — (e”sinx — cosx)(x)’

i a2
(e sinx)'z — (cosz)'z — (e sinz — cosx)(z)’
2

x
_ xe®(sinz)’ 4 z(e”) sinx — (cosx)'x — (e sinz — cos x)(x)’
= —

ze®cos + ze®sinx 4+ wsinx — e¥sinz + cosw

= 5 proxz € R, x #0.
x
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Véta 5.16 (O derivaci inverzni funkce.) Necht zg je vnitini bod intervalu
I a f necht je spojitd funkce, kterd je v intervalu I bud rostouci nebo klesajict.
Ddle necht funkce =1, inverzni k funkci f, md v bod¢ yo = f(xo) vlastni

derivaci riznou od nuly. Potom md funkce f v bodé zo derivaci f'(xo) =
1

(f 1) (y0)
Diikaz. Je yo = f(x0) a tedy plati f~1(yo) = f~*(f(z0)) = xo. Obdobné

pro x # o, v € I je y = f(x) a tedy opét f~(y) = f~(f(x)) = x. Potom
mame

f@) = f(zo) _ Y= Yo P e )l D)
T — o 71 y) = o) Y=Y
_1. fH(f @) = f7(f (x0))
' f(x) = f(=o) '
Nyni wll)n; f(z) = f(z0), funkce f je bud rostouci nebo klesajici v intervalu

—1(p) _ £-1 ;
I, takie f(z) # o pro z # 70, z € T o lim W =F W0 _ ey WCold obrazovia
Y—Yo Y=Y

muzeme tedy pouzit vétu o limité slozené funkce a dostaneme, ze

i IZU@) =@ _ ey

2, = e

Celkem tedy mame n“

lim M —1: Im S (@) = 71 (f(x0)) _ 1 ' Vpfed
@0 T — X 20 f(x) = f(zo) (f=1) (o)

O Zavrit
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Priklad 5.17 Podle véty o derivaci inverzni funkce a pomoct vysledki z pri-
kladu 5.10, 5.11, 5.1/ spocteme:

1. Vintervalu x € (0,00) je Inz rostouct a spojitd funkce. K ni inverzni
je funkce ¥ a jeji derivace (e¥) = €Y je riznd od nuly pro Vy € R, piseme-li
x=¢Y jelnx =Ine¥ =y, muZeme tedy aplikovat vétu o derivaci inverzni

funkce
1 1 1
1 / = = — = —,
(In) (ev) e =z

2. Vintervalu x € (—1,1) je arcsinx rostouct a spojitd funkce. K ni inverz-

. . . T . Y )
ni je funkce siny na intervalu —515) ejet derivace (siny)’ = cosy je na
tomto intervalu Tiznd od nuly. Piseme-li x = siny, je arcsin x = arcsinsiny =
y, muzeme tedy aplikovat vétu o derivaci inverzni funkce

(arcsinzx) = LN L = !
(siny)’  cosy \/1—sin®y V1I—22
3. V intervalu © € (—1,1) je arccosx klesajici a spojitd funkce. K ni
inverzni je funkce cosy na intervalu (0,7) a jeji derivace (cosy) = —siny
je ma tomto intervalu ruznd od nuly. Piseme-li x = cosy, je arccosxz =
arccos cos y = y, muzeme tedy aplikovat vétu o derivaci inverzni funkce

1 1 1 1

/
arccos )’ = = =— — _ ;
{ ) (cosy)’ smy V/1—cos?y V1—2a?

4. V intervalu © € (—o0,00) je arctgx rostouci a spojitd funkce. K ni

T

— ) a jeji derivace (tgy) = je
2) jej (tgy) oy
na tomto intervalu riznd od nuly. Piseme-li x = tgy, je arctgx = arctgtgy =

. . . m
inverzni je funkce tgy na intervalu (—5,
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y, muzeme tedy aplikovat vétu o derivaci inverzni funkce
1 cos?y 1 1
arctgz) = —— =cos’y = = = .
(arctg z) (tgy)’ L — y+sin’y 1+tg?y 1422

5. V intervalu x € (—o0,00) je arccotgz klesajici a spojitd funkce. K ni

inverzni je funkce cotgy na intervalu (0,7) a jeji derivace (cotgy)’ = ——
sin” y
je ma tomto intervalu riznd od nuly. Piseme-li x = cotgy, je arccotgx =
arccotg cotgy = y, miuzeme tedy aplikovat vétu o derivaci inverzni funkce

1

(arccotg )’ = otgg) sin?y =

—sin?y - —1 =1
siny +cos2y 1+cotg’?y 1+a2

Véta 5.18 (O derivaci slozené funkce.) Necht funkce g md vlastni deri-
vaci v bodé xg. Ddle necht funkce f md vlastni derivaci v bodé yo = g(zp).
Potom md funkce f(g) v bodé zo derivaci f'(yo)g'(zo).

Diikaz. Definujme funkei a(h) = g(zo+h) —g(xo) (9(zo+h) = g(zo)+a(h)).
Podle predpokladu véty ma funkce g méa vlastni derivaci v bodé zq a je tedy
podle véty 5.7 v tomto bodé spojitd. To znamend, ze funkce a je spojita
v bodé nula. Potrebujeme spocitat limitu podilu

f(g(xo + 1)) — flg(xo)) _ flg(zo+h)) — flg(x0)) g(xo+ h) — g(xo)

h g(xo + h) — g(zo) h
~ flyo+a(h)) = f(yo) g(wo+h) — g(xo)
_ J o T 0 0 : 0 (5.1)

pro h — 0. Podle predpokladu véty ma funkce f vlastni derivaci v bodé
Yo, takze je podle véty 5.7 v tomto bodé spojita. Definujme funkei F' takto:

Celé obrazovka
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AL ks k}z = JW0) 1o k + 0 a predpisem F(0) = f/(zo) pro k = 0.

Takto definovand funkce je spojitd v bodé nula. (Protoze Ilin}) F(k) = f'(z0)
—

je podle véty o limité spojité funkce funkce F' spojitd v bodé nula.) Tedy
funkce F' a « jsou spojité v bodé nula, dale a(0) = g(zo + 0) — g(zo) = 0,
takze podle véty o spojitosti slozené funkce je v bodé nula spojita i funkce
F (). Potom podle véty o limité spojité funkce je

lim F(a(h)) = F(a(0)) = F(0) = (o)
Zkombinujeme-li to s rovnici (5.1) dostaneme

i 9@ 1)) — flg(@o))

h—0 h
— i (@0 +a(h) = fyo) g(zo+h) — g(xo)
= lim
h—0 a(h) h
_ @ . g(m0+h)_g(x0> Y /
= lim F(a(h)) lim 3 = f'(40)9' (zo)-
"
Poznamka 5.19 Jind moznost zdpisu turzeni pfedcho(ziz' vétydjedndsleduj{cz’:
» , z z dy
oznacime-li z = f(y) ay = g(x), potom z = f(g(z)) a e dy dz’

P¥iklad 5.20 Derivaci funkce (2% +x+1)'° miZeme nalézt tak, Ze ji umocni-
me a zderivujeme clen po clenu. Jednodussi je vsak postup podle véty o derivaci Zpét
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slozené funkce. PoloZime-li z = f(y) = y'° a y = g(z) = 2% + z + 1, potom
d d

o 104° @ & 2z + 1. Dohromady tedy

dy dx

¢ dz  dzdy

2 10
((:c t2+1) ) dr  dydx

=10y°(2z 4+ 1) = 10(z® + 2 + 1)°(2z + 1).

Poznamka 5.21 Veétu o derivaci sloZené funkce miZeme vyuzit i k vypo-
¢tu derivace funkce vicendsobné slozené. Je-li napriklad z = f(g(h(x))), pak
lze Kldst z = f(y), y = g(u) a u = h(z). Md-li nyni h(z) vlastni derivaci

B (z) = d_u v jistém bodé x a md-li g(u) vlastni derivaci g’ (u) = d_y v bodé
3 u

d dy d
w = h(x), je podle véty o derivaci sloZené funkce YW _ W g jesté
dx ddu dx
funkce f(y) v bodé y = g(u) = h(g(x)) vlastni derivaci d—z = f'(y), je pod-
Y
d dz d d dz dy d
le vety o derivaci slozené funkce 82 _ 82 celkem tedy ey
dr dydx dx

Vv

Piiklad 5.22 Spoctéme derivaci funkce vVe** + 1. Nejprve polozime z = VY,
y=e“+1 au=x> Postupnym derivovinim dostaneme

dz 11 dy w du
—_— === — =€, _ = 2%.
dy 2.\/y du dx
Potom podle predchozi pozndamky plati:
2
/ 11 *
( ezzH) _dz _dzdydu 11 ., 3
dv  dydudx 2./y e’ +1
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Véty a pravidla této kapitoly je tfeba ovladat zcela mechanicky jako na-

vvvvvv

FiY

Véta 5.23 (Zakladni vzorce.)
") =nz" ! >0, neER,

(
e (z") =na"l, (¢))=0 prozeR, neN,
o (™) =na" ! x#0, n celé zdporné
( ; porné,
e (a*) =d*lna, (%) =¢€¢* proa>0, xR,
1 1
o (log,z) = o (Inz) = ~ proa> 0, a#1, >0,
o (sinz) =cosz, (cosz) =—sinz proz €R,
- 2k + )7
o (tgz) = p—p prox € R, x # —a ke Z,
1
o (cotgz) = —az, Poc ER, z#km, keZ,
Cela obrazovka
| 1 Celé obrasovka
o (arcsinz) = ——, (arccosz) = ———= pro|z| <1, -
1
o (arctgz)’ = T2 (arccotg )’ = 13 Prowe R.
x i
Vyhledavani
Diukaz. Vétsinu derivaci jsme jiz spocitali v prikladech 5.9, 5.10, 5.11, 5.12,
5.14 a 5.17. Nyni spocteme jesté zbyvajici tTi: _“
/ 1 !
1. (az) _ (ez na)lzewlnal;;a:a:llna pI‘O(Z>0,.’EER. foed
2. (") = (e""*) ="M= = 3"~ =na""' proz>0,neR.

: T T Zavrit
3. Jellia,z €R,a>0, a#1, a+#e x>0, vime z véty o vlastnostech
Ukoncit
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!
logaritmii, ze log, x = E—Z. Potom (log, z)" = (E—i) = 21,‘1]1:10,' d
Priklad 5.24 Funkci f (:c)g(x) nelze derivovat jako mocninu, protoze mocmni-
tel meni konstantni, ani jako exponencidalni funkci, protoZe zdklad nent kon-
stantni. Nicméné v pripadée, Ze funkce f je kladnd v bodé x a existuji-li v tomto
bodé vlastni derivace f'(x), ¢'(x), lze ndsledujicim zpisobem pouZit vétu o de-
rivaci slozené funkce:

(f(x)g(x)), _ (eg(w) In f(x))' — I@D W@ (g(2)In f(z))

— f(x)e (g'<x> Inf(x) + g(x) %) .

Na zaver si tento postup ilustrujme na konkrétnim prikladu:

(.’Em)l _ (ewlnz)/ _ ez‘lnx (.CCIII:L')I — z® (ln:L‘—I— 1) pro x > 0.

Véta 5.25 (Leibniztv vzorec.) Maji-li funkce u, v v bodé x derivace do
n-tého radu, pak v tomto bodé plati:

()™ = ™y (?) W=D 4 <’;> W2y 4y <”) wo™
n

Tuto vétu lze snadno dokazat matematickou indukci z véty o derivaci
soucinu, takze dukaz ponechame jako cviceni.

Priklad 5.26 Leibniziv vzorec lze velmi efektivné vyuzit pri vypoctu derivaci
Tl SR o e IS 5 oy . . . . o
vyssich radu v pripadé, Ze od jisté derivace jsou vSechny derivace vyssiho radu
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jednoho z cinitelt rovny nule. Ilustrujme to na ndsledujicim prikladu.

n
1

Protoze derivace vyssiho nez proniho rddu funkce ax + b jsou rovny nule!

((az + b)e™)™ = (az + b)e® + ( )aez = (ax + b+ na)e”.

Priklad 5.27 Nechtn, k € N; a, b € R. Rozmyslete si, Ze pro x € R plati:
((az +b)")® =nn—1)...(n - k+ 1)a*(az + b)" ¥,

azx+b (k) _ k_az+b
(6 ) =a e c

3. Diferencial funkce
Definice 5.28 Rikdme, %e f(x) ma v bodé a diferencil, je-li mozno jeji
prirastek vyjadrit ve tvaru
Af(a,h) = f(a+h) — f(a) = Ah + r(h)h, (5.2)
kde A je konstanta a r je funkce spliujici podminku: }ILI_% r(h) = 0. Celd obrazovka
Zacatek

Véta 5.29 (Nutna a postacujici podminka existence diferencialu.) Strana 120
Funkce f(x) md v bodé a diferencidl tehdy a jen tehdy, md-li v bodé a vlastni
derivaci. Konstanta A v rovnici (5.2) je rovna hodnoté f'(a), cili

Af(a,h) = f(a+h)— f(a) = f'(a)h+ r(h)h.

Vyhledavani

Dikaz. Rovnice (5.2) znamend totéz, co rovnice:
0= o) a1

lim R C) = f'(a) — A = lim r(h) = 0. Zaviit

h—0 h h—0 <
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Tedy existuje-li diferencial, pak se musi rovnat derivaci a naopak. O

Definice 5.30 Vyrazu f'(a)h rikame diferencial funkce f v bod€ a. Znacime
ho df(a). V obecném pripadé piseme df(z) (nebo také dy).

f{c+h)-flc)

c c+h % Celé obrazovka

Zacatek

Obrézek 5.2: Pifristek a jeho chyba. Strana 121

Vyhledavani

Geometricky vyznam diferencidlu je nasledujici: Nahradime-li pii-
rustek Af(a,h) = f(a + h) — f(a) diferencidlem f’(a)h, znamend to, ze

misto piirastku na kiivce y = f(z) bereme jen piirustek na teéné y = » .
Zpét | Vpred

f(a) + f'(a)(x — a). Tim se dopoustime chyby, kterd je rovna funkei r(h)h.

Pfitom funkce r(h)h se pro mald a zmensujici se h blizi k nule rychleji nez Zaviit
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diferencidl (tedy pokud je rtzny od nuly). Tedy ¢im mensi bude h, tim mensi
relativni chyby se dopustime, nahradime-li Af diferencidlem df.

Priklad 5.31 Diferencidlu casto pouzivdime k pribliznému urceni chyby, kte-
ré se dopustime, pocitame-li hodnotu nejaké veliciny z jiné veliciny, kterd byla
zmerena s urcitou chybou. Namérime-li napr. Ze polomer koule je x = 4cm,

a vime-li, Ze chyba mérent je maximdlne h = 0, 1mm, pak mazimdlni chyba
2567
“——em® &~ 268cm® je priblizné ddna

diferencidlem V'(4) - 0,01 =4 -7 -4%-0,01 = 0,64 - mem? ~ 2cm?.

pri vypoctu objemu V(4) = %43 =

Celé obrazovka
Zacatek
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KAPITOLA 6

Obecné véty o spojitosti
a derivaci

1. Obecné véty o spojitych funkci

Cela obrazovka
Nejprve si uvedeme nékolik ndzornych vét o vlastnostech spojitych funkei na

uzavrenych intervalech. Zacatek
Véta 6.1 (O omezenosti spojité funkce.) Funkce spojitd v uzavieném Strana 123
intervalu je v tomto intervalu omezend. Vs e

Diikaz. Necht funkee f je spojitd v [a, b]. Protoze funkce f je spojitd zprava
v bodé a, existuje 6 (b—a > 0 > 0) tak, Ze nerovnost f(a)—1 < f(z) < f(a)+1
plati pro z € [a,a+9). Tedy funkce f je v tomto intervalu omezend. Ozna¢me Zpst
mnozinu

Vpred

) . Zavrit
M = {z € [a,b]; f je omezena v intervalu [a, z)}.
Ukoncit
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Tato mnozina je neprazdna a shora omezena, tedy podle véty o supremu
existuje ¢ = sup M. Nyni sporem dokézeme, ze ¢ = b.

Predpokladejme, Ze ¢ < b, potom ¢ € (a,b) a podle predpokladu véty je
funkce v tomto bodé spojita, existuje §; (min{b — ¢,c — a} > §; > 0) tak, ze
nerovnost f(c) —1 < f(z) < f(c) + 1 plati pro z € (¢ — d1,¢+ 01) (91 jsme
volili tak, aby (¢ — d1,¢ + d1) C [a,b]). Tedy funkee f je v tomto intervalu
omezend, takze je omezend i v intervalu [a, c + 1), cozZ je ve sporu s tim, ze
¢ =sup M < b. Plati tedy, ze b = sup M a funkce f je omezena v intervalu
[a,b).

Zbyva vysetrit bod b, ale v tomto bodé je funkce f spojita zleva, existuje
tedy d2 (b —a > d2 > 0) tak, Ze nerovnost f(b) — 1 < f(z) < f(b) + 1 plati
pro z € (b— d3,b]. Tedy funkce f je v tomto intervalu omezend. Celkem jsme
dokézali, ze funkce f je omezend v intervalech [a,b) a (b — d2,b], takze je
omezend i v intervalu [a, b]. O

Poznamka 6.2 Pro neuzavrené intervaly predchozi véta neplati. Napr. funk-

1 P . .
ce — je spojitd v intervalu (0, 1], ale zrejmé v ném nend shora omezend.
T

Véta 6.3 (O nabyvani minima a maxima.) Necht funkce f je spojitd
v intervalu [a,b]. Potom existuji v intervalu [a,b] body 1, x2 tak, Ze

fa) = swp f(@) fle) = inf f(z).

z€a,b]

Tedy funkce f nabjyvd v bodé x1 svého mazxima a v bodé xo svého minima.
Nebo-li pro vSechna x € [a,b] plati: f(z2) < f(z) < f(z1).

Dikaz. Funkce f spojitd v [a,b] je v tomto intervalu podle predchozi véty

Celé obrazovka
Zacatek
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omezend. Podle véty o supremu existuje ¢islo G = sup,c(, ) f(2) tak, Ze
f(z) < G. Chceme najit z; € [a,b] tak, aby f(z1) = G.

Predpoklddejme, Ze takové z; neexistuje, plati tedy f(z) < G pro vSechna
x € [a,b] a z toho odvodime spor. Podle véty o spojitosti rozdilu a podilu

1
jsou funkce G — f(z) a G——f(w) spojité v intervalu [a, b]. Podle ptredchozi
véty je funkce G—f() omezena a navic kladna. Existuje tedy c¢islo K tak,
— f(=
ze
L K tedy G-f@)>—~ neboli f(z)<G——
G- f(z) Y K K

pro v8echna z € [a,b]. Takze ¢islo G — i je mensi horni zavora nez G, coz
je spor s predpokladem, ze G je nejmensi horn{ zdvora (supremum). Existuje
tedy z1 € [a,b] tak, Ze f(z1) = G.

Zbyva dokazat, ze funkce f nabyva i svého minima. Podle véty o spojitosti
rozdilu je funkce —f(x) spojitd v [a,b] a tedy existuje zo € [a,b] tak, zZe
—f(z2) = sup —f(x). Dile zfejmé plati

z€la,b]
inf f(z)=— sup —f(=),
2€[a,] vela]
takze celkem mame f(x3) = — sup —f(z) = inf f(z). O
z€la,b] z€la,b]

Poznamka 6.4 Funkce muze nabgyvat svého minima a mazima i ve vice
bodech. Napriklad funkce y = sinxz nabyvd v intervalu [—27, 27| mazimdlni

hodnoty v bodech _Tﬂ- a g, minimdlni hodnoty v bodech _TW a ;

Celé obrazovka
Zacatek
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Véta 6.5 (O nabyvani hodnot.) Necht funkce f je spojitd v intervalu
[a,b]. Potom funkce f nabyvd v intervalu (a,b) vSech hodnot leZicich mezi
Cisly i := inf f(z) a s := sup f(z). (Tedy je-li d libovolné cislo leZici
xe[avb] we[a,b]
mezi cisly © a s, potom existuje alespon jedno cislo ¢ tak, Ze a < ¢ < b
0 f(e) = d.)
Dikaz. Necht pro ¢&islo d plati inf f(z) < d < sup f(z). (Je-li d = ¢
z€[a,b] z€[a,b]
nebo d = s, pak véta zfejmé plati.) Podle véty o nabyvani minima a maxima
existuji ¢isla a1, x5 tak, ze f(x1) = sup f(z) a f(zz) = inf f(x).
z€[a,b] z€[a,b]
Je-li x1 < x5, oznacme mnozinu

M = {xz € [z1,x2]; f(x) < d}.

Mnozina M je neprézdné (obsahuje bod z2) a zdola omezend, tedy podle véty
o infimu existuje bod ¢ = inf M. (¢ # z1, protoze jinak by platilo |f(z1) —
f@) = f@) | flar)—d

f(z)| > 5 > 5 pro z € (x1,z1 + d), coz je ve sporu se

spojitosti zprava v bodé x;1.) V bodé ¢ je funkce f spojitd, takze pro vSechna
€ > 0 existuje  (min{zy —¢,c—x1} > 0 > 0) tak, Ze nerovnost
fl@)—e< fle)< f(z) +e plati pro xz € (c—d,c+9). (6
Nyni mohou nastat dvé varianty bud = € M, pak je f(z) < d a podle (6.1)
jei f(c) <d+e,nebo x ¢ M, pak je f(z) > d a podle (6.1) jeid—e < f(c).
Dostaneme tedy nerovnost | f(c) —d| < € pro libovolné € > 0, takze f(c) = d.
Je-li x5 < 21, oznacme mnozinu

N = {z € [x2,21]; f(z) < d}.

Celé obrazovka
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Mnozina N je neprazdnd (obsahuje bod z3) a shora omezend, tedy podle
véty o supremu existuje bod ¢ = sup N. (¢ # x1, protoze jinak by platilo

f(z1) = f(z) f(z1) —d

Fa) — o)) > DI S T E g 4 € (01— 6,m), cof je ve

sporu se spojitosti zleva v bodé zs.) V bodé ¢ je funkce f spojitd, takze pro
v8echna € > 0 existuje 0 (min{zs — ¢,c — 21} > § > 0) tak, Ze nerovnost

flz)—e< flc) < f(z) +¢ plati pro z € (c—0,c+9). (6.2)

Nyni mohou nastat dvé varianty bud = € N, pak je f(z) < d a podle (6.2) je
i f(c) <d+e, neboxz ¢ M, pak je f(z) > d a podle (6.2) jeid—e < f(c).
Dostaneme tedy nerovnost |f(c) — d| < e pro libovolné ¢ > 0, takze opét
fle) =d. O

Poznamka 6.6 Predchozi véta opét neplati v pripadé, Ze funkce neni spojitd
- viz. napriklad funkce f(x) = sgn .

Snadnym dusledkem véty o nabyvani hodnot je nasledujici véta.

Véta 6.7 Necht je funkce f spojitd v intervalu J. Potom funkce f
zobrazuje interval J bud na jednobodovou mnozinu nebo na inter-
val.

Poznamka 6.8 Necht funkce f je spojita v intervalu J. Je-li J = [a,b] uza-
vreny interval, je mnozZina N opét uzavreny interval nebo jednobodovd mmno-
zina. Nebot podle vety o omezenosti spojité funkce je mnozZina N omezend
a podle véty o nabyvdni minima a mazima patri krajni body intervalu N (tedy

pokud N je interval a ne jednobodovd mnozina), tj. éisla sup N = sup f(x),
z€[a,b]

Celé obrazovka
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inf N = ir[lfb] f(z) k intervalu N. V ostatnich pripadech nemusi druh inter-
z€|la,

valu zistat zachovdn. Napriklad funkce 2% zobrazuje otevieny interval (—1,1)
na polouzavieny interval [0, 1).

2. Véty o stredni hodnoté

Definice 6.9 Necht f je funkce a xq ¢islo. Rikdme, Ze funkce f je rostouci
v bodé xg, jestlize existuje cislo & > 0 takové, Ze pro xo < x < xg + 0 je
f(x) > f(x0) aproxe—6 < x < x0 je f(x) < f(wo). Rikdme, Ze funkce f je
klesajici v bode xg, jestlize existuje cislo d > 0 takové, Ze pro xg < x < xg+46
je f(x) < f(xo) a proxzg — 6 < x < xzo je f(z) > f(zo).

Véta 6.10 (Vyznam znaménka prvni derivace.) Je-li f'(zg) > 0, potom
je funkce f rostouct v bodé xg. Je-li f'(xo) < 0, potom je funkce f klesajici
v bodé xg.

Dukaz. V pripadé prvniho tvrzeni mame

f(x) — f(zo)

Celé obrazovka

li . s
wggo T — T >0 Zacatek
Tedy existuje § > 0 tak, ze pro 0 < |z — zg| < J je Strana 128
f(x) = f(zo) Vet

>0,
xr — X

takze cCitatel ma totéz znaménko jako jmenovatel. Pro xg < x < xg + 6 je

jmenovatel kladny, tedy i Gitatel je kladng, takie f(z) > f(zo). Pro zo— & <

x < xg je jmenovatel zdporny, tedy i Citatel je zaporny, takze f(x) < f(zo). »

% O 2 q 2 2 Zavrit

Podobné mtuzeme dokazat i druhé tvrzeni. O
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K ditkazu véty o stredni hodnoté budeme potfebovat nasledujici nazornou
vétu
Véta 6.11 (Rolleova.) Necht funkce f md tyto vlastnosti:

o Funkce f(x) je spojitd v intervalu [a,b],

FiY

o funkce f(x) md derivaci (viastni nebo nevlastni) v kazdém bodé otevre-
ného intervalu (a,b),

. f(a)=f(b) =0.

Potom ezistuje ¢islo ¢ € (a,b) tak, Ze f'(c) = 0.

¥
f(c)
F(c)=0
Cela obrazovka
(%)
I
Vyhledavani
Obrézek 6.1: Interpretace Rolleovy véty. _“

Dikaz. Mohou nastat tfi piipady: Bud existuje alespon jeden bod x; € (a,b) Zpet | Vpred
tak, ze f(z1) > 0, nebo existuje alespon jeden bod x2 € (a,b) tak, ze f(z2) <

0, nebo plati f(x) = 0 v kazdém bodé intervalu (a,b). V poslednim pripadé

Zavrit
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neni jiz co dokazovat. Podivejme se podrobné na prvni pripad. Podle véty
o nabyvani maxima existuje cislo ¢, kde funkce f nabyva svého maxima. Déale
plati a < ¢ < b, protoze podle predpokladu je f(a) = f(b) = 0 a f(c) > 0.
Podle véty o vyznamu znaménka prvni derivace nemuze byt derivace funkce
f v bodé c kladna, protoze pak by funkce f byla rostouci, nemuze byt ani
zapornd, protoze pak by funkce f byla klesajici — oboji je ve sporu s tim, ze
v bodé ¢ nabyva funkce f svého maxima. Vzhledem k tomu, ze v tomto bodé
existuje dle pfedpokladi derivace, plati f/(c) = 0. Podobnou tivahou mtizeme
dokézat i druhy piipad (tam by se jednalo o minimum). O
Snadnym zobecnénim Rolleovy véty je nasledujici véta, v niz je vynechan
pozadavek f(a) = f(b) =0
Véta 6.12 (O stfedni hodnot8&.) Funkce f necht je spojitd v intervalu [a, b]
a md derivaci (vlastni nebo nevlastni) v kazZdém bodé otevreného intervalu
(a,b). Potom existuje v intervalu (a,b) ¢islo c tak, Ze

b—a
Dikaz. Definujme funkci g predpisem
9(@) = f(@) = f(a) = T— (F(b) = f())-

Funkee g je spojitd v intervalu [a, b] a m4 derivaci

g(@) = fa) - 1O

A konecné g(a) = g(b) = 0. Funkce g spliiuje predpoklady Rolleovy véty,
R I
b—a

—a

Vz € (a,b).

existuje tedy ¢islo ¢ € (a,b) tak, ze 0 = ¢'(c) = f'(c) —

Celé obrazovka
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FiY

Obréazek 6.2: Interpretace véty o stfedni hodnoté.

Vétu o stredni hodnoté Ize jesté dale zobecnit.

Véta 6.13 (Zobecnéna véta o stfedni hodnoté.) Necht funkce f, g maji
tyto vlastnosti: Cel4 obrazovka

o Funkce f(x), g(x) jsou spojité v intervalu [a, b], —

o v kaZdém bodé otevreného intervalu (a,b) existuje derivace f'(x) (vlastni
nebo nevlastni) a vlastni derivace g'(z),

o v kaZdém bodé x intervalu (a,b) je g'(x) # 0. Vil

£0) = f(a) _ 1)

Potom existuje v intervalu (a,b) bod c tak, Ze ( =

Strana 131
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=
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Diuakaz. Definujme funkci F' predpisem

F(z) = (f(z) = f(a))(9(b) — g(a)) = (9(z) = g(a))(f(b) — f(a)).

Zavrit
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Funkce F(z) je zfejmé spojitd v intervalu [a, b]. Déle ma tato funkce vlastni
nebo nevlastni derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b).

Fl(z) = f'(z)(9(0) — g(a)) — ¢'(2)(f(b) — f(a))-

A konecné F(a) = F(b) = 0. Funkce F(z) spliiuje pfedpoklady Rolleovy véty
a tedy existuje v intervalu (a, b) éislo ¢ tak, ze

0= F'(c) = f(c)(9(b) — g(a)) — g'(c)(f(b) — f(a)). (6.3)

Dale podle véty o stiedni hodnoté existuje &islo ¢; € (a,b) tak, Ze ¢'(c1) =

M. Podle predpokladu je ¢g’(c1) # 0 a tedy i g(b) — g(a) # 0. Proto

—a

muzeme rovnici (6.3) vydélit jak ¢'(z) tak i vyrazem ¢(b) — g(a) a dostaneme

tvrzeni véty. O

3. I’'Hospitalovo pravidlo

ol o

JE

Jednou z aplikaci vét o stredni hodnoté je vysettovani limit typu — a

Véta 6.14 (I’Hospitalovo pravidlo.) Necht lim f(z) = lim g(z) = 0 nebo
!

g'(z)
f@) _ . f'@

lim |g(x)| = 4+00. Potom plati: existuje-li lim

f(@) .
a plati lim ——= = lim
(x) 9(z) 9'(x)
kterykoliv z téchto péti vyznamd: lim, lim , lim , lim , lim
r—Cc g—ct x—c— T—00 T——00

(vlastni nebo nevlastni),

ezistuje 7 lim . Pritom mizZe mit symbol lim

Diitkaz. Dokdzeme tuto vétu pouze pro pripad lim f(x) = lim g(z) = 0.
r—ct r—ct

Celé obrazovka
Zacatek
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Ostatni pripady lze dokazat obdobné. Nejprve doplnme, poptipadé pozmén-
me definici funkei f, g v bodé ¢ tak, Ze polozime f(c¢) = g(¢) = 0 (to muzeme
provést, protoze limity nezdvisi na hodnotach funkei f, g v bodé ¢). Potom
existuje 6 > 0 tak, ze pro ¢ < x < ¢+ 4 plati

o 7z existence limit lim f(z) =0a lim g(x) = 0 plyne, Ze funkce f a g
z—ct z—ct
jsou spojité zprava v bodé c,
! !
e 7 existence lim (@) (@)

r—ct g’(a:) gl(x)
smysl — existuji tedy vlastni derivace f'(z), ¢’(x) a navic je g'(z) # 0.

plyne, Ze v intervalu (c,c + §) méd podil

Mame tedy splnény predpoklady zobecnéné véty o prirustku funkce a existuje
tedy bod d tak, ze

fl@) _ f@) = flo) _ f'(d)

= ) c<d<uw.
g(x)  g(x) —glc) g'(d)
A limitnim prechodem dostaneme tvrzeni véty
_ / /

i@ @ f@) o fE)

a—ct g(x)  aoet g(x) —g(c)  a—et ¢/(d)  aoct ¢'(T)
O

o s . sinz . P .
Priklad 6.15 Spoctéme lim ——. Nejprve mdme lim sinz = 0 a lim x = 0.

z—0 X COS T z—0 z—0
Ddle (sinz)’ = cosz, 2’ = 1 a lim = lim cosz = 1. Predpoklady
z—0 1 z—0

l’Hospitalova pravidla jsou tedy splneny a mdme

. . p
. sinzx . sin x .

lim = lim ( ) = lim cosxz = 1.

z—0 T z—0 x/ z—0

Celé obrazovka
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Priklad 6.16 Jestlize po prvni aplikaci [’Hospitalova pravidla dostaneme

00
opét limitu typu 0 nebo —, je treba tento postup opakovat. Ukazme si to
00

. 1—cosx
na prikladu: lim 5
x—0 €T

a lim 2% = 0. Ddle (1 — cosz)’ = sinz, (z2) = 2z a protoZe lim sinz = 0
z—0 z—0

. Nejprve overime predpoklady: lir% (I1—cosz)=0
r—

0
a liI% 2¢ = 0 dostali jsme opét limitu typu 0 a muzeme tedy opet zkusit
r—>

aplikovat [’Hospitalovo pravidlo. Ale z prikladu 6.15 vime, Ze lin%) 512nx =
T—r X
1 i 1
5 lin%) e 3 Takze limita podilu derivaci existuje a tim mdme splnény
aB=y X
vsechny predpoklady [’Hospitalova pravidla. Plati tedy
. 1—cosz . (1 —cosz) . sinz 1. sinz
lim ————— = lim ————= = lim =1l
=0 2 =0  (x2) z—0 2x 2250 2
1. (sinz) 1., 1
=9l g TRty
2a sy g COS T g o2 .
Priklad 6.17 Spoctéeme lim W Nejprve overime predpoklady [’Hos-
2
pitalova pravidla: lim cosz =0 a lim (l‘ = E) = 0. Ddle (cosz) = —sinz

2 ! o
a <(ac— 72_r> ) =2 (x— g) Pokud jde o limitu gEILm% Q(xs—flg) - je-li x

blizko hodnoty ;—r, je citatel blizko hodnoty —1 a jmenovatel je blizko nuly,

a to kladny pro x > g, zdporny pro x < g Tedy podobne jako v prikladu 4.40
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dostaneme

. . —sinx
lim ——— = a lim ——— = —o0.
x—>%+ 2(33 = 5)

A podle I’Hospitalova pravidla mdme také

CcosST —sinx

e Sy s Rl B )l
i cosx I —sinx
S-S e-p s
Limity zleva a zprava jsou ruzné a tedy limity
¥ cos T i —sinw il
EI_I)II% m a wl_I)I’l% 2(1_—_%) neexistugi.

0 oo
Na limity typu = lze prevést i nékteré dalsi priklady:
00
Priklad 6.18 Spoctéme lim+ z¥Inx pro a > 0. Nejprve prevedeme soucin
z—0

—00

na podil typy —— a pokud prislusnd limita existuje, muzeme aplikovat Hospi-
00

talovo pravidlo:

1
@

lim 2%°Inz = lim — = lim = lim

z—0+ z—0+ —ox—e—1

ProtoZe posledni limita existuje, jsou splnény predpoklady |’Hospitalova pra-
vidla a vsechna vyse napsand rovnitka jsou napsdna oprdvnéné.
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1
Priklad 6.19 Spoctéme lim (— —
z—0

- ) . Nejprve prevedeme rozdil na spo-
x sinz

0
lecného jmenovatele (tedy na limitu typu 6) a zkusime aplikovat [’Hospita-

lovo pravidlo:

. 1 1 . sinx —2x . (sinz —z) . cosx — 1
lim [ — — — = lim —— = lim - — = lim —
=0\ x sinz z—0 xsinx =0 (xsinz) z—0 Sin T + x cos x

0
to je vijraz typu 0’ takze zkusime znovu aplikovat |’Hospitalovo pravidlo:

: (cosx — 1) . —sinz 0
=lm ————=lim———— = - =0.
=0 (sinx + xcosx) 1-02cosx —xsinx 2
ProtoZe posledni limita existuje, jsou splneny vsechny predpoklady [’Hospita-
lova pravidla a vSechna viyse napsand rovnitka jsou napsdina oprdvnéeneé.
Také lim f(z)Y (#) 1ze upravit tak, abychom mohli vyuzit I'Hospitalovo pra-
r—>C
vidlo. Predevsim predpoklddejme, ze f(x) > 0 v okoli bodu c¢. Potom
Tam f(x)g(w) — lim 9@ In f(@) — Jlimse(g(2) In f(2))
== r—c

Zde jsme vyuzili vztahu z = e™® a také spojitosti exponencialni funkce.

Tlustrujme si tento postup na nésledujicim prikladu.
Priklad 6.20 Spoctéme lim x*. Pro x > 0 plati:

z—0t
lim z% = lim e:clnx _ ehmw—>0+ (zlnzx) _ 60 -1
z—0+t z—0+

Vyuzili jsme vysledek z prikladu 6.18 — pro oo =1 je lim (zlnz) = 0.

z—0t
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4. Funkce monoténni, konvexni a konkavni

V této casti budeme studovat vyznam znaménka prvni a druhé derivace pro
pribéh funkce. Zacneme vyznamem znaménka prvni derivace.

Véta 6.21 Necht funkce f je spojitd v intervalu I a necht md derivaci v kaz-
dém vnitrnim bodé intervalu I. Jestlize v kazdém wvnitrnim bodée intervalu I
plati:

> 0, potom je funkce f rostouci v I.

)

x) > 0, potom je funkce f neklesajici v I.
)
)

Diikaz. Necht a, b € I, a < b. Podle véty o stredni hodnoté existuje ¢islo ¢
(a < ¢ < b) tak, Ze plati

f(b) - f(a/) = f/(C) (b — a). Cela obrazovka
Potom naptiklad pro prvni tvrzeni méme f(b) — f(a) > 0 pro Va,b € T Zacatek
a funkce f je tedy rostouci. Obdobné muzeme dokazat i ostatni tvrzeni. [J Strana 137

Nyni jiz zndme vyznam znaménka prvni derivace pro prubéh funkce a mu-
zeme se podivat na druhou derivaci.
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Definice 6.22 Necht primka p je dana rovnici y = yo + k(x — xg). Jestlize
souradnice bodu P = [z,y]| spliuji nerovnost y > yo + k(z — xg), Tikdme, Ze
bod P = [x,y] lezi nad pfimkou p. Spliuji-li nerovnost y < yo + k(z —zg),
rikdme, Ze bod P = [x,y] lezi pod pfimkou p.
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Definice 6.23 Necht f je funkce, definovand v intervalu I, kterd md tuto
vlastnost: jsou-li x1, xa, x3 libovolnd tri cisla z intervalu I splniujici nerovnost
1 < mo < x3, lezi bod Py = [xa, f(x2)] bud pod primkou, spojujici body
Py = [z1, f(21)] a Ps = [z3, f(x3)], nebo na ni. Potom rikdme, Ze funkce f
je konvexni v intervalu 1. Jestlize v této definici nahradime slovo ,pod*
slovem ,nad®, obdrzime definici funkce konkavni v 1.

Definice 6.24 Necht f je funkce, definovand v intervalu I, kterd md tuto
vlastnost: jsou-li x1, T2, x3 libovolnd tri cisla z intervalu I splnujici nerovnost
1 < Ta < x3, leZi bod Py = [x2, f(x2)] pod primkou, spojujici body Py =
[z1, f(z1)] a Ps = [x3, f(x3)]. Potom 7ikdme, Ze funkce f je ryze konvexni
v intervalu 1. Jestlize v této definici nahradime slovo ,,pod* slovem ,nad*,
obdrzime definici funkce ryze konkavni v I.

Poznamka 6.25 KaZdd funkce ryze konvexni (konkdvni) v I je konvezni
(konkduni) v I, ale ne naopak.

Poznamka 6.26 Primka spojujici body P, a P3 z predchozich definic mad

rovnict
_S@) = @) oy ).
Trs — 1

Funkce f je tedy konvexni v intervalu I tehdy a jen tehdy, jestlize pro kaZdou
trojici cisel x1, xo, T3 z intervalu I splnujici nerovnost x1 < xo < x3, plati

nerovnost
flaz) < LI () fa),
I3 — T

nebo-li  f(z2)(xs —x1) < f(3)(w2 — x1) + f(21) (23 — T2). (6.4)
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Podobné pro funkce konkdvni dostaneme
f(x2) (w3 — x1) 2 f(x3) (w2 — 21) + f(21)(23 — 22) (6.5)

Pro funkce ryze konvexni (konkdvnt) bychom pouze neostré nerovnosti nahra-
dili ostrymi nerovnostmi. Vidime, Ze nerovnost (6.4) dostaneme z nerovnosti
(6.5) pouze obrdacenim znaménka nerovnosti. Z toho plyne, Ze funkce f
je konvexni (ryze konvexni) v intervalu I tehdy a jen tehdy, je-li
funkce —f konkavni (ryze konkavni) v I.

@

funkce -f je konkavni

Celd obrazovka
Zacatek
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; ; _ faft, o
- - , y =~ x-alf(a)
funkee f je konvexni

Obréazek 6.3: Upozornéme, ze k tomu, aby byla funkce f na intervalu I kon- Zpét | Vpted

vexni musi tsecka y lezet nad funkci f pro Va, b € I splnujici a < b.
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Véta 6.27 Necht funkce f je spojita v intervalu I a necht md druhou derivaci
v kaZdém vnitrnim bodé intervalu I. Potom funkce f je v intervalu I

o konvexni, pravé kdyz f"(x) > 0 v kazdém vnitrnim bodé intervalu I.
o ryze konvexnt, prdvé kdyz f"(x) > 0 v kaZdém vnitrnim bodé int. I.
o konkduvni, prdveé kdyz f"(x) < 0 v kaZdém vnitinim bodé intervalu I.
o ryze konkduni, pravé kdyz "' (z) < 0 v kaZdém vnitrnim bodé int. I.

Dukaz. Tvrzeni véty dokdzeme pouze pro konvexni funkce. Pro ryze kon-
vexni funkce by to byla pouze jednoduchd modifikace dikazu pro konvexni
funkce a pro konkavni a ryze konkdvni funkce tvrzeni plati na zdkladé po-
znamky 6.26. Necht ;1 < x2 < x3 jsou tfi body z intervalu I. Podle véty
o stredni hodnoté existuji ¢isla c a d tak, ze x1 < c < zy < d < x3 a

f(l'3) f($2) _ fl(d) f’(C) _ f(.'132) f(xl) .

L3 — T2 T2 — X1
Je-li f(x) > 0, je funkce f’ neklesajici a tedy

f(x3) — f(2) - f(x2) — f(z1)

Tr3 — ITo — To — T

(f(x3) — flx2)) (w2 — 21) 2 (f(22) — f(21)) (25 — @2).
A posledni nerovnost odpovidd nerovnosti (6.4), tedy funkece f je v intervalu
I konvexni. Tim jsme dokazali jednu implikaci.

K diukazu druhé implikace predpokladejme existenci cisla zo € I tak, ze
f"(z2) < 0. Dale existuje d > 0 tak, Ze jednak f”(z) < 0 pro z € (3 — 0,2+
d) a jednak (zo — d,29 + ) C I. Zvolime-li nyni 21 = 25 — 0 a x3 = x5 + 4,
dosli bychom stejnym zpusobem jako v prvni ¢asti dikazu, ze funkce f je

nebo-li
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v intervalu (z3 — d, 22 + 9) ryze konkdvni a tedy nemuze byt v intervalu I
konvexni. O

Nyni jesté vysetiime, co se da usoudit o prubéhu funkce ze znaménka
druhé derivace v zadaném bodé xg.

Definice 6.28 Necht existuje derivace f'(xg) v bodé xq. Existuje-li ¢islo 6 >
0 tak, Ze pro 0 < |z — xo| < § leZi bod [z, f(z)] nad tecnou
y = f(zo) + f'(z0)(x — o), (6.6)

rikame, Ze funkce f je ryze konvexni v bodé xg. Existuje-li ¢islo 6 > 0 tak,
Ze pro 0 < |z — zo| < & lezi bod [z, f(x)] pod tecnou (6.6), Tikdme, Ze funkce
f je ryze konkavni v bodé x.

e
=

¥ = F{a)(x-a) +(a)

Obrazek 6.4: Funkce f je v bodé a ryze konvexni, zatimco funkce — f je v bodé
a ryze konkavni.
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Véta 6.29 (Vyznam znaménka druhé derivace.) Je-li f'(z9) > 0, je
funkce f v bodé xy ryze konvexni. Je-li f"(x) <0, je funkce f v bodé xo Tyze
konkduni.
Dikaz. Je-li f”(xg) > 0, potom je funkce f/(z) rostouci v bodé xy. To
znamend, ze existuje § > 0 tak, ze pro g — 0 < ¢ < zg je f'(¢) < f'(xo) a pro
2o < c<xo+0je fl(xg) < fc). Je-li x € (g — 6, x0) U (z0,x0 + 0) existuje
podle vety o stredni hodnoteé ¢islo ¢ lezici mezi xg, = tak, ze

f(@) = f(wo) = f'(c)(x — 20). (6.7)
Je-li nynf 2o < x < 29 + 9, je i 9 < ¢ < x9 + 0, potom plati z — zg > 0
a f'(xzo) < f'(c). Posledni nerovnost vyndsobime kladnym éislem (2 — )
a dostaneme f’(c)(z — zo) > f'(zo)(x — x0).
Je-li naopak o — J < & < xg, je i g — § < ¢ < xg, potom plati z —xg < 0
a f'(xz9) > f'(c). Posledni nerovnost vyndsobime zdpornym ¢islem (z — )
a dostaneme opét f'(c)(x — xo) > f'(x0)(x — zo). Dosazenim této nerovnosti
do rovnosti (6.7) dostaneme

y = f(z) = f'(c)(z — o) + f(@o) > f'(w0)(z — o) + f (o).

Tim je dokazano, ze funkce f v bodé x( ryze konvexni. Druhou ¢ast véty bud
dokézeme podobné jako prvni ¢ast nebo uzijeme prvni ¢ast na funkci —f. [J

5. Lokalni a absolutni extrémy

Definice 6.30 Necht je dano cislo ¢ a funkce f, definovand v intervalu M
obsahujicim bod c. Jestlize f(x) < f(c) pro vdechna x z daného intervalu M,
rikdame, Ze funkce f md v bodé ¢ absolutni (globalni) maximum na M.
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Definice 6.31 Necht je ddno cislo ¢ a funkce f, definovand v jistém intervalu
(a,b) obsahujicim bod c. Existuje-li § > 0 tak, Ze Yx € (c — d§,c + 0) je
f@) < f(e), Tikime, Ze funkce f md v bodé ¢ lokalni maximum. Lze-li
zvolit § > 0 tak, ZeVx € (c—3d,c)U(c,c+0) je f(z) < f(c), Tikdme, Ze funkce
f md v bodé c ostré lokalni maximum.

Definice 6.32 Necht je ddno cislo ¢ a funkce f, definovand v intervalu M
obsahujicim bod c. Jestlize f(x) > f(c) pro vSechna x z daného intervalu M,
rikdame, Ze funkce f md v bodé ¢ absolutni (globalni) minimum na M.

Definice 6.33 Necht je ddno cislo ¢ a funkce f, definovand v jistém intervalu
(a,b) obsahujicim bod c. Existuje-li 6 > 0 tak, Ze Yx € (¢ — d,c + J) je
f@) > f(e), rikame, Ze funkce f md v bodé c¢ lokalni minimum. Lze-li
zvolit § > 0 tak, ZeVx € (c—3d,c)U(c,c+0) je f(z) > f(c), Tikdme, Ze funkce
f md v bodé c ostré lokalni minimum.

Véta 6.34 (Hledani absolutnich extrému.) Necht funkce f je definovina
v intervalu I. Md-li funkce f v bodé ¢ € I absolutni maximum na I, potom
je bod ¢ bud krajnim bodem intervalu I mebo md funkce f v bode c lokdlni
mazimum. Obdobné ma-li funkce f v bodé d € I absolutni minimum na I,
potom je bod d bud krajnim bodem intervalu I nebo md funkce f v bodé d
lokdln? minimum.
Dikaz. Neni-li bod ¢ krajnim bodem intervalu I, existuje 6 > 0 tak, Ze
(¢ —d,c+9) C I apodle predpokladu je f(x) < f(c) pro Vz € (¢ — d,c+ 9).
Tedy funkce f ma v bodé ¢ lokdlni maximum. Podobné pro minimum. [
Vyznam lokalnich extrému pro ziskani predstavy o pribéhu funkci je jas-
ny. Navod jak nalézt lokdlni extrémy popiseme v nasledujicich dvou vétach.

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 143

Vyhledavani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

Véta 6.35 (Nutna podminka existence lokalniho extrému.) Ezistuje-
Ui f'(zo) # 0, nemd funkce f v bodé xq lokdlni extrém.

Dikaz. Je-li f/(xg) # 0, tedy bud f'(z¢) > 0 nebo f/(zg) < 0, potom je
funkce f v bodé xy bud rostouci nebo klesajici a nemuze mit v bodé xg ani
lokalni maximum ani lokalni minimum. (]

Poznamka 6.36 Funkce fi(z) = 22 a fo(z) = 2% maji v bodé 0 derivaci
rovnou nule, ale zatimco funkce fi md v bode O ostré lokdlni minimum, funk-
ce fa memd v bodé 0 lokdlni extrém (je v tomto bodé rostouct). Ddle funkce
fa(x) = |z| a fa(x) = |z| + 2z nemaji v bodé 0 derivaci (viz. pozndmka 5.8).
Ale zatimco funkce fs md v bodé 0 ostré lokdlni minimum, funkce fi nemd
v bodé 0 lokdini extrém (je v tomto bodé rostouct). Lokalni extrémy muze
(ale nemusi!) mit funkce jen v bodech, ve kterych derivace bud ne-
existuje nebo je rovna nule. V ndsledujici veté si ukdZeme, jak rozhodnout
v téchto pripadech.

Véta 6.37 (Postacujici podminka existence lokalniho extrému.)
Necht xg € (a,b). Ddle necht funkce f je spojitdé v intervalu (a,b) a md
derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b) rizném od bodu xg. Existuje-li § > 0
tak, Ze
o proxg—0 <x <z je fl(x) >0 aproxzy <ax<xzo+9 je f'(x) <O,
potom md funkce f v bodé xy ostré lokdlni mazimum.
o proxg—0 <x<xje fl(xr) <0 aproxzy<a<xzg+6 je f'(x) >0,
potom md funkce f v bodé xg ostré lokdlni minimum.

e pro 0 < |z— x| <4 je f'(z) >0, potom je funkce f v bodé xy Tostouct.
o pro 0 < |z—1xo| <9 je f'(x) <0, potom je funkce f v bodé zg klesajici.
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Dikaz. Je-li z libovolny bod takovy, ze 0 < |z — xo| < J, existuje podle véty
o stredni hodnoté ¢islo ¢ lezici mezi xg, x tak, ze je

f(@) = f(@0) = f'(c)(z — z0). (6.8)
V prvnim piipadé pro xp — 6 < = < zg je (x — x0) < 0 a f'(c) > 0. Tedy
f'(e)(z — z9) < 0 a po dosazeni do rovnice (6.8) dostaneme

f(@) = f(xo) = f'(c)(x — m0) < 0.
Pro 29 < < 29 + 0 méme (x — x9) > 0 a f'(c) < 0. Tedy f'(c)(z —zp) <0
a po dosazeni do rovnice (6.8) mame opét f(z) — f(zo) = f'(¢)(z — xp) < 0.
Takze pro z € (zg — 0,z + 9) plati f(z) < f(zo) a funkce f ma v bodé z
ostré lokalni maximum. Ostatni pripady se dokazuji stejnym zptisobem. [

P¥iklad 6.38 Hledejme absolutni extrémy funkce f(z) = 2° — 3x + 10 v in-
tervalu [—3, 3).

Funkce f mize mit absolutni extrémy pouze na hranici intervalu (x = —3)
nebo v bodech, v nichz derivace bud neexistuje nebo se rovnd nule. Spocteme
tedy derivaci

f(z) =322 -32=3(z>-1)=3(z — 1)(z + 1).

Derivace existuje ve vSech bodech a derivace se rovnd nule v bodech x = —1
a © = 1. Ddle ze znaménka derivace plyne: v intervalu (—3,—1) je derivace
kladnd, takzZe funkce roste od hodnoty f(—3) = —8 do hodnoty f(—1) = 12;
v intervalu (—1,1) je derivace zapornd, takze funkce klesd od hodnoty f(—1) =
12 (tedy v bodé x = —1 mda podle predchozi véty funkce f lokdlni mazimum) do
hodnoty f(1) =8 a v intervalu (1, 3) je derivace opét kladnd, takzZe funkce je
v tomto intervalu rostouci. Tedy v bodé x = —1 md podle predchozi véty funkce
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f lokdlné minimum (f(1) = 8). Porovndnim cisel f(—3) = =9, f(-1) = 12,
f(@Q) = 8 alim, .3- f(z) = f(3) = 28, zjistime, Ze v intervalu [—3,3) md
funkce f absolutni minimum v bodé x = —3, ale nemd absolutni mazximum,
nebot sup,c(_s3) f(x) = 28, ale této hodnoty funkce f v intervalu [-3,3)
nenabyvd.

V pripade, Ze bychom hledali absolutni extrémy na uzavreném intervalu
[—3, 3], potom by v bodé x = 3 bylo absolutni mazimum a v bodé x = —3
absolutni maximum.

Poznamka 6.39 K rozhodnuti, zda-li v bodech, v nichz je derivace rovna nule
nebo neexistuje, je lokdlni extrém, muzeme pouZit predchozi vétu. V tomto
pripadé musime vysetrovat chovdni pruni derivace ve vsech bodech intervalu
(o — 0,o + 0), riznych od bodu xy. Misto toho mizeme vyuzit ndsledujici
vétu, v niz vystupuji derivace vyssich radi, ale staci, kdyz zndme jejich hodnoty
v jediném bod€ xy. Tato véta muze selhat v pripadech, kdy nékterd derivace
v bodé xy meexistuje.

Véta 6.40 Necht f je funkce a xq cislo. Ddle necht existuje prirozené cislo
n tak, Ze je f(x0) #0 a f*)(20) =0 pro 0 < k < n. Potom plati:
o Je-lin liché a f™ (zg) > 0, potom je funkce f rostouci v bodé xq.
o Je-li n liché a ™ (x0) <0, potom je funkce f klesajici v bodé x.
o Je-lin sudé a ™ (xo) > 0, potom md funkce f v bodé xq ostré lokdini
minimum.
o Je-lin sudé a f(xq) < 0, potom md funkce f v bodé xo ostré lokdlni
Mazimum.
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Diikaz. Vétu dokdZeme matematickou indukei pro pifpad £ (zq) > 0.

1) Pro n = 1 mdme f’(z¢) > 0 a tedy funkce f je rostouci v bodé zy.

2) Necht n > 1 a predpokladejme, Ze tvrzeni véty plati pro m = n — 1,
mame tedy

Fl(xo) = f'(wo) =+ = f" (@) =0 a  f"D(x) >0,
a chceme dokdzat, Ze tvrzeni plati i pro m = n. Funkce g = f’ vyhovuje
indukénimu piedpokladu nebot ¢'(zg) = g”(x¢) = --- = g 2 (x) = 0

a g("_l)(azo) > (. Tedy pro funkci g véta plati. Nyni rozliSme dva pripady:

Je-li n sudé (tedy n—1 liché), je podle tvrzeni véty funkce g = f’ rostouct
v bodé xg. Protoze g(zo) = f/(z0) = 0, existuje § > 0 tak, Ze pro xg—0 < z <
zo je f'(z) < 0aproxzy <z < xo+9d je f'(x) > 0. Potom podle predchozi
vety (pripad 2) mé funkce f v bodé z( ostré lokdlni minimum.

Je-1i n liché (tedy n—1 sudé), ma podle tvrzeni véty funkce g = f’ v bodé
xg ostré lokalni minimum. Protoze g(zo) = f/(zo) = 0, existuje 0 > 0 tak, ze
pro 0 < |z — zo| < ¢ je f'(x) > 0. Potom podle predchozi véty (pripad 3) je
funkece f rostouci v bodé zg.

Druhy pifpad £ (z) < 0 lze dokézat podobné nebo pievést tento piipad
na predchozi vysetfovanim funkce — f misto funkce f. O

6. Inflexni body

Jiz zndme vyznam znaménka druhé derivace. Nyni budeme zkoumat, co se
déje v bodech, v nichz je druhd derivace rovna nule nebo neexistuje. Podi-
vame-li se, kdy je funkce podle definice ryze konvexni nebo ryze konkavni
v bodé, zjistime, ze v nékterych bodech, v nichz je druha derivace rovna nu-
le nebo neexistuje, bude pravdépodobné prechizet kiivka v bodé [zo, f(zo)]
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7z jedné strany tecny na druhou.

Definice 6.41 Necht funkce f md v bodé x¢ derivaci. Ddle necht existuje
c¢islo § > 0 tak, Ze nastdvd jeden z téchto dvou pripadi:

@

o Bud'lezi bod [z, f(x)] pro xo — 0 < & < zo pod tecnou
y = f(@o) + f'(z0)(z — x0) (6.9)
a pro xg < x < xg + 6 nad tecnou.

o Nebo lezi bod [z, f(z)] pro zo —d < & < xo nad tecnou (6.9) a pro
To < x < To+ 9 pod tecnou.

Potom rikdme, Ze funkce f md v bodé xo inflexi nebo také, Ze krivka y = f(x)
md v bodé [xg, f(xo)] inflexni bod.

g 14 J 5()

Celd obrazovka
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Véta 6.42 (Nutna podminka existence inflexe.) Fzistuje-li f"”(xg) # 0,
potom nemd funkce f v bodé xg inflexi.

Dikaz. Je-li f”(zg) # 0, potom je funkce f v bodé zy bud ryze konvexni
nebo ryze konkavni. Podle definice tedy nedochéazi k prechodu kiivky v bodé
[0, f(20)] z jedné strany tecny na druhou a v bodé zy neni inflexni bod. O

Poznamka 6.43 Inflexe tedy miiZe nastat jen v bodech, v nichz se
druha derivace bud rovna nule nebo neexistuje. Otdzku, zda-li je v ta-
kovém bodé inflexni bod, ndm pomize rozhodnout nasledujici véta.

Véta 6.44 (Postacujici podminka existence inflexe.) Necht zo € (a,b).
Ddle necht funkce f md spojitou proni derivaci v intervalu (a,b) a necht md
druhou derivaci v kaZdém bodé intervalu (a,b) rizném od bodu xg. Potom

plati:

Existuje-li § > 0 tak, Ze pro xg — 0 < x < zo je f"(x) < 0 a pro
xo < x <z + 0 je f(x) >0, md funkce f v bodé xg inflexi.
Exzistuje-li § > 0 tak, Ze pro xg — 0 < x < zq je f"(x) > 0 a pro
xo <z <z +9 je f'(x) <0, md funkce f v bodé xq inflexi.
Ezistuje-li § > 0 tak, Ze pro 0 < |x — xo| < § je f(x) > 0, je funkce f
v bodé xy ryze konvernd.

Ezistuje-li § > 0 tak, Ze pro 0 < |x — xo| < § je f"(x) <0, je funkce f
v bod€ xy ryze konkduni.

Dukaz této véty je podobny dikazu postacujici podminky existence lo-
kalntho extrému, takze ho vynechame.
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7. Dodatky a priklady

Definice 6.45 Necht T = [z, f(x)] je bod rovinné krivky y = f(x) a p je
primka urcena rovnici y = kx + q. Vzddlenost bodu T od primky p oznac-
_ |f@—ke—g

VkZ+1
asymptotou krivky. Mad-li funkce f v bodé c nevlastni limitu oo nebo —oo
(popripadé jednostrannou), pak primka x = ¢ (rovnobéind s osou y) je svislou
asymptotou.

me v(x) . Je-li mh_}rgo v(z) = 0, pak primku p nazgvdme

Pro asymptoty, které nejsou rovnobézné s osou y plati:

Véta 6.46 Je-li krivka y = f(z) definovdna v intervalu [a,00) a existuji-li
vlastni limity
betim 29 0 4= lim (f(o) — ko),

r—o00 I T—00

pak asymptota existuje a md rovnici y = kx + q.
Analogické turzeni lze vyslovit i pro pripad intervalu (—oo, a).
Dikaz.
lim (f(z) ~hw —q) = lim (f(z) ~ ha) —q =g~ q=0.

Tr—r o0
Absolutni hodnota je spojita funkce, takze
@) —ka—ql _ o]
g0 (k241 VE2+1

Na zavér uvedeme nékolik aplikaci teorie probrané v této kapitole.
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Priklad 6.47 (VySetfovani priabéhu funkce.) Vysetrujme pribéh funkce
1
flz)=z+ o
o Urcime definicni obor D(f) = {x € R; x # 0}.
o Funkce je spojita na celém definicnim oboru.

e Ddle si vsimneme, Ze dand funkce je lichd

f(_x):_x+_ix:—<x+i> = —f(z).

e Spoctéme pruni a druhou derivaci

flx)=1- 1% f(z) = % pro vechna x € D(f).

1
s Najdeme lokdlni extrémy. Rovnice f'(z) =1— — =0 je splnéna v bo-

dech x1 =1 axo = —1. Podle véty 6.40 pron = 2 je v bode x1 = 1 ostré

lokdlni minimum (f"(1) =2 >0) a v bodé xo = —1 ostré lokdini mazi-
mum (f"(=1) = =2 < 0). Nakonec spocteme funkcni hodnoty f(1) = 2
a f(=1) = —2. V ostatnich bodech definiéniho oboru derivace existuje Cela obrazovka
a je riznd od nuly, takZe Zddné dalsi lokdlni extrémy dand funkce nemd. Zacétek
1 St 151
o Prolz| > 1je f'(x) = 1—= >0, takZe funkce f je rostouci v intervalech —
.5 L 1 Vyhledavéni
(1,00) a (=00, —1). Vintervalech (0,1) a (=1,0) je f'(z) =1— = <0
a tedy funkce f je v téchto intervalech klesajici. _“
2
g " _ ¥ . . = =
e Ddle je f"(z) = p > 0 pro x > 0, takZe funkce f je ryze konvexni

v intervalu (0,00). V intervalu (—o0,0) je f(x) = % < 0 a tedy funkce Zaviit

f je v tomto intervalu ryze konkduvni. _

Ukoncit
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e Druhd derivace existuje a je ruznd od nuly na celém definicnim oboru
funkce f, takZe funkce f nemd inflexni bod.

e Nakonec spocteme limity v krajnich bodech definicniho oboru a urcime
asymptoty.

. 1 . 1
lim (z+ — ) = oo, lim (z+ — ) = —o0,
z—0+ T z—0~ x
takzZe primka v = 0 je svisld asymptota. Ddle existuji konecné limity
+ 2 1
ke tim 13 o g SFE g <1+—2) = lim(142) = 1,
a5 y—0

rz—+oo r—+o0 €T r—+oo

; L 1 L 1y
q:ml}riloo(f(x)—km)_mgril (x—i—;—x)— lim (—)— ,

0o rz—too \ &

tedy podle véty 6.46 je primka y = x asymptota.
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Poznamka 6.48 Je-li funkce lichd, je jeji graf je symetricky vzhledem k po-
catku souradnic. Této vlastnosti bychom mohli vyuZit a vysetrovat jeji pribéh
jen pro x > 0 — protoZe md-li lichd funkce napriklad v bodé x = 1 lokdlni
mazimum, bude mit v bodé x = —1 lokdlni minimum, je-li funkce napriklad
na intervalu (0,00) konvexni, bude na intervalu (—oo,0) konkdvni a podob-
né. Takze v predchozim prikladu stacilo vysetrovat zadanou funkci pouze pro
x > 0 a jeji prubeh pro x < 0 odvodit z prislusné symetrie.

Je-li funkce sudd, je jeji graf je symetricky podle osy y. Potom opét staci
vysetrovat jeji prubéh pouze pro x > 0 — protoze md-li sudd funkce napriklad
v bodé x = 1 lokadlni maximum, bude mit v bodé x = —1 také lokdlni maxi-
mum, je-li funkce napriklad na intervalu (0, 00) konvernt, bude konvexni i na
intervalu (—o0,0) a podobné.

Priklad 6.49 Ktery z obdélniki o obvodu O e¢m (O > 0) md nejuétsi obsah?

Oznacime-li strany obdélnika x a y, potom obsah S = xy a O = 2(x+y), nebo-
(0] (@) (0]

iy = 5 ~ 2 Potom S(z) =z 5 "% = Tx — 22, Vzhledem k tomu, e

délky stran musi byt nezaporné, hledame nyni maximum funkce S v intervalu

T € [0, %] . Funkce S nabyvd svého maxima bud v bodech, v nichz je derivace

rovna nule, nebo v krajnich bodech. Z rovnice S'(x) =
B = % Mdme tedy t7i kandiddty na absolutni extrém: S (0) =0, S (%) =0
o
4

(@) 0? . . ool .
aS|— ) = —. Absolutni mazimum tedy nastdivd v bodé¢ r =

4 16

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 153

Vyhleddvani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

nejuetsi obsah mezi vsemi obdélniky o obvodu O md ctverec o strané

~1Q

Véta 6.50 (O derivaci parametricky zadané funkce.) Necht maji funk-
cex = (t) ay=Y(t) vintervalu I vlastni derivaci a necht ddle ¢'(t) # 0
v intervalu I. Pak pro x € {¢(t); t € I} plati

dy _dydt 4'(t)
de  dtdx ' (t)

Dikaz. Je-li ¢'(t) # 0, potom je funkce ¢ ryze monoténni a existuje k ni na
intervalu I inverzni funkce ¢ ~!. Potom pro z € {p(t); t € I} plati y(z) =
Y(p~1(x)) a z vét o derivaci slozené funkce a o derivaci inverzni funkce plyne

dy Y -1 r_ ’l./),(t)
kA (pH(x)) = 20

O

Poznamka 6.51 Spocitame jesté druhou derivaci parametricky zadané funk-

“ ddy <d dy) dt () — v (e (t) 1

do do— \dt dv) dz (¢'(1)? ZI0)

Derivace vyssich rddi spocteme podobneé.

Priklad 6.52 Parametrické rovnice elipsy jsou: x = a cost a y = b sint pro
t € (0,7) (pro horni polovinu elipsy). Potom pro t € (0,7) plati
dy '(t)  bcost b bz

= =——=-——@igi ===
de  ¢'(t) —asint a8
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KariTOLA 7

Urcity nebo-li Riemanntv
integral

1. Souctova definice integralu

V elementédrni geometrii se definuje obsah trojthelnika (jako polovina soué¢inu
zékladny a vysky) a dile obsah obrazcu, které se daji rozlozit na koneény
pocet trojuhelnika (mnohothelniki). Problém, ktery prirozenym zpusobem
vede k zavedeni urcitého integralu, je vypocet obsahu obecnéjsich obrazcu nez
mnohothelniku. Predstavme si nasledujici problém: Necht je ddna omezend
nezépornd funkce f v intervalu [a,b]. Nyni sestrojme obrazec P, ohraniceny
osou x, primkami x = a a x = b a funkci f. Jak spocitat obsah obrazce P?

Nabizi se tato mySlenka: rozdélme interval [a, b] na nékolik dilka (délici-
mi) body x1,z2, -+ ,2Z,—1 (pro zjednoduseni znaceni budeme psat a = xg
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a b= x,). Kazdy takto vznikly interval [z;_1,2;] ¢ = 1,2,--- ,n bude tvorit
zakladnu dvou obdélnikt. Prvni obdélnik bude mit vysku M; rovnou supre-
mu funkce f v intervalu [z;_1, z;] a druhy bude mit vysku m; rovnou infimu
funkce f v intervalu [x;_1,z;]. Potom soudet obsahii prvnich obdélnikt tvoii
mnohouhelnik opsany obrazci P a jeho obsah je roven ¢islu

Z Mi(ml e -731'—1)-
Sl

A soucet obsaht druhych obdélniki tvoii mnohothelnik vepsany obrazci P
a jeho obsah je roven cislu

n
Zmz(ajz — ZL‘Z'_l).
1=1

Nyni se dostavame k jadru nasi hypotézy. Predpokladejme, ze kdyz bude
pocet délicich bodu vzristat nade vSechny meze (nebo-li kdyz budou délky
jednotlivych dilku konvergovat k nule), bude jak obsah vepsaného tak i opsa-
ného mnohothelniku konvergovat k téze limité — obsahu obrazce P. V dalsim
textu se budeme vénovat ovérovani této hypotézy. Pokud nebude feceno ji-
nak, budeme v této kapitole predpokladat, ze a < b.

Definice 7.1 Necht a < b a necht je funkce f omezend v intervalu [a,b].
Je-li dinon € N a n+ 1 délicich bodu
a=x9 <X <x3< < Tp_1<Ty=>0,

rikdme, Ze délici body definuji déleni D intervalu [a,b] na n intervali [z, x1],
[T1,%2], -+, [Tn_1,Tn]. Rekneme, Ze déleni D' zjemnuje déleni D, jestlize
kaZdy bod déleni D je také bodem déleni D'.
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Definice 7.2 Necht a < b a f je funkce omezend v intervalu [a,b]. Ddle
necht D je déleni intervalu [a,b] s n+ 1 délicimi body. Oznacme symbolem
Ax; = x; — xi—1 tj. délku i-tého intervalu [z;_1,x;], symbolem M; supremum
funkce f v intervalu [x;—1,x;] a symbolem m; infimum funkce f v intervalu
[%i—1,2;]. Danému rozdéleni D priradime dvé ¢isla:

S(f,D) = MAz; s(f,D) = miAw;.
1=1 =l

Pruni ¢islo nazveme hornim souc¢tem a druhé dolnim soucétem.
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V nasledujicim lemmatu shrneme vlastnosti hornich a dolnich souctt.

Lemma 7.3 Necht a < b a necht je funkce f omezend v intervalu [a,b].
Potom plati ndsledugjici tri tvrzeni:

@

o Je-li M supremum a m infimum funkce f v intervalu [a,b], potom pro
libovolné déleni D intervalu [a,b] plati:

m(b— a) < s(f, D) < S(f, D) < M(b a).
o Je-li déleni D' zjemnénim déleni D, je
S(,D)<S(FD) o s(f.D) = s(f,D).
o Jsou-li D1 a Dy dvé libovolnd délent intervalu [a,b], je
s(f, D1) < 5(f, Da).
Priklad 7.4 Je-li Vx € [a,b] f(z) = ¢, potom pro libovolné déleni D je
c(b—a) < s(f,D) < S(f,D) < c(b—a).

Cela obrazovka
Definice 7.5 Necht a < b a necht je funkce f omezend v intervalu [a,b].

Potom definujeme Zacétek
s(f,[a,b]) :=sup s(f,D) a  S(f,|a,b)) :=inf S(f,D). Strana 158
D D
Vyhledavani

Proni c¢islo nazveme dolnim Riemannovym integralem a druhé hornim
Riemannovym integralem funkce f pres interval [a,b]. Supremum a infi-
mum bereme pres vSechna déleni D intervalu [a,b]. ol

Vpred

Jak zjistime pfechodem k supremu (infimu), mé dolni (horni) integral
podobné vlastnosti jako dolni (hornf) soucet.
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Lemma 7.6 Necht a < b a necht je funkce f omezend v intervalu [a,b].
Oznacime-li A = inf f(z), B = sup f(z) a K = sup |f(z)|. Potom
z€a,b] z€la,b] z€[a,b]
plati:
A(b_a) < S(f? [aab]) < S(fa [aab]) < B(b_a)7

|s(f,a, 0 < K(b—a) a  [S(f[e,b])] < K(b—a).

Poznamka 7.7 Mnoziny {s(f,D) : D délent intervalu [a,b]} a {S(f,D) :
D délend intervalu [a,b]} jsou podle lemmatu 7.3 omezené a tedy podle véty
0 supremu a infimu prislusné supremum a infimum v definici 7.5 existuji
a jsou komecné.

Definice 7.8 Necht a < b a necht je funkce f omezend v intervalu [a,b].
Rovnaji-li se horni a dolni Riemanniv integrdl funkce f pres interval [a,b),
potom definujeme Riemanntuv (urcity) integral funkce f pres interval
[a,b] predpisem

b
/ f(@) dz = s(f, [a,B]) = S(7, [a, B]).

Rikdme také, Ze Riemanniv integrdl existuje. Je-li a > b, potom definujeme
Riemannuv integrdl predpisem

/ it = |t

pokud druhy integrdl existuje. Je-li a = b, pak integrdl definujeme nulou.
Funkci f nazveme integrandem, c¢islo b horni mezi a ¢islo a dolni mezi
horniho (dolniho) integrdlu. Pismeno x nazveme integraéni proménnou.

@
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Poznamka 7.9 Integracni proménnd nemusi byt oznacena pismenem x, ale
muze byt oznacena libovolngm pismenem. Tedy napriklad

/abf(ﬂc)dx:/abf(y)dy:/abf(t)dt.

Priklad 7.10 Necht a < b a Vz € [a,b] je f(x) = c. Potom z prikladu 7./

plyne
c(b—a) < s(e, [a,b]) < s(e, [a,b]) < c(b—a).

b
Tedy ve vsech nerovnostech nastane rovnost a / ¢ dx =c(b—a).
a

Priklad 7.11 Necht a < b. Definujme funkci f v intervalu [a,b] ndsledovné:
f(z) =0 pro raciondini x a f(x) = 1 pro iraciondini x. Je-li D je libovolné
délent intervalu [a,b], potom pro libovolny interval [z;,_1,x;|, md funkce f
v tomto intervalu supremum M; =1 a infimum m; = 0. Tedy

n

S(f,D):Z(xi—xi_l):b—a, s(f,D) = 0.

i=1

Protoze pro kaZdé déleni dostaneme stejng horni (dolni) soucet, plati
0= s(f,[a,b) < S(f,[a.b) =b—a.

Tedy Riemanniv integrdl funkce f pres interval [a,b] neexistuje. _“

b v v
Existuje-li uréity integral / f(z) dz, mizeme v lemmatu 7.6 nahradit

a vz
dolni a horni integral urcitym integralem a obdrzime:
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Lemma 7.12 Necht a < b a necht je funkce f omezend v intervalu [a,b].
Oznacime-li A = inf f(z), B = sup f(z) a K = sup |f(z)|. Potom

z€|a,b] z€[a,b] z€la,b]

/abf(:v) dx

V definici 7.5 jsme definovali horni integral omezené funkce f jako in-
fimum hornich souc¢tii. Nyni ukdzeme, ze horni integral je také limitou, ke
které konverguji horni souéty S(f, D), jestlize ¢isla Ax; prislusnd déleni D
konverguji k nule.

plati:

A(b—a)g/bf(x)dng(b—a) . < K(b—a).

Definice 7.13 Necht a < b a necht D je libovolné déleni intervalu [a,b]
definované délicimi body a = xg < x1 < To < -+ < Tp_1 < T, = b. Symbolem
v(D) oznacime nejuétsi z cisel Axy, Axy, - , Az, (Az; = x;—x;_1). Cislo
v(D) nazveme normou déleni D.

Véta 7.14 Necht a < b a necht f je omezend funkce v intervalu [a,b]. Ddle
necht Dy, Do, -+, Dy, -+, je posloupnost délent intervalu [a,b] takovd, Ze
lim v(D,,) = 0. Potom

i lim S(6,Da) = 5(5 1, b).

m— o0

Véta 7.15 Necht a < b. a necht f je omezend funkce v intervalu [a,b]. Ddle

necht Dy, Do, --+, Dy, -+, je posloupnost délent intervalu [a,b] takovd, Ze
je lim v(D,,) =0. Potom
m—o0

lim s(f,Dy,) = s(f, [a, b]).

m—» 00

@
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Diuakaz. Vzhledem k tomu, ze dikazy predchozich dvou vét jsou velmi po-
dobné, dokazeme pouze prvni z nich. K ovéreni prvni véty staci, dokazeme-li,
ze Ve > 0 39 > 0 tak, Ze nerovnosti

S(fa[aab])_€<s(faDm)<S(f7[a’7b])+€ (71)
jsou splnény pro kazdé déleni D, intervalu [a,b], které spliuje podminku
v(Dy,) < 6. Potom protoze lim wv(D,,) = 0, existuje totiz takové ng, Ze

m—0o0
nerovnost v(D,,) < ¢ plati pro Vm > ng a tedy také nerovnosti (7.1) plati

pro Ym > ng. Ale nerovnosti (7.1) plati pro libovolné kladné € a to je mozné
pouze pokud W}gnoo S(f, Dm) = S(f,[a,b]).

K dokonceni dikazu tedy potfebujeme dokédzat nerovnosti (7.1). Proto-
ze S(f,[a,b]) je infimem hornich souctu plati jednak zfejmé levd nerovnost
v (7.1) a jednak existuje déleni D (v opaéném pripadé by S(f, [a,b]) nebylo
infimem) tak, ze

S(f,D) < S(f,[a,b]) + g (7.2)

Daéle je funkce f omezend a tedy K tak, ze |f(x)| < K v intervalu [a, b].
Déleni D rozdéluje interval [a, b] na p dilki. Polozme
€
=ik
Nyni vezmeme libovolné déleni D,,, pro které plati v(D,,) < § a dokdZeme,
ze pro néj plati nerovnosti (7.1). Zvolme déle déleni D! tak, Ze toto déleni
bude obsahovat vsechny délici body obou déleni D,,, a D a vysetreme rozdil
jejich hornich souétu |S(f, Dm) — S(f, D.,,)|. Mohou nastat dva ptipady:
o Dilek déleni D,,, neobsahuje délici bod z déleni D a tedy i déleni D,
obsahuje tentyz dilek, takze prispévek k rozdilu hornich souctu je na

(7.3)
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tomto dilku roven nule.

e Dilek déleni D,, obsahuje délici bod z déleni D a tedy tento dilek je
v déleni D!, rozdélen na dva nebo vice dilku. Ptispévek k rozdilu hor-
nich souc¢tu je na tomto dilku nejvyse roven 2K, protoze délka dilku
je nejvyse 6 a maximum rozdilu funkénich hodnot je |f(z) — f(y)| <
[f(@)] + |f(y)] < K+ K = 2K. Jesté poznamenejme, ze pocet téchto
dilku je nejvyse roven p — 1.
Celkem tedy mame

IS(f, D) = S(f, Dip)| < (p— 1)2K6 < 2Kpd = =
nebo-li

S(f, Dm) < S(f, D) + 5 < S(£,D) + 5 < S(,[o,b]) +¢

(protoze déleni D! je zjemnénim déleni D). Tim jsme dokézali i pravou
nerovnost v nerovnosti (7.1). O

Poznamka 7.16 Vyznam vet 7.1/ a 7.15 spocivd v tom, Ze chceme-li na-
lézt dolni (horni) integrdl, nemusime vysettovat vSechna déleni D intervalu
[a,b], a sestrojit supremum dolnich soucti s(f, D) (infimum hornich souc-

ti S(f, D)), ale staci sestrojit posloupnost déleni Dy, -+, Dy, - -+ takovou,
Ze lim v(D,,) =0, a najit prislusnou limitu posloupnosti s(f, D1), s(f, D2),

< S(F D)y (S(, D1), S(£, Da), -+, S(f, Dun), -+ ) Pomoct vét 7.1

a 7.15 tedy miZeme sndze pocitat horni (dolni) integrdly.

Priklad 7.17 Necht f(x) = = a spocitejme prislusng dolni a horni integrdl
pres interval [0, 1]. Nejprve sestrojme posloupnost déleni Dy, Do, -+, Dy, - -
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tak, Ze déleni D,,, rozdeéli interval [0,1] na m stejngch dilkd. Potom v(D) =
1

Az; = — a tedy lim v(D,,) = 0. Potom podle vét 7.1/ a 7.15 plati:
m m—r 00

s(@,[a,b)) = lim s(f,Dm) @ S [a,b) = lim S(f,Dm).

Spocitejme tedy s(f, D) a S(f, D). Supremum funkce f(x) = x na intervalu

[l ) A je M; = LA nfimum je m; = '~ Potom plati
m ' m m m

m m .
i1 1 m(m+1) 1 1
S(hDm) =) Mibai=3 —o = 5= =gt
1=1 i=1
= Ti—11 1 mm-1) 1 1
s(f.Dm) =) miblei =~ = e = g g
i=1 =1

Potom mame

s(@,[a,})) = lim (% - i) =3 a S [of)= lim (% 4 L) _1

! 1
a tedy funkce f md integrdl od 0 do 1 a plati/ rdxr = 3
0

Poznamka 7.18 V ndsledujici veté si ukaZeme, zZe pri pocitani urcitého inte-
grdlu nemusime na kazdém dilku [x;—1,x;] hledat supremum a infimum funkce
f a ndsledné pocitat prislusny horni a dolni integrdl, ale staci vzit libovolnou
hodnotu funkce f(x) v kterémkoliv bodé intervalu [x;_1,x;]. Nevijhodou této
vety je, Ze musime jiz predem védet, Ze urcity integrdl od a do b existuje.
Otdzkou, jaok poznat, zda integrdl existuje, se budeme zabyvat pozdéji.
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Véta 7.19 Necht a < b a necht f je funkce, kterd md urcity integrdl od a do
b a necht Dy, Dy, -+, Dy, -+, je posloupnost délent intervalu [a, b] takovd,
Ze je lim v(D,,) = 0. Dale necht délicimi body déleni D,,, jsou body
m—0o0
a=Tom < Tim <T2m < " < Tp,—1,m < Tn,,,m = b

a pro kazdy interval [T;—1 m, Tim] necht je dino ¢islo & . tak, Ze xi—1m <
Eim S Tim Vi=1,2,--  ny, — 1,ny,. Potom plati

b Ny
/a f(x)dx = n}glgo Zl f(&im)(Xim — Xi—1,m)-
Dukaz. Z vlastnosti hornich a dolnich souctu ihned plyne

S, D) <3 FE) @im — 25-1m) < S(f, Do)
=1

az vet 7.14 a 7.15 plyne
b Nm
/a f@)de = s(£,[a,b) = lim_s(f.D,) < lim_ ; FE)@im — Tio1m) B Celé obrazovka
- Zagdétek

m—00 4

N, b
i > F(&)(@im = Tim1m) < lim S(f, Dm) = S(f,[a,b]) = / f@)de. B Strana 165
i=1 a

A podle véty o limité seviené posloupnosti je tvrzeni véty dokdzano. ] Vil

2. Vlastnosti urcitého integralu

Zpét | Vpred
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b b
Véta 7.20 Necht a < b. Ezistuji-li integnily/ fi(x) dz a/ fo(x) dz, exis-
a a

b
tuje i integrdl / (f1(z) + fa(z)) dz a plati

/ab(fl(:c) + fa(z)) dz = /ab fi(x) dz + /ab o) de.

Dikaz. Necht D,, je libovolné déleni intervalu [a, b], M/ supremum funkce
f1 na intervalu [z;_1, z;], M/ supremum funkce f5 na intervalu [x;_1,x;], m}
infimum funkce fi na intervalu [x;_1,2;] a m} infimum funkce f3 na intervalu
[€;—1,2;]. Potom pro vSechna z z intervalu [z;_1, ;] plati

m; +mj < fi(z) + fa(z) < M + M.

Oznacime-li symboly M; supremum a m; infimum funkce f = f; + fo na
intervalu [mi—ly xl] a S(f7 Dm)7 S(f17 Dm)7 S(f27 Dm) (s(fa Dm)7 S(f17 Dm)a
5(f2, Dy,)) piislusné horni (dolnf) souéty, potom mame

S(f,Dm) =Y MiAz; <> (M} + M}')Az; = S(f1, Dm) + S(f2, D),
=1

=1

s(fyDm) = Y_midaz; >y (mj+m])Az; = 5(f1, D) + 5(f2, Dim).
=1 =1
Nyni sestrojme posloupnost déleni Dy, - -+, D, --- , tak, ze li_r>n v(Dy,) = 0.
m oo
Déle prechodem k limité, aplikaci vét 7.14 a 7.15 a vyuzitim predpokladu
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existence integralu funkei fi a f2 na intervalu [a, b] dostaneme

b b
/ fule) de + / fal@) dz = s(fr, [a,B]) + 5(f2, [0 )
— lim (s(f1, D) + 5(f2, D)) < Tim_s(f, Dyn)

m—»0o0

m—r oo

b b
= S(f1, a,b]) + S(fa, [a,b]) = / f1(@) da + / fol@) de

Nakonec zkombinujeme predchozi dvé nerovnosti a obdrzime

/f1 d:c—l—/ fo(z)dz < lim s(f, Dy,)

m—r o0
< lm S(f,D /fl(x da:+/ fale
m—r oo
Tedy horni integral se rovna dolnimu a tim je véta dokazana. ]

b
Véta 7.21 Necht a < b. Existuje-li integrdl / f(z)dx a je-li ¢ libovolné
a

b

¢islo, existuje i integrdl/ cf(x)dz a plati
a

b b ENEN

cf (z) dx = c/ f(x)dx. Zpét | Vpied

J a o [



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

Dikaz. Necht D,, je libovolné déleni intervalu [a,b]. Je-li ¢ > 0 a je-li M;
supremum a m; infimum funkce f(z) na intervalu [z;_1, x;], potom je supre-
mum funkce cf(z) na intervalu [z;_1,z;] rovno ¢islu ¢M; a infimum rovno
¢islu ¢m;. A pro horni a dolni soucty plati:

es(f, D) = icmiAmi = s(cf, Dm), S(cf,Dm) = icMiAmi =cS(f, D).

i=1 i=1
Nyni sestrojime posloupnost délenf Dy, - -+ , D,,, - -- tak, ze lim v(D,,) = 0.
m—00
Daéle prechodem k limité, aplikaci vét 7.14 a 7.15 a vyuzitim predpokladu

b
existence integralu / f(x) dz dostaneme
a

b
c/ f(z)dx = es(f,[a,b]) = cn}iinoos(f, D,,) = W%i_l;rloos(cf, D,,)

b
lm_S(cf. D) = lim_S(f, D) = S(f.a,b]) = ¢ / (@) da.

m— o0

Tedy horni integral se rovna dolnimu a tim je véta pro ¢ > 0 dokazana.

Podobné budeme postupovat pro ¢ < 0. Potom je supremum funkce cf (z)
na intervalu [x;_1, x;] rovno éislu em; a infimum rovno ¢islu ¢M;. A pro horni
a dolni soucty plati:

c¢S(f, D) = icMiAxi = s(ef, D), S(cf,Dm) = icmiAmi = c¢s(f, D)

i=1 i=1

Nyni sestrojime posloupnost déleni Dy, - -, Dy, - -, tak, ze lim v(D,,) =
m—o0
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0. Dale prechodem k limité, aplikaci vét 7.14 a 7.15 a vyuzitim predpokladu
existence integralu funkce f na intervalu [a, b] dostaneme

b
c/ f(z)dx = cS(f,[a,b]) = c"}ii)noo S(f, Dm) = Ai_r)noos(cf, D,,),

b
lim S(cf,Dy) =c lim s(f, D) = cs(f,[a,b]) = c/ f(z)dx.
m— 00 m— 00 a
Tedy horni integral se rovna dolnimu a tim je véta dokazana. O

Vétu 7.20 muzeme pomoci indukce snadno rozsitit na libovolny pocet
sCitanci. Zkombinujeme-li véty 7.20 a 7.21 dostaneme nasledujici vétu:

b b
Véta 7.22 Necht a < b. Existuji-li integrdly / fi(x)dx, / fo(x)dx, -,
a a

b
/ fo(x) dz a jsou-li c1, ca, -+ -, ¢y, libovolnd cisla, potom plati
a

/ab(clfl(:v) + -t enfr(@))de =y /abfl(:c) de+ - +¢, /ab fn(x) da.

b

b
Véta 7.23 Necht a < b. Existuji-li integm’ly/ f1(z) dz, / fo(z) dz a je-li

fi(x) > fa(x) pro viechna x z intervalu [a,b]. Potom plati
b b
/ fi(z) dx 2/ fo(z) dx.
a a

b
(Specidlné pokud fa(z) =0 tak / fi(x)dz >0.)

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 169

Vyhledavani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

Duakaz. Podle véty 7.22 pron =2, ¢; =1 a ¢co = —1 plati

b b b
/ (1) — fale))do = / fu(@) dz — / fol@) d.

Déle mame fi(x) > fa(x) a tedy fi1(z)—fo(z) > 0, potom podle lemmatu 7.12
pro A = 0 dostaneme

b
/ (fi(z) = fa(z))dx > 0.
Dohromady tedy

b b b
/ fula) dz / Fola) dz = / (f1(2) — fo(@)) dz > 0
a tim je véta dokazana. O

b c
Véta 7.24 Necht a < b < c. Existuji-li integraly / f(z)dx a / f(z) dx,
a b

(&
existuje 1 integrdl / f(z)dx a plati

/acf(x)dx _ /abf(x)d:v—i—/bcf(sc) da.

Diukaz. Necht D, D}, ---, D, , ---, je posloupnost délen{ intervalu [a, b]
takova, ze lim v(D),) = 0 a necht DY, DY, ---, D! --- je posloupnost
m—r0o0

déleni intervalu [b, c] takovd, Ze lim v(D.!) = 0. Nyni definujme posloupnost
m—0o0

Dy, D3, -+, Dy, -+, déleni intervalu [a, c], takové, ze kazdé déleni D, ma
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stejné délici body jako déleni D} a D}'. Potom plati
S(f, Dm) = S(f, D) + S(f, D) a  s(f,Dm) = s(f, Dp,) + s(f, Dpp)-

Daéle prechodem k limité, aplikaci vét 7.14 a 7.15 a vyuzitim predpokladu
existence integréla funkce f na intervalu [a,b] a na intervalu [b, ¢] dostaneme

dim s(f,Dm) = lim (s(f, D,) + (£, D))

b c
— s(f, [a,8]) + s(f, [b ) = / f(@) de + /b f(z) dz

a
lim S(f,Dy) =l (S(f, D)+ S(f.D}))
b c
= S0 8) + S bed) = [ f@do+ [ f@)de.
Tedy horni integral se rovna dolnimu a tim je véta dokazana. O

d
Véta 7.25 Necht a < b < ¢ < d. Ezistuje-li integrdl / f(x)dz existuje

C
iintegrdl/ f(z)dx.
b
Dikaz. Necht Dj, D}, ---, D, ---, je posloupnost délen{ intervalu [a, b]
takova, ze lim v(D') = 0, DY, DY, ---, D!, ---, je posloupnost déleni
m—ro0
intervalu [b, c] takovd, Ze W}i_r}rloov(D”) =0aDy, DY, .- D ... je po-

sloupnost délen{ intervalu [c,d] takovd, ze lim v(D") = 0. Nyni definujme
m—o0
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posloupnost Dy, Da, -+, Dy, -+, déleni intervalu [a,d], takové, ze kazdé
déleni D; m4 stejné délici body jako déleni D;, DY, a D}". Potom plat{

S(f, D) = S(f, Dy,) + S(f, D) + S(f, Dyyy),

s(f, Dm) = s(f, Dp) + s(f, D) + s(f, Dry).-
Prechodem k limité, aplikaci vét 7.14 a 7.15 a vyuzitim predpokladu existence
integrélu funkce f na intervalu [a,d] dostaneme

d
[ f@ydo= tim s(f, D) = tim (7, D) + s(. D) + 5(7. D)

m—r o0

= s(f,[a,b]) + s(f, b, ]) + s(f, [, d])

a
d
[ #@ydo= tim S(7,D) = lim (S(, D) + S, D) + S(7. D)

= S(f,[a, b)) + S(f,[b,c]) + S(f, [e, d]).
Odectenim predchozich dvou rovnosti obdrzime Celd obrazovka
0=(S(f[a,b]) — s(f,[a,b])) + (S(f, [b,c]) — s(f [b,c])) Zagatek
+ (S(f7 [C, d]) - S(f, [Ca d])) . Strana 172
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c
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b
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3. Existence urcitého integralu

Véta 7.26 (Vlastnosti integralu jako funkce horni meze.) Nechta < b
a necht f je omezend funkce, kterd md urcity integrdl od a do b. Oznacme

T
F(z) = / f(t)dt, potom plati
o Funkce F je spojitd v intervalu [a, b].

o Je-li funkce f spojitd v intervalu [a,b], potom F'(x) = f(x) v intervalu
(a,b). Kromé toho md funkce F derivaci zprava v bodé a rovnou f(a)
a derivaci zleva v bodé b rovnou f(b).

Turzent plati i pro horni a dolni Riemanniv integrdl. V tom pripadé nemusime
predpoklddat existenci urcitého integrdlu, ale staci omezenost funkce f.

Ditkaz. Funkce f je omezend, existuje tedy c¢islo K tak, ze |f(z)] < K.

V prvnim pfipadé stac¢i dokdzat, ze funkce F je spojitd v intervalu [a,b)

zprava a v intervalu (a, b] zleva. DokéZeme pouze spojitost zprava. Je-li e > 0
€

a o € [a,b), zvolme § = min (b— Zo, E) . Nyni dokéazeme, Ze pro x €

(0,0 +9), je |F(z) — F(z0)| < e (tim bude dokdzano, ze funkce F je spojita

v bodé xg.) Potom plati
/ f(t)dt—/ Of(t)dt’ _ / f(t)dt‘

<K(zx—xz9) < Kd<e.
V druhém pripadé sta¢i dokézat, ze funkce F' mé derivaci v intervalu [a, b)
zprava a v intervalu (a,b] zleva. Tvrzeni opét dokdzeme pouze pro derivaci
zprava. Je-li e > 0 a z¢g € [a,b), potom ze spojitosti funkee f plyne, Ze

|F(z) — Fxo)| =
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existuje d (0 < § < b — xg) tak, Ze nerovnost |f(t) — f(xo)| < /2 je splnéna
pro vSechna ¢ z intervalu (zg,zo + 0). Je-li 0 < h < ¢, potom plati:

f@o) = 5 < f(t) < flao) + 5, (7.4)
_ xo+h
F(IUO + h})L F(IEO) _ % /mo f(t) dt. (7'5)

Déle z véty 7.12 a nerovnosti (7.4) obdrzime

e 1 [=th €

fa) e <f@)-5 <3 [ SO fe0)+ 5 < flm) e (10)
o

Nakonec zkombinujeme nerovnosti (7.6) s rovnost{ (7.5) a dostaneme

F(ZL‘o+h) —F(.CC())

f(@o) —e < h < f(wo) + e,
nebo-li
F(z —i—h}Z—F(xo) _ o) <,
pro kazdé h vyhovujici nerovnostem 0 < h < §. Tedy funkce F' méa v bodé z¢
derivaci zprava rovnou ¢islu f(zg). O

Véta 7.27 (O existenci urcitého integralu.) Necht a < b a necht je

b
funkce f spojitd v intervalu [a,b], potom / f(z) dx existuje.
a

Diikaz. Protoze je funkce f(x) spojitd v intervalu [a, b], je v tomto intervalu
omezend. Pro zkraceni oznacme

F(III) = S(f, [a?x])7 a G(.’L‘) =s(f, [aaw])'
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Nyni aplikujeme vétu 7.26 na funkce F' a G. Podle této véty jsou obé funkce
spojité v intervalu [a,b] a v kazdém vnitinim bodé tohoto intervalu plati
F'(z) = f(z) a G'(z) = f(z). Potom funkce F — G je také spojitd v intervalu
[a,b] a v kazdém vnitinim bodé mé derivaci rovnou nule, tedy funkece F — G
je konstantni v intervalu [a,b]. Déle F(a) — G(a) = 0, takze funkce F a G
jsou totozné na intervalu [a,b]. Nebo-li horni Riemanntv integral se rovna
dolnimu a tedy Riemannuv integral existuje. O
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KAPITOLA 8

Neurcity integral nebo-li
primitivni funkce

1. Definice a zakladni vlastnosti

Definice 8.1 Necht F(z), f(x) jsou dvé funkce definované v otevieném inter-
valu (a,b) (miZe byt omezeny i neomezeny). Plati-li pro vSechna x z intervalu

(a,b) rovnice )
F(z) = f(=),
rikdme, Ze funkce F(zx) je primitivni funkeci k funkci f(x) v intervalu (a,b).

Primitivnd funkci také nazgudme neurcitym integralem a znac¢ime ji [ f(z) dx.

2
Priklad 8.2 Napriklad funkce % je v intervalu (—oo, 00) primitivnd funkci
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v intervalu

k funkci x. Funkce tgx + 55 je primitivni funkci k funkci

(_7T7r) také v int lh7r37r 3 5w
59 a také v intervalec 55 | \55 ) .

V dalsi vété se podivame, jak je to s jednoznacnosti primitivni funkce.

2

Véta 8.3 Jsou-li F(x), G(x) dvé primitivni funkce k funkci f(x) v intervalu
(a,b), plati v celém intervalu (a,b) rovnice

G(z) = F(z) + C,

kde C je libovolnd konstanta. Tedy dvé primitivni funkce se lisi pouze o (tzv.
integracni) konstantu.

Dikaz. Funkce G(z) — F(z) méa v intervalu (a, b) derivaci rovnou nule a tedy
je podle véty 5.7 spojitéd. Z toho plyne, Ze je konstantni v celém intervalu (a, b)
nebo-li plati rovnice G(z) — F(z) = C. O

Abychom nemuseli stale vypisovat integra¢ni konstantu, zavedeme néasle-
dujici znaceni: symbol = bude znaéit, ze F(z), G(x) jsou dvé funkce lisici se
na zadaném intervalu pouze o konstantu.

Predchozi véta resi otazku jednoznacnosti primitivni funkce. Zbyva zod-
poveédét otazku, zda-li ke kazdé funkci existuje primitivni funkce. Na nasle-
dujicim prikladu uvidime, ze tomu tak neni.

Priklad 8.4 Definujme napriklad funkci f takto: f(x) = 1 prox =0a f(x) =
0 pro x # 0. Kdyby k funkci f existovala primitivni funkce, muselo by platit:
F'(z) =1 prox =0 a F'(z) =0 pro x # 0. Potom je funkce F konstantni
pro x # 0. Z existence vlastni derivace v intervalu (—oo,00) plyne, Ze funkce
F je v tomto intervalu spojitd (podle véty 5.7). Potom funkce F musi byt
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konstantni v celém intervalu (—oo,00) a jeji derivace je rovna nule vSude
v intervalu (—oo, 00), coZ je ve sporu s puvodni definict funkce f v bodé nula.
Tedy funkce f memd primitivni funkci v intervalu (—oo, 00).

Nicméné plati tato véta:

Véta 8.5 (O existenci neuréitého integralu.) Necht f je funkce spojitd
v otevreném intervalu (a,b) (miZe byt i neomezeny), Potom pro libovolné ¢islo
x

¢ z intervalu (a,b) je funkce [ f(t)dt primitivnd funkci k funkci f v intervalu

C
(a,b). (Tedy ke kazdé spojité funkci v intervalu (a,b) existuje v tomto intervalu
primitivnd funkce.)

7 vz

Dukaz. Je-li zj libovolné ¢islo z intervalu (a, b), zvolme éisla o a 8 z intervalu
(a,b) tak, aby
a < min (¢, zg) < max (¢, zg) < B.
X

Potom podle vét 7.27 a 7.25 existuje integral / f(¢t) dt pro kazdé z € [a, (]
C
a jeho derivace se rovnd f(x) pro kazdé z € [a, f]. Specidlné to tedy plati

pro x = xg a protoze zy bylo zvoleno libovolné, plati tvrzeni véty pro kazdé
x z intervalu (a,b). O

Bohuzel tato véta nedava zadny ndvod, jak primitivni funkci nalézt. V této
a nasledujici kapitole odvodime nékolik vét, které nam umozni prevést vypo-
cet slozitych integralti na vypocet integralu jednodussich. Nejprve si odvodi-
me primitivni funkce k elementarnim funkecim. Vyuzitim zakladnich vzorcu
pro derivace ihned dostaneme nasledujici vétu:
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Véta 8.6 (Zakladni vzorce.) Plati

" . $"+1
o [ 2"dx= 1 pron € R, n# —1, z € (0,00),
n

xn+1
. L 1dr < _
/w dx 1l / dr =2 pron€N, z € (—o00,0),

" . xn+1
. " dx = ] pron € Z, n < —1,z € (0,00) nebo z € (—o0,0),
n

o dr = —, /ezdxée”” proa>0,a# 1, z € (—o0,00),

1
—dr £ In|z| proz € (0,00) nebo x € (—o0,0),
4

C .
, /cosxdm:smx pro x € (—o00,00),

— e — —
z
8
&
Il
|
2
8

C v, v 7, . Iy
7 dr = tgx (v kazdém otevieném intervalu neobsahugjicim Cela
COoS“ T eld obrazovka

Zddng bod, pro ktery cosx = 0),
. / 511112 - dx = —cotgx (v kaZdém otevieném intervalu neobsahugicim
Zddng bod, pro ktery sinx = 0),
/ ﬁ dx £ arcsinz = —arccosz pro x € (—1,1), _“
/ H—m2 dx = arctgx = —arccotgx  pro x € (—oo, 00).
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Véta 8.7 Euxistuji-li v intervalu (a,b) neurcité integrdly /fl(x) dx, -,
/fn(a:) dx a jsou-li c1, ---, ¢, libovolnd cisla, potom existuje i integrdl

/(C1f1($) +cofo(z) + -+ cnfn) dz a plati

/(clfl(x)+~~-+cnfn(sc))dxécl/fl(x)dx+~-~+cn/fn(x)d:r.

Ditkaz. V intervalu (a,b) polozme Fy = [ fi(z)dx, ---, F, = [ fu(z)dz,
takze F{(z) = fi(x), - -+, F}(z) = fu(x). Potom podle véty o derivaci souctu
je

(erFifz) +--- + CnFn(x)), = (afi(@) + -+ cafu(®))
a tedy funkce ¢ Fy + - - - + ¢, F, je hledand primitivni funkce. O

Priklad 8.8
/3cosac—\/5x5+ 2 dwé3/cosxdx—\/5/:c5dw+2/;dx
1+ 22 1+ 2

6
£ 3sinz — V5 % + 2arctgx

2. Integrace per partes

Véta 8.9 (Integrace per partes.) Nechl funkce uw a v maji v intervalu
(a,b) spojité derivace potom v intervalu (a,b) plati
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Dikaz. Podle véty o derivaci souc¢inu v intervalu plati (a,b) (u(z)v(z)) =
u(z)v'(z) + v/ (z)v(z). Protoze funkce u a v maji v intervalu (a,b) spojité
derivace, jsou spojité i funkce u(z)v'(z) a v/(z)v(z) a tedy podle véty 8.5
k nim existuji primitivni funkce. Nakonec pouzijeme vétu 8.7 a dostaneme

u(z)v(z) = /(u(x)v'(x) + ' (x)v(z)) dz = /u(m)v'(m) dx +/u'(m)v(m) dx.
O

Predchozi véta nam poskytuje dulezity ndvod k vypoctu neurcitych inte-
gralu. Jak se pouziva, si objasnime na nékolika prikladech.

Priklad 8.10 Vypoctéme /xe’” dzx. V per partes polozme
u(z) = v'(z) =e*
u'(z) =1 v(x) = e”.

Funkce x a €® maji spojité derivace v intervalu (—oo,00), proto v tomto
intervalu plati

C C C
/xe””dazzwe””—/ezdxzazez—ez=e””(x—1).

Priklad 8.11 Vypoctéme /1‘2 sinaz dz. V per partes poloZme

u(z) = x? v'(z) =sinz

u'(z) = 2z v(z) = — cos z.
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Punkce ¥ a — cos x maji spojité derivace v intervalu (—oo,0), proto v tomto
intervalu plati

/a:QSina:d:c < —z%cosz + Q/xcosa:d:c.
K vygpoctu integrdlu napravo opét pouzijeme per partes. PoloZme
u(z) = v'(z) = cosx
u'(z) =1 v(x) = sin .

Funkce x a sinz maji spojité derivace v intervalu (—oo,00), proto v tomto
intervalu plati

/accos:vdx =< yrsinz — /sin;vdac =< zsinz + cos z.
Celkem tedy dostaneme

« C C «
/:c2sm:cdx: —x2cosx+2/:vcosxdx: —2%cosz + 2z sinx + 2 cos x.

Priklad 8.12 Vypoctéme / Inzdx. V per partes polozme

u(z)=Inz v'(z)=1
W(z)=1 w(z)=ua

Funkce x a lnx maji spojité derivace v intervalu (0,00), proto v tomto inter-
valu plati

1
/lnxdﬂcéxlnx—/E:cda:éxlnx—xéx(lnx—l).
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Priklad 8.13 Vypoctéme I, = /:c"e“” dx (n € Z,n > 0). Pron > 0 poloZme
v per partes

u(z) = 2™ v'(x) =e*
n—1

u'(x) =nx v(z) = e”.

Funkce x™ a €® maji spojité derivace v intervalu (—oo,00), proto v tomto
intervalu plati

I, = /x”ez dx = z™e® — n/:c"_le”” dr = z"e® —nl,_1. (8.1)

Dostali jsme tedy rekurentni vzorec, ktery pro n > 0 umoznuje vyjddrit I,
pomoci I, 1, I,_1 pomoci I,,_o, --- a nakonec I; pomoci Iy = fex dx < e*.

Vypoctéme napriklad Iy = [ x?e® dz. Dosazenim do vzorce (8.1) postupné

c c v , ’ v
dostaneme I, = x%e® — 21, I, = xe® — Iy. Zpétnym dosazenim obdriime

I, £ ze® — e a nakonec Iy = x2e® — 2xe® 4 2e* = e (22 — 2z + 2).

1
a+2r dz (n € N). Podle véty 8.6 je

1
K = /m dx = arctgax, pro x € (—oo0,00) a nyni hleddme rekurentni
i

Priklad 8.14 Vypoctéeme K,, = /

formuli podobnou té z prikladu 8.135. Pro n > 1 poloZme v per partes

1
’U,(Jf) = m 'U/(SC) =3
s —2nzx _
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Funk —1 it spojité deri intervalu (— ), proto v t

unkce a x maji spojite aertvace v intervalu (—oo, 0o oto v tom-
(1+x2)” J d ’

to intervalu platz’

K—/ L ma© +2/ G
Y B G =>) e ) D B G o) e S

nyni k citateli v nové vzniklém integrdlu pricteme a odecteme jednicku a poté
integrand rozdélime na dva zlomky

2\ _
éLHn/wm

(14 z2)n (14 z2)ntl
¢ x 1+ a2 1
1+ 22)" + n/ 1 +22)+ (1422 *F
T

< m +2nK,, —2nK,1;

tedy K, = ﬁ +2nK, —2nK, 11 a odtud dostaneme rekurentni vzorec
T 2n —1

Kni1 = + K,. (8.2)

2n(1 + z2)™ 2n

1
Vypocteme napriklad K3 = / ————dx. Dosazenim do rekurentni-
(1+22)3
3
ho wzorce (8.2) postupné dostaneme (pro n = 2) Ki = m 4 ZKQ
1
a (pron =1) Ky = 2(%:52) 4 §K1. Zpétngm dosazenim obdriime Ko =
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gL k
N R —alrc X a nakonec
2 +a2) ' 2778

48 3z 3
+ —arctgx.

iy =
3T 411222 81142 ' 8

1
Priklad 8.15 Vypoctéme / il Y V per partes poloZme
7

u(z) =Inz v'(z) =1
u(z) =1 v(z) =Ilnz

Funkce Inz md spojitou derivaci v intervalu (0,00), proto v tomto intervalu
plati

1 1
/lnx—dxéanx—/—lnxdx. (8.3)

x x
ProtoZe integrand je spojitd funkce, existuje podle véety 8.5 primitivni funkce.

Inz
Muizeme tedy k obéma strandm rovnice (8.3) pricist / —— dz a dostaneme
a

2
2/ln—mdméln2$ nebo-li /ln—md:vé In ac'
B

T 2

7 téchto prikladu je vidét, jak se integrace per partes pouziva. Tuto meto-
du muZeme pouzit pii pocitani integralu [ f(x)da zejména tehdy, podaii-li
se ndm vhodnym zpusobem prevést funkci f na tvar f = uv’ tak, aby inte-
gral [ u/(z)v(z) dz byl jednodussi nez zadany integral. Nékdy je tieba pouzit
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per partes vicekrdt (viz. priklad 8.11) a pritom obéas dospéjeme k rekurent-
nim vzorcum (viz. priklady 8.13 a 8.14). V tomto piipadé nevadi, vyjadii-
umozni vypocitat zadany integral zpétnym dosazovanim, jak jsme vidéli v jiz
zminovaném prikladu 8.13. V nékterych pripadech muzeme napravo dostat
stejny integral jako nalevo — dostaneme tedy rovnici, kde neznamou je zada-
ny integral — a pokud tento integrél existuje, staci tuto rovnici vytesit (viz.
priklad 8.15). Na zavér této Casti si ukdzeme jesté jeden podobny priklad.

Priklad 8.16 Vypoctéme /sinxem dx. V per partes poprvé polozZme
u(z) =sinz v'(x) = e®
u'(z) = cosz v(z) = e”.

Funkce sinz a e® maji spojité derivace v intervalu (—oo,00), proto v tomto
intervalu plati

/Sinx e”dr = sinze® — /cosx e” du. (8.4)
A podruhé v per partes polozZme
u(z) = e” v'(z) =sinz
u'(z) = e” v(x) = — cosz.

Funkce cosx a e® maji spojité derivace v intervalu (—oo,00), proto v tomto
intervalu plati

/sinx e®dr = —cosxe® + /cosx e’ dx. (8.5)
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Oba integrandy jsou spojité funkce, takze k nim podle vety 8.5 existuji primi-
tivnd funkce. Sectenim rovnic (8.4) a (8.5) dostaneme hledany integrdl a jejich
odectenim vypocteme integrdl [ cosxe” dx :

. - ¢ sinxe® — cosxe® - ¢ sinze® + cosxe”
sinz e dr = 5 , cosx e’ dr = 5 .

3. Substituce

Véta 8.17 (O substituci.) Necht f je funkce spojitd v intervalu (a,b), funk-
ce @ necht md v intervalu (o, 8) vlastni derivaci ¢’ a pro kazdé t z intervalu
(o, B) necht p(t) € (a,b). Dosadime-li x = ¢(t), plati v intervalu (o, B) rov-
nice

[r@ds= [ sewewa

Dikaz. Podle véty 8.5 existuje primitivni funkce F' k funkci f v intervalu
(a,b). ¢ ma v intervalu («, 8) vlastni derivaci a funkce F' m4 vlastni derivaci
F'(z) = f(x) v intervalu (a,b). Déle pro kazdé ¢ z intervalu («, ) plati
x = ¢(t) € (a,b). Potom podle véty o derivaci slozené funkce mé funkce
F(p(t)) pro kazdé t z intervalu («, 5) derivaci a plati

(F(e(®))) = F'(0()#'(t) = flot)¢ (2)-
Tedy funkce F(¢) je primitivni funkei k funkei f(¢)p’ v intervalu (o, 8). O
Vétu o substituci mizeme pouzit dvojim zpusobem:

o Mdme-li vypocist integrdl [ f(¢(t))¢’(t)dt a jsou-li splnény piedpo-
klady véty o substituci, mizeme vypocet tohoto integralu prevést na
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vypocet integrélu [ f(z) dz pomoci substituce p(t) = = (¢'(t) dt = dz).
Umime-li nalézt primitivni funkci F' k funkci f, je zadany integral vy-
pocten. Tento postup muzeme struéné naznacit takto:

/ o) () dt < / f(z) dz & F(z) £ F(p(2)).

o Mdame-li vypoéist integral [ f(z)dz v intervalu (a,b), snazime se po-
moci substituce x = p(t) prevést tento integrdl na jednodussi integral
| flp(t)¢(t) dt. Definujme nyni funkei ¢ v intervalu (a,b) tak, aby
pro kazdé z tohoto intervalu platila rovnice ¢(¢)(z)) = z. (Tedy po-
kud je funkce ¢ je rostouci nebo klesajici v intervalu («, ), potom je
funkce 1 inverzni funkef k funkei ¢.) Oznaéime-li symbolem G(¢) pri-
mitivn{ funkei k funkei f(¢(t))¢’ (t), mizeme tento postup schématicky
znazornit takto:

[ @t [ rewe @< 6o £ Gw).

o -q 2%z X S 2 . .o, o Celé4 obrazovka

Nyni si ukazeme tri priklady, které budou ilustrovat pouziti véty o sub-
stituci prvnim zptsobem. Zacatek

St 188
Priklad 8.18 Vypoctéme / sin®tcostdt. Vidime, Ze costdt je diferencid- —

Vyhledavani
lem funkce sint, proto zavedeme substituci x = sint. Potom dx = costdt yoecaen

a predpoklady véty o substituci jsou splnény na intervalu (—oo, 00) a tedy na
tomto intervalu plati

-Zpét -foed
. 3 . 3 e xt . sin* ¢
sin®tcostdt = [ z°dx = T = T Zaviit
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Priklad 8.19 Vypoctéme / flaxz+0b) dx pro a # 0, zname-li primitioni funk-

ct F k funkci f. Vidime, Ze dx je po vyndsobeni cislem a roven diferencidlu
funkce ax + b, proto zavedeme substituci y = ax +b. Potom dy = adx a pred-
poklady vety o substituci jsou splnény na otevreném intervalu, ve kterém je
funkce f spojitd a v tomto intervalu plati

/f(ax‘*‘b)dﬂ?éé/f(a:v—i—b)adxéé/f(y)dyéF((li‘/) éF(W‘f‘b)'

a

Priklad 8.20 Vypoctéme / (1 +x2)nmdac pro n # —1. Vidime, Ze xdz je

po vyndsobeni dvéma diferencidlem funkce 1 + x2, proto zavedeme substituci
y = 1+ 22 Potom dy = 2z dx a predpoklady véty o substituci jsou splnény
na intervalu (—oo,00) a tedy na tomto intervalu pro n # —1 plati

n+1
2\ gl/n o1yt o (1447
/(H”)”’dm_Q V=T 1T etz

Nakonec této ¢asti si nejprve uvedeme jeden priklad na pouziti véty o sub-
stituci druhym zptsobem a v prikladu 8.22 si jesté ukazeme jeden uzitecny
obrat.

Priklad 8.21 Vypoctéme dx. Zavedme substituci y = g (x = 2y).

1
T2 +4
Potom dx = 2dy a predpoklady vety o substituci jsou splnény na intervalu
(—00,00) a tedy na tomto intervalu plati

1 do & 2 d c 1 1 d c 1 . c 1 te T
2 B = 27 + 4 y=3 1 y = jarctgy = Sarctg .
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!

Priklad 8.22 Vypoctéme / J;((x)) dx. Zavedme substituci y = f(x). Potom
x

dy = f'(z) dz a predpoklady véty o substituci jsou splnény v otevieném inter-

valu, ve kterém f' existuje a zdroven je v tomto intervalu f(x) # 0. V takovém

intervalu tedy plati

S@) 4 2 1 =yl =In|f(z
/f( dx—/ydy—l yl < In|f(z)].

x)

Napriklad:

1 2 1
/%—Fl dx = 5 / . f_ 0 dr = . In|2z% + 1| plati v intervalu (—oo, o),

@ sinx @ —sinz @
tgxdr = dx = — dx = —1In | cos z|
cos cos

plati napriklad v intervalu (—g, g) .

Celé obrazovka

4. Souvislost urcitého a neurcitého integralu

Celé obrasovka
Véta 8.23 (O souvislosti primitivni funkce s urcitym integralem.)
Necht a < b a necht existuje integrdl fab f(z)dz. Je-li F spojitd primitivnd
funkce k funkci f v intervalu (a,b), potom plati
b

/ f(@)dz = F(b) — F(a). < | >
:

Dikaz. Ozna¢me Dy, -+, Dy, - -+, posloupnost déleni intervalu [a, b] tako-

vou, %e kazdé déleni D, délf interval [a, b] na m stejnych dilkt. Délicfmi body Zaviit
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déleni D,, jsou tedy body a = zgm < Z1,m < -+ < Tm—1,m < Tm,m = b, kde
(b —
xiym:a—i-u pro t=1,2,---,m,
m
b—a b—
) U(Dm) =

Protoze F' je spojita funkce v intervalu [xi—l,m;xi,m] a ma v intervalu
(®i—1,m, Tim) derivaci f, existuje podle véty o stfedni hodnoté &islo &; », €

a
fiealy ANEg g = 850 — il g = a li_r>n v(Dy,) = 0.
m o0

(Ti—1,m» Tim) tak, Ze proi=1,2,--- ,m plati
s o)) = 10— o) = (6990 = st )l (G = L5 i TG 0
Secteme-li tyto rovnice pro i = 1,2,--- ,m, dostaneme

F(b) — F(a) = F(zm,m) — F(@o,m) = (F(@mm) — F(@m—1,m)) (8.6)

m
H(E(@m-1,m) = F(@m—2,m)) + + (F(21,m) — F(T0,m)) = Z Az f(&iym)-
i=1
Vzhledem k tomu, 7Ze nﬂ}i_r}noov(Dm) =0a &m € (Tim1,m)> Ti;m), jsou tedy M eis obrazovka
splnény predpoklady véty 7.19, takze plati .
acate

m b
W}l_r)noo Zl f(&i,m)Axi,m = /a f(m) dx. Strana 191

Vyhleddvani
Leva strana rovnice (8.6) nezévisi na m a tedy

Vpred

m b
F() - F(o) = lim Y F(6m)Asin = | f(a)da. =
=1 @

Zavrit

Ukoncit

O
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b a
Poznamka 8.24 Pro a > b, bylo definovdno / flz)dx = —/ f(z) dx,
a b
a podle vety 8.23 dostaneme —/ f(z)dz = F(b) — F(a). Tedy opét mdme
b

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a) a véta 8.23 plati i pro a > b. Rozdil F(b) — F(a)

b

budeme krdatce znacit symbolem [F(x)],.

Véta 8.23 nam tedy dava jednoduchy navod pro vypocet urcitého inte-
gralu pomoci primitivni funkce. Kombinaci véty 8.23 s per partes a s vétou
o substituci dostaneme nasledujici dveé véty:

Véta 8.25 Necht funkce u a v maji v intervalu (a,b) spojité derivace potom

b b
v intervalu (a,b) platz’/ u(x)v' (x) dx = [u(x)v(x)]’ —/ v (x)v(x) dx.

Véta 8.26 Necht f je funkce spojitd v intervalu (a,b), funkce ¢ necht md
v intervalu (a, B) spojitou derivaci ¢’ a pro kazZdé t z intervalu [o, B] necht
©(t) € [a,b]. Polozime-li a = ¢(a) a b= p(B), plati vztah

b B
[ tax= [ e wa

Priklad 8.27 Vypoctéme / —2x? sin(2x) dz. Ve vété 8.25 polozme
0

u(z) =22 o'(z) = —2sin(22)

u'(z) =2  v(z) = cos(2x).

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 192

Vyhledavani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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Punkce z2 a cosz maji spojité derivace v intervalu (—oo,00), proto v tomto

intervalu plati
/W—Q:L'Q sin(2z) do = [2? cos(2:v)]g—/ﬂ2x cos(2z) dx = 7r2—/ﬂ2:1: cos(2z) dx.
0 0 0
K vypoctu integrdlu napravo opét pouzijeme vetu 8.25. Polozme
u(z) =z v'(x) =2cos(2z)
u(z)=1 w(x)=sin(2x).

Funkce x, sinx maji spojité derivace v intervalu (—oo,00), proto v tomto
intervalu plati

/0 "on cos(2z) dx = [z sin(2x)]] — /0 . sin(2z) dz = 0 + [COS;%)]: —a

Celkem tedy dostaneme

s s
/ —2x? sin(2x) dz = 7% — / 22 cos(2x) dx = 7% — 0 = 7. Celé obrazovka
0 0
Zacatek
2
.. " zdx
Priklad 8.28 Vypoctéme / —. Strana 193
1 (22 +1)2
Pouzijeme-li substituci x> +1 = @(x) = t, potom roste-li x od 1 do 2, roste Vyhledévani
it od?2 dob (tedy (1) =2 a ¢(2) =5). Ddle je 2z dx = dt a muZeme tedy
pouzit vétu 8.26

[t =3 [ 4= o

22 +1)2 t2

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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Jak nesmime pouzivat vétu 8.26, ukdzeme na nasledujicich dvou prikla-
dech.

4
Priklad 8.29 Integrdl / Va2 — 1dz nelze pocitat pomoci substituce r =
0
sin z, protoze pro zZadny interval o < z < 8 nebude x = sin z probihat interval

[1,4]. Dany integrdl lze Tesit napriklad pomoci substituce Vz? — 1 = z — .

1+tg?x
1+ k2tg?x
moci substituce tgx = z, protoZe funkce tgz je v intervalu [0, 7] nespojitd

s
Priklad 8.30 Integrdl / dx (pro k > 1) nelze integrovat po-
0

v bodé © = g Pozdéji wvidime, Ze tento problém lze obejit rozdélenim tohoto

integrdlu na dva — proni budeme integrovat od 0 do g a druhy od g do m.

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 194

Vyhledavani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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KAPITOLA 9

Integrace vybranych funkci

1. Integrace racionalnich funkci

Zacneme tim, ze uvedeme nékolik pojmu a poznatki z algebry.

Definice 9.1 Necht n je celé nezdaporné cislo a ag, ai, -+, Gn—1, an € R, Ol el

potom (realny) polynom definujeme predpisem
1 1 @ Zacatek
Q) :=apa”™ + ap—12" " + -+ a1z + apx”,

Strana 195

Rikdme, Ze polynom Q je n-tého stupné, je-li 2" nejuyssi mocnina, kterd je
v polynomu @ ndsobena koeficientem a,, # 0. Vyhledévani

Definice 9.2 Necht P a Q jsou dva polynomy a Q neni identicky roven nule,

P Zpét | Vpred
potom raciondlni funkci definujeme predpisem R(x) := QEx§ -
x Zavrit

Ukoncit
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V této kapitole se nauc¢ime integrovat racionalni funkce. Nejprve je s po-
moci nasledujicich tfech vét prevedeme na soucet jednodussich funkei, které
jiz umime integrovat.

Véta 9.3 (Rozklad redlného polynomu.) Necht Q je redlny polynom.
Potom pro vsechna x € R plati rovnice

Q(x) = an(z—a1) ™ (z—a9)" - - (z—a) ™ (P +p12—q1)** - - - (B> +prz—q)*,

kde ry,--- Tk, 81, , S jsou celd kladnd cisla. Polynomy
r—aQi, T— Qg ,T — Qf, x2+p1$_Q17"' 7$2+pl$_QZ
2
jsou redlné, navzdjem rizné a pro i = 1,2,--- |1 plati % —q; < 0. (Tedy

polynomy druhého stupné nemaji redlné koreny a nelze je rozloZit na soucin
dvou redlngch polynomai prvniho stupné.)

Piiklad 9.4 27 4 22° 4+ 23 = 23(2* + 222 + 1) = 23(2? + 1)%

Véta 9.5 (Déleni polynomi.) Necht stuper polynomu P je vétsi nebo ro-

ven stupni polynomu Q. Neni-li polynom Q identicky roven nule, potom exis-

tuje prave jeden polynom Py tak, Ze polynom P, definovany predpisem
Py(z) := P(z) — P1(z)Q(x)

ma nizsi stupen nez polynom Q. Polynomy Py a Py spocitame délenim poly-
nomu P polynomem Q. Tedy Py je podil a Py zbytek, nebo-li plati rovnost
P(x Pz
@) _ py () + 222,
Q(z) Q(z)

@

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 196

Vyhledavani

Zpét | Vpred
Zavrit

Ukoncit
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22 +222 +x+1
2 —x+1

Vezmeme clen s nejuétsi mocninou v citateli a vydelime ho clenem s nej-
vetsT mocninou ve jmenovateli (ac3 / z? = :v) . Tento podil vyndsobime jme-
novatelem (2% — x + 1) a soucin (x® — 2% + x) odecteme od Citatele — tedy
(23 + 222+ 1+ 1) — (2® — 2% + ) = 322 + 1, nebo-li

R R SRl 3z% +1
22—z+1 T _aql
Snizili jsme tedy stupern polynomu v citateli. Takto budeme pokracovat ddle
dokud bude stuperi polynomu v citateli vetsi nebo roven stupmi polynomu ve
jmenovateli. Zpét k prikladu. Opét vezmeme clen s nejuétsi mocninou v citateli
a vydelime ho c¢lenem s nejuetsi mocninou ve jmenovatels (31:2/a:2 = 3) . Tento
podil vyndsobime jmenovatelem (2% —x+1) a vysledek (3z2 —3x +3) odecteme
od citatele — tedy (322 + 1) — (322 — 3z + 3) = 3z — 2. Celkem mdme
B +22+z+1 322 +1 3z —2

= 3 _
2 —z+1 x 2 —z+1 o +x2—x—|—1

Priklad 9.6 Spoctéme podil

Tento postup mizZeme prehledné zapsat pomoci schématu:

3z —2
(+23 4222+ z+1) : (2?2 —2x+ 1) =z + 3+ P p———
—z3+ 22— =z
322 +1
—32%+3z-3

3z—2 (zbytek)

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 197

Vyhleddvani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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Staci tedy, budeme-li umét rozlozit na soucet jednodussich funkci racio-
nalni funkce, jejichz ¢itatel ma nizsi stupen nez jmenovatel. Nasledujici véta
zajistuje existenci tohoto rozkladu.

Véta 9.7 (O rozkladu na parcidlni zlomky.) Necht
Q@) = an(z—01)™ (x—02)? - (z—ap)™* (22 +prx—q1)° - - - (22 4prz—q))%,
kderla sty Ty S1, 000, SI EN; Qpy, Qqy 0y Ok, P1, * 5 Pl 41, 0 5 4l ER;
an # 0. Polynomy

T — 01, T—Qg, " ,T — Qf, $2+p1$_(J1,"' 7w2+plx_QZ

2
jsou redlné, navzdjem ruzné a proi =1,2,--- 1 plati Py —q; < 0. Ddle necht
P je redlny polynom, jehoz stupen je nizsi nez stupen polynomu Q. Potom

existuji redlnd cisla A7r, A=t .o AL AT20 ATl DAL e ATE

19 r17 99 99 T
A::_lv "',A,},k, "'7M§11aN§117M‘:11_17N‘:11_17 "'7M5117N511a "'7M;lla
Ng, M3t Na=t ... M, Nj tak, Ze pro viechna x jeZ nejsou koreny
polynomu @ plati rovnice
P@) __ An Apt LA
Qlx) (x—a)  (z—an)n~! T—o
Az Aptt L AL
(x—ap)™  (x— a1 T — ay
Mz + N§ M1z + N5t N M} z+ N}
(2 +pz—q) (224 px—q)s ! 2+ p1x—q
Myo+ Ny  MyTa4 Ny Mot N}
(2 +px—q)% (22 4+ px—q)s1 22 + piz — g

@

Celd obrazovka
Zacatek
Strana 198

Vyhledavani

Zpét | Vpred
Zavrit

Ukoncit
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6 _ .5 2
Priklad 9.8 Rozlozme funkci 507 —2° +24a” — 9 +9
x3(z2 + 3)2

Polynom z? + 3 nemd redlné korveny a stupen Citatele je mensi neZ stuper
jmenovatele, takze rozklad parcidlni zlomky md tento tvar
5m6—m5+24x2—9x+9_A+B+C’+Dx+E Fz+G
x3(x? + 3)2 T3 22z (2243)2 2243
Tuto rovnost vyndsobime jmenovatelem z3(x? + 3)? a dostaneme
528 —2° + 2402 — 92+ 9 = A(z?+3)? 4+ Bx(2? + 3)2 + Cx?(2? + 3)2
+ (Dz+E)2®+ (Fx +G)(2*> +3)z3.  (9.1)
Nezndmé koeficienty A, B, C, D, E, F a G urcime kombinaci dosazovaci
metody (postupné dosazujeme redlné koreny jmenovatele a v pripadé, Ze je
néktery redlny koren n-ndsobny, dosazujeme postupné do vsech derivaci az do
7ddu n — 1) a metody neurcitych koeficientit (porovndvdnim koeficienti
u stejngch mocnin). Nejprve spocteme koeficienty A, B a C' dosazovaci me-
todou. Nula je trojndsobnym korenem jmenovatele, takZe jejim dosazenim do
rovnice (9.1) obdrzime
9=94 nebo-li A=1.
Potom spocteme derivaci obou stran rovnice (9.1) v bodé nula

-9=9B nebo-li B=-1

na parcialni zlomky.

a nakonec spocteme druhou derivaci obou stran rovnice (9.1) v bodé nula
48 = 12A 4+ 18C tedy C=2.

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 199

Vyhleddvani

Zpét | Vpred
Zavrit

Ukoncit
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Ostatni koeficienty urcime metodou neurcitjch koeficientu. Nejprve dosadime
vypoctené koeficienty A, B a C' do rovnice (9.1)
525 — 2® + 2422 — 9z + 9 = (2% + 3)? — z(2® + 3)% + 22%(2? + 3)?
+(Dz + E)x3 + (Fz + G)(2® + 3)2°
=t +62%+9 — (2° + 62° + 9z) + 225 + 122* + 1822
+(Dz + E)z® + (Fz + G)(z® + 3)3.
Vsechny cleny prevedeme na levou stranu
328 —13z% + 62 = Dz + Ex® + (Fz + G23)(2? + 3)
Dz* + Ex® + Fz5 + 3Fz* + G2° + 3G=*
& (B3-F)2°—-Gz°+(D+3F+13)z* + (6 — E —3G)z> = 0.
Porovndnim koeficienti u stejnijch mocnin dostaneme ndsledugjici rovnice:

3=F 0=G, -13=D+3F, 6=EFE+3G.

Tedy F=3, G=0, D=-22, E=6.

Celkem tedy mame

5z —2® 4+ 2422 -9z +9 1 1 2 -22z+6 3z
R )

Chceme-li integrovat racionalni funkci, tak nejprve ovérime, zda-li je stu-
pen polynomu v citateli mensi nez stupen polynomu ve jmenovateli. Pokud _“
ano, tak ji rozlozime na parcialni zlomky. V pripadé, ze je stupen polynomu
ve jmenovateli mensi nebo roven stupni polynomu v citateli, tak vydélime
Citatele jmenovatelem a vyslednou racionalni funkci opét rozlozime na par-
cialni zlomky. Po rozkladu na parcidlni zlomky mohou vzniknout tii typy



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

funkei, jednak je to polynom, ten integrovat umime (véta 8.6) a jednak jsou
to integraly ve tvaru
A M N
/ —— dx, / QL dx n €N,
(z—a)" (2% +pr + )"
2
kde % — g < 0. Déle podle véty 8.6 plati

/dei— A 1 ron > 1
(r—a)® ~  n—-1(z—a)! & ’

LdméAlnkv—oA pron =1,
(z —a)"

v kazdém intervalu neobsahujicim bod «a. Zbyva tedy spocitat treti integral.
Postup jeho vypoctu si ukdazeme v nasledujicim prikladu.

Mz + N 2

Priklad 9.9 Spocteme /m dx, kde pz —g<0aneN.

Derivace funkce * + pz + q je 2z + p. To vyuijeme k rozdélent zadaného || obrazovka

integrdlu na dva tak, aby jeden obsahoval ndsobek 2z + p a druhy neobsahoval
M (2 M
linedrni ¢len. Plati Mx + N = # + N — et P8 tedy mdame
/ Mo+ N M/ % + p / (N — Mp)dz_
e AL — ——— ax — o .
(22 + px + )" 2 ) (@2 +pr+q 2(x2 + pr + )" RS

Pruni integrdl spocteme substituci 2 + px + q = t, potom (2x+p)dr=dt a Zpét

Vpred

/ 2x +p d /dt . -1 . -1 —

—_— a‘/’ = _— = = .

(# +pe + )" =Dt (= T)(e? +prt )
Ukoncit
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Druhy integrdl v (9.2) prevedeme na integrdl / ﬁ dt (viz. pri-
klad 8.1/) doplnénim pronich dvou clent v x2 + px + q na ctverec
2+ pr+q= <x2—|—2§+1§> —Zj;—i—q: <x+§)2+q—1§.
Potom volime substituci y = x + g a tedy dy = dx
2N—Mp/ dx £2N—Mp/ dy
2 (22 +px + @)™ 2

2 p2\"
e

/ 2 / 2
Zvolime-li substituci t\/q — pZ =y, je dt\/q — pz = dy (podle predpokladu
3

je q+ % > 0) a ve jmenovateli dostaneme
2\ " 2 2\ " 2\ "
2, P _ PV P (o 2 n
(y ta 4 ) <<q 4 > O 4 > (q 4 ) (t - 1) ' Cel4 obrazovka
2N — Mp / dax 2N — Mp / dy Harsiiels
2 (x2 +px+q)™ 2

<y2 +q— Iﬁ)n Strana 202
4

Vyhleddvani

2 2\ "™ = = 2 4 1)n°
= %) @ g(gom)THS D -

é2N—Mp/ Va-gdt 2N—Mp/ dt
( (

1 Vpred

Tento integrdal muzeme spocitat podle vzoru v prikladu 8.1/ a tedy umime
spocitat i integral (9.2).

Zavrit

Ukoncit
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Umime tedy vypocitat integral libovolné realné racionédlni funkce, pokud
ji ovsem dokazeme rozlozit na parcialni zlomky. Problém je hlavné rozklad
polynomu ve jmenovateli na souc¢in kvadratickych a linedarnich ¢lent. Vysledek
plati v kazdém intervalu neobsahujicim zadny korfen polynomu ve jmenovateli.
Ukazeme si to na konkrétnim prikladu.

528 — 2% +242% — 9z + 9
Priklad 9.10 Spoctéme integral dx.
! ¢ / (a2 + 3)2
V prikladu 9.8 jsme nasli rozklad integrandu na parcidlni zlomky. TakZe
/5x6—x5+24x2—9a:+9
x3(x? + 3)2

1 1 2 —22x + 6 3z
— [ —de— | =4 24 Ty 2T g (0.
/x3 T /x2 a:—i—/x x+/(x2+3)2 x+/m2+3 z. (9.3)

Nejobtiznéjst je vypocet integrdlu ze ctvrtého scitance. Nejprve ho rozloZime

na soucet dvou jednodussich integrdli tak, aby citatel pruniho integrdlu byl
ndsobkem derivace funkce x> + 3 a druhy citatel obsahoval pouze konstantu

—22x + 6 2z dx
———de=-11 [ ————=d 6| ——. 9.4
e L e S R rs
Proni integrdl vypocteme pomoci substituce z = x? + 3 (dz = 2xdx) a druhy
pomoci substituce © = t\/3 (de = dt\/§) prevedeme na rekurentni vzorec (8.2)

2z c dz 11 . 11
1 = _gee o [t
/(a:2+3)2 * /22 z2+3

dx . V3dt . 2V3 dt
o[ e =t @ 1w

T

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 203

Vyhleddvani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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1 c 0 1
m dx = m + iarctgt

a po dosazeni do rovnosti (9.4) dostaneme

—22x + 6 c 11 T V3 V3z

————dr=———+ ——— + —arctg ——. 9.5

/(w2+3)2 P 3 Zia 3 B3 (9:5)
Integrdl pdtého séitance z (9.3) vypocteme podobné jako predchozi integrdl
pomoci substituce z = x® + 3 (dz = 2z dz), obdrZime
3z c 3 dz c 3 @ 3 2

Integrdly proni 71 séitanci z (9.3) nend treba podrobné rozebirat. Ddle dosa-
dime vysledek predchozi integrace a vysledek z (9.5). Celkem mame

Podle rekurentniho vzorce (8.2) mame /

528 — 2% + 2422 — 9z + 9 @ 1 1
dr =21 - — —
/ x3(x2 + 3)2 * ) o w2
11 x V3 V3z 3 9
+—x2+3+$2+3+?arctg—3 +5ln(:c + 3),
na kazdém intervalu, ktery neobsahuje nulu.
2. Integrace dalsich vybranych funkci
V této ¢asti bude symbol R(u,v) znaéit raciondlni funkeci proménnych u a v.
iy < | >
Integral typu / R (x, (axi— d> ) dz, Vpred
cr
Zavrit

kde s € N, s > 1, Ize prevést substituci

Ukoncit
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ax+b

= (i, 9.6
cx+d (96)
na integral racionalni funkce proménné t.
1
V2 3
Priklad 9.11 Spoctéme integrdl yirtora dz.
1V2r+3—=x

t
Pouzijeme substituci (9.6) 2z +3 = t, nebo-li 2z + 3 = t2, z =

2
adx =tdt
' Vm+3+a R o £ V5 212 4 13 — 3¢
1V2x+3—=x e = 1 2t —t2 + 3

a po rozkladu na parcidlni zlomky dostaneme
/5 9 1 2 Ve
:/ (—t—4— —+—> dt = [—5 —4t—91n|t—3|+ln|t+1|]
1

1
z—g—4\/3—91n(3—\/3)+1n(\/3+1)+§+4+91n2—1n2
=2-4vV5-9In(3 - v5) + In(v5+ 1) +8In2.

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 205
Vyhleddvani

Integral typu /R (x, Vazr? + bx + c)) dz,

kde a > 0 a polynom az? + bz + ¢ ma dva rizné koteny (jinak bychom Zpét
mohli odmocnit a dostali bychom raciondlni funkci). Tyto integraly pocitdme
pomoci tzv. Eulerovy substituce Zaviit

Vpred

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

Vax? +bx + ¢ = +y/ax + t. (9.7)

Znaménko v substituci volime tak, abychom si co nejvice usnadnili praci.
dx

T+Vai+tz—1
Pouzijeme substituci (9.7) vVa? +x — 1 = —z+t, po umocnéni dostaneme
2?2 +x — 1= 2% — 22t + t? nebo-li x + 2xt = t2 + 1. Potom

Priklad 9.12 Spoctéme integral /

2 +1 20(1+2t)— (#2+1)2 22 +2t—2
k= + , dr = 1420 - (E+1) _ 2t dt
1+ 2t (14 2t)2 (1+2t)2
. / du e 2t2+2t—2dt

z+vaei+z—1 t(1+2t)2

Po rozkladu na parcidlni zlomky dostaneme

£/—_2+ 5 .5 £_2h1|t|+5ln|1+2t|_ 5
)t 142t (14202 2 2(1 +2t)

c 5 Celé4 obrazovka
:—21n‘x+\/x2+x—1‘+51n’1+2x+2\/:1:2+:r—1‘
5

Zacatek

2142z +2vV2a2 +z— 1) SRy

Jesté urcime obor platnosti. Koreny polynomu pod odmocninou jsou x1o = Vyhledavan{

-1+£+5 , ) -1++5 -1-+/5

— ¢ tedy odmocnina md smysl prox > ———— aproxr < ————.

A protoze argumenty logaritmi nemeéni znaménko na definicnim oboru od-
: . y 145 -1-5 ”

mocniny, tvori obor platnosti intervaly —5 @) a0 ———|.
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Integral typu /R (m, Vax? + bx + c)) dx,

kde a < 0 a polynom ax? 4 bz + ¢ mé dva riizné redlné koreny « a 3 spliiujici
nerovnost o < f (v opacném piipadé by neexistovala redlnd odmocnina).
Tedy defini¢n{ obor odmocniny je [«, 8] a plati

ar’ + bz +c=ax—a)(r — B) = —alz — a)(B — x),

kde vsichni tri ¢initelé jsou kladna c¢isla. Potom

Vax? +bx+c=+/—a(z — a)(6 — x)
:\/—a(m—a)zi_;z: —a(x —a) p-z

e
a zavedeme tzv. Eulerovu substituci

S o9

Celé obrazovka

d
Priklad 9.13 Spoctéme integral / —x’ pro x € (1,3). Zacatek
V—x? +4x —3
Protoze Strana 207
—22 445 -3=—-1(z - 1)(z —3) = (z — 1)(3 — ), Vyhledévén{

je na intervalu (1,3) —1>0a 3—x > 0. MiZeme tedy psdt

3—x Zpét | Vpred
x—1

V22442 -3=+/(z-1)B3—2z)=(x—1)

Zavrit
Pouzijeme substituci (9.8)
Ukoncit
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33—z 3—x 5

)

z—1 z—1
Po vyndsobeni posledni rovnice vijrazem (x — 1) vyjdadrime x
3+¢ —4tdt
r = ——— X = ————.
1412’ (1+1¢2)2

Potom

/ dx _ dx _ —4t dt
V=i tdz—3 _ 3w 2)2 (3422 _
2?2 +4x -3 (€ —1),/3=2 (141t2) Gﬁi 1) "

—/ —4 di ——2/ di = _2arctgt = —2arct S-a
T JiteBre—1-82) 1+e 50 = EVz—1

P, (z)dx

Vo2 +rr+s
kde P, je polynom n-tého stupné. Potom na intervalu, kde je pz?+rz+s > 0,
muzeme pouzit tzv. Ostrogradského vzorce:

P, (x)dx kdx

/px2+rx+s V/px2 frx+s

kde @,,—1 je polynom (n — 1)-niho stupné a k je konstanta. Polynom Q,,—;
a konstantu k urc¢ime ze vztahu

Integral typu
= Qu-1(%)V/Px2 +1x+5+

(9.9)

P.(x) = Q. ,(x)(px® +rx +s) + %Qn,l(x)(pr +r)+k (9.10)

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 208

Vyhledavani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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metodou neurcitych koeficientii. Ostrogradského vzorec dostaneme, vydélime-
-1i rovnici (9.10) vyrazem /px? + rx + s a ndsledné ji zintegrujeme.

4
z* dx
Priklad 9.14 Spoctéme inte rdl/—, ro |x| < 1.
4 J i Prolal

Dosadime-lin = 4, Py(z) = 2*, Q3 = az® + bz’ +cx+d,p=—1,7=0
as=1 do vztahu (9.10), mdme
z* = (3az® 4 2bz + ¢)(1 — 22) — (ax® + bx® +cx + d)z + k
a porovndnim koeficientu u stejngch mocnin dostaneme
c+k=0, 20—d=0, 3a—c—c=0, —-20—b=0, —-3a—a=1
a tedy

1 3 3
= —— =] = —— = k = —.
a 7 b=0, c 3 d =0, 3
) 1, 3 1 3 )
Dosazenim Q3 = ——x° — 3% = —§(2x +3) ak = 3 do Ostrogradského

vzorce (9.9) obdrzime

4
xédr . 1, 4 3 / dx

i s FIVI—atHg | e
m 8( + ) + S m Zacatek

Integral typu /R (cosz,sinz) du. _“

Zpét | Vpred

Zde k cili vzdy vede substituce
Zavrit

tg X _ t pro x € (—m,m). (9.11)

:

c 1
< _g(zx?’ +3)V1—22+ garcsinx.
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Uzitim zakladnich vztahti mezi trigonometrickymi funkcemi dostaneme

5 47 sin2§ 1—(3052% 5 & 1 1
tg® - = = ] cos” - = = ,
2 cos?% cos? 3 2 1+4+tg?% 14142
2 1—¢2
cosm:cos2£—sin2§=2(:oszg—1=1+t2 :1+—t2’
sin;v—2sinxcosx—2t xCOSQw— 2t
T oSllg sy = A s = T
T arctgt d 2dt
— = ar o= .
2 st 1+12
Dohromady tedy mame vzorce
. 2t 1—t? 2dt
el S oo s = =y dx = i e (9.12)

2 1 —si
Priklad 9.15 Spoctéme integral / - S
o l-+cosx

Pouzitim substituce (9.11) a vztahi (9.12) mdme

/% 1-sino /tg% 1- 3% 24t /1 14422t 2dt
— ‘T: — —
o l+cosx beo 14 12142 o 1+t2+1—121+1¢2

g0 1+t2
1 2 1
142 -2 2t -
= T T 1- = dt=[t—-In(1+)]' =1-In2.
/0 1+ 2 /0 T =t -+, .

Substituce (9.11) sice vzdy vede k racionalizaci funkce R (cosz,sinz),
ale vznikla racionalni funkce byva vétsinou znacné slozita. Proto v nékte-
rych specialnich pripadech byva vyhodnéjsi pouzit jiné substituce. Jde o tyto
pripady:

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 210

Vyhleddvani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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o Je-li R (cosx,sinx) = —R (cosx, —sinx), volime substituci cosz = t.
o Je-li R(cosx,sinx) = —R (— cosx,sinx), volime substituci sinz = ¢.

o Je-li R (cosx,sinx) = R (— cosx, — sinx), volime substituci tgz = ¢ pro
ze (=5 3):

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 211

Vyhledavani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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KApPITOLA 10

Dodatky a aplikace

1. Nevlastni integraly

Dosud jsme urcity integral definovali pouze pro omezené funkce na omezeném
intervalu [a, b]. Tuto definici nyni rozsifime i na neomezené intervaly a pro
neomezené funkce.

Celé obrazovka

Celd obrasovka

Je-li a < b a existuje-li uréity integral funkce f na intervalu [a, b], potom

je podle véty 7.26 integral F(y) = / ’ f(z) dz spojitou funkci proménné y
v intervalu [a, b] a plati F(b) = ylir})l* ;’(y), nebo-li
’ ) <>

Jim [ f@)do = lim (Ply) ~ P@) = FO) ~ P@) = [ f(a)da.

Zavrit

Ukoncit
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Mize se vsak stat, ze limita vlevo existuje, i kdyz urc¢ity integral vpravo nee-
xistuje. V takovém pripadé rozsiifime definici urc¢itého integrélu pravé limitou
vlevo. Podobné budeme postupovat i v pripadé dolni meze a v pripadé, ze
néktera z téchto mezi neni omezena.

Definice 10.1 Necht a < b a necht funkce f md pro Yy € [a,b) Riemanniv
Y y

integrdl / f(z) dz. Ezistuje-li vlastni limita lilil f(x) dz, nazveme tuto
a Yy—0o—

a
limitu zobecnénym Riemannovym integralem funkce f od a do b.

Definice 10.2 Necht a < b a necht funkce f md pro Yy € (a,b] Riemanniv
b b

integrdl / f(z) dx. Ezistuje-li vlastni limita lim+ / f(z) dx, nazveme tuto
y y—at Jy

limitu zobecnénym Riemannovym integralem funkce f od a do b.

Definice 10.3 Necht je dano c¢islo a a necht funkce f md proVy > a Rieman-
y y
niv integrdl / f(z) dx. Existuje-li vlastni limita lim f(z)dx, nazveme
Y—00

a
tuto limitu zobecnénym Riemannovym integralem funkce f od a do oco.

Definice 10.4 Necht je ddno c¢islo a a necht funkce f md proVy < a Rieman-
a a
niv integrdl / f(z) dx. Existuje-li vlastni limita lim / f(z) dx, nazveme
y Y=oy

tuto limitu zobecnénym Riemannovym integralem funkce f od —oo do
a.

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 213

Vyhledavani

Zpét | Vpred
Zavrit

Ukoncit
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dz
iz

neni omezend v bodé r = 1, takZe nemd Riemanniv inte-

1
Priklad 10.5 Spocitejme integrdl /
0

Funkce
—x
grdl od 0 do 1. Nicméné pro Yy € [0,1) Riemanniv integrdl existuje a plati

Yo dx
— /1 — 2.
/0 Vv1—=z v+t

A protoze lim /1 —y =0, existuje i zobecnény Riemanniv integrdl
y—1—

/01\/1‘if_x: lim (-2y/T-y+2) =2

y—1-

Pokud bod b, ve kterém neni integrand omezeny, lezi uvnitt intervalu [a, c]
(pres ktery integrujeme), nabizi se nasledujici myslenka: Rozdélime interval
[a,c] na dva intervaly [a,b] a [b,¢] a na obou téchto intervalech spoéteme
zobecnény Riemanntv integral. V pripadé, ze oba integraly existuji, potom
existuje i zobecnény Riemanniv integrdl na intervalu [a, c] a rovnd se jejich
souctu. Stejnym zpusobem muzeme postupovat i v piipadé, ze bod, v nichz Zacatek
neni integrand omezeny, je vice.

Celé obrazovka

Strana 214

1
dx o
Priklad 10.6 Spocitejme integrdl / Vyhledévini

o V22

neni omezend v bodé x = 0, takZe nemd Riemanniuv integral

Funkce —

X Zpét | Vpred
od —1 do 1. Nicméné pro Vy € [—1,0) Riemanniv integrdl existuje a plati

Zavrit

Ukoncit
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Y dx oY
_1\3/7:[3\/5]_1—3%"'3

a také pro Yy € (0,1] existuje Riemanniv integrdl a plati

L dx

7o [3¢/z], =3 -3y,
Yy

A protoze lim ¥y = lim ¥y =0, existuje i zobecneny Riemanniv integrdl
y—0— y—0t

1 0 1
dx dx dx
= + = lim B3y +3)+ lim (3—33%y) =6.
Love= L7, v o omeds jim @-aum)

y—0—

°° dx
Priklad 10.7 Spocitejme inte m’l/ —_——.
PO T ) e @ D@ 49
Interval (—oo0,00) neni omezeny, takZe Riemanniv integrdl neexistuje.

Nicméné pro 0 < y < co Riemanniv integrdl existuje a plati
Cela obrazovka

v dx 1 /Y 1 1 d
- = = _ — ———adx v .
9 (x2 + 1)(1.2 + 4) 3 o 2241 221 4 Zacatek
y 1 Strana 215

1
=3 [2 arctgx — arctg E} (2 arctgy — arctg g)

2lo 6 Vyhledavani
a také pro —oo < y < 0 Riemanniv integrdl existuje a plati
0
dx 1 210 1 y
—————— = — |2arctgx — t—] =—< tg = — 2arct ) 5 ™
/y @+ 1)@ +4) 6 [ arctgz — arctg o .76 arctg o arctgy Vpred

Zavrit

Ukoncit
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A protoZe lim <2arctgy—arctg Q) = lim (—2arctgy+arctgg> = z,
y—roo 2 2 2

——o00
. . . v 7’ . o . 7z y
existuje i zobecnény Riemanniv integrdl

o dx o0 dx 0 dx
/_oo @+ 1)@z +4) /0 (22 +1)(2% + 4) - /—oo (22 +1)(z* + 4)

1 1
=5 yll)ngo <2arctgy — arctg %) + 5 yEIEloo (—Qarctgy + arctg g) = %

1
d
Priklad 10.8 Spocitejme integrdl / &
o T

1
Funkce — neni omezend v bodé x = 0, takze nemd Riemanniv integrdl od

T

0 do 1. Ddle pro Yy € (0,1] Riemanniv integrdl existuje a plati
L dx
— =—Iny.
Yy

Ale lim —Iny = oo, neexistuje tedy ani zobecnény Riemanniv integrdl.
y—0+ Cel4 obrazovka

. , 2 Zacatek
2. Obsah rovinnych obrazcia

Strana 216
Zavedeni urcitého integralu bylo motivovano problémem vypoctu obsahu plo-

chy, ohranicené osou z, pfimkami z = a a z = b (a < b) a nezdpornou Vyhledévéni

omezenou funkei f a tento problém nds privedl k zavedeni (zobecnéného) Ri-

emannova integralu funkce f pres interval [a, b]. Oznacime-li prislusny obsah

symbolem S(a, b, f), potom pozadujeme, aby byly splnény tyto pozadavky Zpet

o S(a,b, f) > 0 pro libovolny interval [a,b] a libovolnou nezipor-
nou omezenou funkci f na intervalu [a, b],

Vpred

Zavrit

Ukoncit
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o je-li a < c<b, je S(a,b, f) = S(a,c, f) + S(c,b, f) pro libovolnou
neziapornou omezenou funkci f na intervalu [a, b],

o je-lia<c<d<b, je S(cd,g) <S(a,b,f) pro libovolné neziapor-
né omezené funkce f a g spliujici nerovnost g(z) < f(x) pro
vSechna z € [¢,d],

o S(a,b, f) = (b— a)c pro libovolny interval [a,b] a libovolnou ne-
zapornou konstantni funkci f(xz) = ¢ na intervalu [a, b].

Véta 10.9 (Obsah plochy pod grafem nezaporné funkce.) Obsah
S(a,b, f) obrazce ohraniceného osou x, primkami x = a, x =b (a < b) a ne-

b
zdpornou spojitou funkct f na intervalu [a, b] je roven S(a,b, f) = / f(z)dx.
a
b
Dikaz. Snadno si rozmyslime, ze integral / f(z) dx spliiuje vSechny cty-

i podminky kladené na obsah plochy. Déle oznaéme Dy, -+, Dpy -+,
posloupnost déleni intervalu [a,b] takovou, Ze kazdé déleni D,, déli inter-
val [a,b] na m stejnych dilka. Délicimi body déleni D,, jsou tedy body
@ = T gp € Bl gp L °°° L Bl g T Bp,gip = ) IOkE

(b
ﬂci,m=a+u pro ¢=1,2,--- ,m,
m
b—a b—a .
tedy AZim = Tim — Ticim = ——, V(D) = a lim v(D,,) = 0.
m m m—r o0

Potom pro kazdé déleni plati

$(Dm) < S(a,b, f) < S(Dm).

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 217

Vyhleddvani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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Vzhledem k tomu, Ze funkce f je spojitd na intervalu [a,b], existuje urci-
ty integral funkce f od a do b a rovnd se dolnimu a hornimu Riemannovu
integralu a tedy podle vét 7.14 a 7.15 plati:

b b
[ @)= lim s(7,Dm) < S(ab.) < lim S(.Dm) = [ fla)da.
O

Podobné bychom mohli odvodit vétu:

Véta 10.10 (Obsah plochy nad grafem nekladné funkce.) Obsah
S(a,b, f) obrazce ohraniceného osou x, primkami v = a, * = b (a < b)
a nekladnou spojitou funkci f na intervalu [a,b] je roven

b
S(a.b,f) = [ ~f(a)da.
Ostatni pripady dostaneme vhodnou kombinaci predchozich dvou vét.

Ukéazeme si to na nékolika prikladech. Cel4 obrazovka

Priklad 10.11 Spocitejme obsah kruhu. Zaditek

Kruznice je popsdna rovnici 22 +y? = R%, kde R > 0 je polomér kruZnice.
Explicitni vyjddrent krivky pro horni polovinu kruznice je y = v/ R? — 22 pro
x € [=R, R]. Tedy obsah horni poloviny kruhu je roven Vyhledévén{

R
/ VvV R?2 — z2dx.
R

Ezxplicitni vyjddrent krivky pro dolni polovinu kruznice je y = —v R% — x2 pro
x € [-R, R]. Zde je dolni hranice tvorena zapornou funkct, takZe obsah nad

Strana 218

Vpred

Zpét
Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

ni je roven
R
/ — (—\/R2 - :1:2) dz.
-R
Sectenim techto dvou integrali dostaneme obsah celého kruhu. K wvypoctu
vzniklého integrdlu vyuzijeme substituci x = Rsint (dz = Rcost).

R & z
S:2/ \/R2—x2dx:2R/ \/R2—R2sin2tcostdt=2R2/ cos? t dt.
-R =3 =3

Posledni integral spocitdme pomoci per-partes tak, zZe budeme funkci cost
integrovat i derivovat

™

- z 5
=2R? ([sintcos t]f% +/ sin? tdt) = 2R2/ 1 — cos? t dt
_% —

Fr
2

z
= 27R? — 2R? / cos? t dt.

—
2

[SE]

. p T . 5 Cela obrazovka
Z toho plyne, Ze cos“tdt = 5 @ tedy S = mR*.

Zacatek

(S

Priklad 10.12 Spocitejme obsah plochy ohranicené grafy funkcisinx a osou x Strana 219
na intervalu [0, 27].

Vyhleddvani
Obsah zadané plochy je souctem dvou ploch. Prund lezi pod grafem funkce
sina na intervalu [0,7] a druhd lezi nad grafem funkce sinx na intervalu _“

.21

g 27
5= / sinx dx + / —sinz dz = [~ cosz]] + [cosz]>" = 4. Zaviit
0 4 Ukongit
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Priklad 10.13 Spocitejme obsah plochy ohranicené grafy funkei f(x) = sinx

a g(x) = Vm? — 22

Funkce Vw2 — 22 je na celém intervalu [—m, 7] nezdpornd, zatimco funkce
sinz je nekladnd na intervalu [—m,0] a nezdpornd na intervalu [0, 7]. Obsah
zadané plochy na intervalu [—, 0] bude tedy souctem obsahi plochy leZici pod
grafem funkce /72 — x2 a plochy leZici nad grafem funkce sinz. A na intervalu
[0, 7] bude rozdilem obsahi plochy lezici pod grafem funkce /7?2 — % a plochy
lezici pod grafem funkce sinx. TakzZe plati

0 0 T T
S = V1?2 —z2dx —I—/ —sinz dx +/ V72— x2dx —/ sin z dz
—T -7 0 0

:/ \/7r2—1:2dx—/ sin z dzx.

—Tr
Prund integrdal predstavuje obsah poloviny kruhu o polomeéru m (priklad 10.11)
a ve druhém integrujeme lichou funkci na intervalu, ktery je symetricky podle

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 220

Vyhledavani

Zpét | Vpred
Zavrit

Ukoncit
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nuly, takze tento integrdl je roven nule. To mizZeme odvodit napriklad pomoci
substituce x = —y (dx = —dy)

0 0 T ™
/ sinx dx = —/ sin(—y) dy = / sin(—y) dy = —/ siny dy.
—7 g 0 0

Potom
™ ™ 0 ™ u
/ sinx dx = / sina:dac—i—/ sinz dx = / sin z dx —/ siny dy = 0.
-7 0 —7 0 0
3
Celkem tedy mame S = ="

Jestlize je graf nezdporné spojité funkce f na intervalu [a,b] vyjddieny
parametrickymi rovnicemi: = ¢(¢) a y = 1 (t) na intervalu [c, d], kde funkce
©(t) m4 spojitou derivaci riznou od nuly na intervalu (e, d), potom substituct
x = p(t), fle(t)) =1(t) ve vété 10.9 dostaneme vzorec

b d
S(a.b.0)= [ fdx= [ vvee Gt obrazov
a c
Zacatek

3. Délka kf‘iny Strana 221
Necht f je spojita funkce. V této ¢asti budeme kiivkou C' rozumét mnozinu Vyhled4vani
v8ech bodt [z, y], vyhovujicich podminkdm a < x < b, y = f(z). Nasim cilem
bude definovat vhodnym zpusobem délku této kiivky. Rozdélme interval [a, b]

pomoci déleni D,, na n dilkt délicimi body a = g, 21,22, " ,Tp—1,Tn = b Zpét
a sestrojme body

[0, f(wo)] = Po, [21, f(z1)] = P1, .. [&n, [(20)] = P

Vpred

Zavrit

Ukoncit
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Délku usecek spojujici body P; a P11 pro ¢ =0,...,n — 1 umime spocitat.
Pro piipomenuti délka tisecky je rovna \/(zi41 — 2:)% + (f(zit1) — f(:))2
Secteme-li nyni délky téchto tisec¢ek, dostaneme délku lomené ¢ary procha-
zejici body P; pro i = 0,...,n. Tuto délku oznacime L(f, D,,).

@

¥ ¥

a L(f,0) box a Lif,D"y box

Obrazek 10.1: Odvozeni délky krivky.

Vezmeme-li nyn{ dvé déleni D a D’ tak, ze déleni D’ je zjemnénim délent
D. Potom plati L(f, D) < L(f, D).

Definice 10.14 Délku kiivky C definujeme jako supremum L(f, D) pres
vSechna délent intervalu [a,b]. Budeme ji znacit symbolem L(a,b, f).

Celd obrazovka
Zacatek
Véta 10.15 (Vypocet délky kiivky.) Necht funkce f md vlastni deri-
vaci v intervalu (a,b). Ddle necht existuje (zobecnény) Riemanniv integrdl

b
/ V14 (f'(z))?dz. Potom krivka C definovand mnoZinou vsech bodi [z, y],

a
vyhovugicich podminkdim a < x < b, y = f(x) md konecnou délku danou pred-

Strana 222

Vyhledavani

pisem
b

L(a,b, f) = / V1+(f'(z))? da.

‘
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b
Dukaz. Potfebujeme dokazat, Ze / V14 (f'(z))?dz je supremum vSech

¢isel L(f, D). To znamen4, ze

b
o pro kazdé déleni D intervalu [a, b] plati L(f, D) < / V1+(f(x))?dz,

b
o Ve > 0 existuje déleni D tak, ze / V14 (f'(x))2de —e < L(f,D).

Vezmeme libovolné déleni D intervalu [a,b] a pro kazdé m € N sestrojime
déleni D,, tak, ze kazdy Caste¢ny interval déleni D rozdélime na 2™ stejnych

dilkt. Potom kazdé déleni D, Dy, Ds, ... je zjemnénim predchoziho déleni
a plati

L(f,D) < L(f,Dy) < L(f,D2) < L(f,D3) < ... (10.1)
Jsou-li délicimi body déleni D,, body a = xg, 1,2, ,Tn_1, T, = b, potom

délka tsecky I; spojujici body [z;—1, f(xi—1)] a [z, f(2:)] je
li = V(@i — zi-1)? + (i) — f(=i-1))2.

Protoze f je spojitd funkce v intervalu [z;_1, ;] a mé v intervalu (x;_1, ;)
derivaci f', existuje podle véty o stiedni hodnoté éislo & € (x;—1, ;) tak, ze

proi=1,2,--- ,n plati
(@) — f(zimy) = (zi — zim1) f/(&) = Az f'(&).

Tedy
i = (@i — xi21)? + (f(m:) — f(@i21))? = v/ (Az;)2 + (A f(£:))?
= Azi/1+ (f/(&))2
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Secteme-li délky tsecek pro i = 1,2,--- ,n, dostaneme

n

L(f, D) = Z Azi/1+ (f'(&))2

Protoze & € (z;-1,;), li_I)n v(D,,) = 0 a podle predpokladu existuje Riem-
m oo

b
nanntv integral / V' 1+ (f/(x))? dz, plati podle véty 7.19
n b
g — i , 1(¢. — / 2
lim L(f, Dy) n1;n;ozle,\/1+(f (&) / V1+ (f'(z))? de.

m— o0
Podle (10.1) je L(f, D) < L(f, D.,) pro kazdé m € N a protoze limita zacho-
b
vava nerovnosti plati L(f, D) < / V1+ (f'(x))?dx. Tedy tento integral je

b
horni zdvorou. Déle vime, ze lim L(f, D,,) = / V14 (f'(z))?dz. Potom
m— 00 a

b
Ve > 03D,, tak, ze / V 1+ (f(z))?dx—e < L(f, Dy,) a tedy tento integrél
je nejmensi horni zévorou a tedy supremem vsech ¢isel L(f, D). O
Priklad 10.16 Spocitejme obvod kruznice.
Kruznice je popsdna rovnici 2% +y? = R?%, kde R > 0 je polomér kruZnice.

Ezplicitnd vyjddreni krivky pro horni polovinu kruznice je y = vV R2 — x2 pro
. Tedy obvod horni poloviny kruznice je roven

[~R, R]
[l (=) o= e = e
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(pokud tento integral existuje). Explicitni vyjadrent krivky pro dolni polovinu

kruznice je y = —vVR? — a2 pro x € [—R,R|. Tedy obvod dolni poloviny
R 2 R

kruznice je opét roven /_R 1+ ﬁ dr = R/_R ﬁ dx (pokud

tento integrdl existuje). Souctem predchozich dvou integrdli dostaneme obvod

kruznice. Vzhledem k tomu, Ze integrand neni omezeny v krajnich bodech,

Riemanniv integrdl neexistuje. Zkusime tedy spocitat zobecnény Riemanniv

integrdl. Po substituci x = Ry obdrzime

1 1 0
R 1 1
L:2R/ — — _dy=2R /—dy+ —dy
1 R\/1—42 (0 V1-y? —1y/1-92

lim dy + lim

z 0
—on ([ [
z—1= Jo /1 _yQ z——1*t J, /1 —y2

=2R ( lim [arcsiny]; + lim [arcsin y]g)
z—1— z——1+

=2R < lim arcsinz — lim arcsin z> =2R (E — i) =27 R.

z—1— z——1t 2 2
4. Priblizny vypocet urcitého integralu

Jestlize primitivn{ funkci nelze vyjadrit elementarnimi funkcemi, nebo je-li
hledani primitivni funkce prilis obtizné, vyuzivame k vypoctu urcitych inte-
gralu tzv. kvadraturni vzorce. V pripadé, zZe je integrovana funkce dana
tabulkou, tak nam ani nezbyva nic jiného, nez spocitat pribliznou hodno-
tu urcitého integralu pomoci kvadraturntho vzorce. Kvadraturnim vzorcem
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budeme rozumét aproximaci urcitého integralu

b n
I(f) = / f(x)dz koneénym souctem Li(f) = Z H;f(a;).
@ i=0
Cisla a;, o kterych predpokladame, Ze lezi v intervalu [a,b], nazyvime uz-
ly kvadraturniho vzorce a ¢isla H; nazyvame vahami nebo koeficienty.
Véahy a uzly se voli tak, aby nezdvisely na integrované funkci a aby splio-
valy nékteré dalsi pozadavky, zejména, aby chyba kvadraturniho vzorce,

definované predpisem
Preep Eu(f) := I(f) — Lo (f)

méla vhodné vlastnosti. Obvykle se vyzaduje, aby kvadraturni vzorec inte-
groval nékterou tfidu funkei presné (nejéastéji polynomy). Rddem kvadra-
turniho vzorce budeme rozumét celé ¢islo m, pro néz plati

E,1(x¥) =0 pro k=0,...,m,

Vv,

ale B, +1(x™T1) # 0. Dva nejjednodussi kvadraturni vzorce tvoif dolnf a horn{
soucty. Nicméné tyto kvadraturni vzorce integruji presné pouze konstantni
funkce — jsou tedy pouze radu nula a proto se v praxi vétsinou nepouzivaji.
Uvedeme si jesté dva dalsi jednoduché kvadraturni vzorce.

Lichobéznikové pravidlo vznikne tak, Ze interval [a, b] rozdélime na n
stejnych dilkid a funkei f na kazdém dilku nahradime linedrn{ funkef (tiseckou)
a;) — fla;—
y= M(m — i)+ flaey)-

G; — Q5—1

Tedy v bodech a; a a;_; se funkce f a tsecka y protinaji. Nasledné zintegru-
jeme tsecku y (,lichobéznik®) na intervalu [a;, a;—1] presné a obdrzime
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o fla) + flaioa) _ (b—a) flai) + flai—1)
(ai —a;-1) D) = 2 .

Nakonec secteme obdrzené integraly pres vsechny dilky a dostaneme

/ab )b = I (@ + ]:_Z_;f(ai) + @) +E(f), kde

b— b—
h=""2 a4 =a+ih, i=0,....n, E(f)= _F"iﬁf"(c), c € (a,b).
n
7 konstrukce lichobéznikového pravidla je ihned vidét, ze je-li funkce f line-
¥ ¥
i) flx)
o =1 T— 3 = T— Cela obrazovka

Zacatek
arni nebo konstantni, potom pouzitim lichobéznikového pravidla dostaneme
presny vysledek. A tedy lichobé&znikové pravidlo je ¥adu jedna. Strana 227

Pri odvozovani Simpsonova pravidla postupujeme podobné jako u li- Vyhledévini
chobéznikového pravidla. Nejprve interval [a,b] rozdélime na n (musi byt
sudé) stejnych dilkt a funkci f nahradime na kazdém intervalu [as;, as;12]
kvadratickou funkei. My si vSak ukazeme jednodussi zptisob odvozeni. Urcity
integral totiz nezavisi na posunuti, posuneme-li zaroven funkci i integracni
meze. Takze staci odvodit kvadraturni vzorec na referenénim intervalu [—h, h]
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a tento vzorec aplikovat na funkei f na kazdém intervalu [ag;, agito]. Potfe-

¥ ¥

a =4 h o x a n=A hox

bujeme tedy najit kvadratickou funkci y = ax? 4 bz + ¢ tak, aby se v bodech
h, 0 a —h protinala s funkci f. Takze musi platit f(—h) = ah? — bh + c,
f(0) = a0? — b0 + ¢, f(h) = ah® + bh + c. Snadno najdeme feSeni:

f(h) =2f0) + f(=h) o f(h) = f(=h)

y= 572 @ <F o z+ f(0)
a jeho integrovanim od —h do h dostaneme hledanou kvadraturni formuli:
f(h) — 2f(0) =F f(—h) 2h3 h Cela obrazovka

—5~ 1T 2hf(0) = 3(f(h) +4£(0) + f(=h)).

2h? 3 s
Jejim prenesenim na obecny interval [ag;, agi+2] o délce 2h tedy obdrzime
A Strana 228
g(f (a2i) +4f(azit1) + f(azit2))- Vs e

Seéteme-li tyto vzorce pres vSechny intervaly [ag;, as;+2], dostaneme Simpso-
novo pravidlo

b . 3 g2
/a ) dx = 5 | o)+ 43 flow-r) +2 ) aw) + o) | + ECO)
: )
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b—a

kde h= — a;=a+th, i=0,...,m (sudé),
B(f) = ~2=%h Vo), ce (a,b).
180 ’ ’

Z konstrukce Simpsonova pravidla je ihned vidét, ze je-li funkce f kvadra-
tickd, linedrni nebo konstantni, potom Simpsonovo pravidlo integruje tyto
funkce presné. A tedy Simpsonovo pravidlo je minimalné druhého radu. Ve
skutecnosti z chyby kvadraturniho vzorce plyne, ze Simpsonovo pravidlo po-
Citd presné i integral z kubické funkce (jeji ¢tvrtd derivace je nula, takze
i piislusnd chyba E(f) = 0) a tedy Simpsonovo pravidlo je tfettho radu.
Chyby obou drive zminénych kvadraturnich vzorci lze odvodit s pouzitim
Taylorovy véty, kterou si uvedeme pozdéji.

Cislo h, vyskytujici se v obou pravé uvedenych vzorcich, budeme nazyvat
integra¢nim krokem. Oba kvadraturni vzorce patti do skupiny sloZzenych
kvadraturnich vzorcia. Tyto vzorce vzniknou tak, Ze se nejprve zadany in-
terval rozdéli na n dilkt a na kazdém dilku se pouzije jednoduchy kvadraturni
vzorec a vysledky se nédsledné sectou. Prislusné jednoduché kvadraturni
vzorce obdrzime, dosadime-li do lichobéznikového pravidla n = 1 a do Simp-
sonova pravidla n = 2.

5. Priblizné rfeseni nelinearnich rovnic

V této ¢asti si uvedeme dvé metody vypoctu feSeni nelinedrni rovnice f(z) =
0. Itera¢ni metody pro Teseni rovnice f(x) = 0 jsou metody, které generu-
ji posloupnost ¢isel, ktera konverguje k jejimu reseni. Tyto metody muzeme
rozdélit na dvé skupiny. Tu prvni tvori vzdy konvergentni metody. To
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jsou metody, které konverguji pro libovolnou spojitou funkci f a pro kaz-
dou volbu pocatecniho priblizeni. Nevyhodou téchto metod je, ze vétsinou
konverguji ,,pomalu®. Druhou skupinu tvori metody, které konverguji vét-
vypocetni slozitost je vétsi. Obvykle postupujeme tak, ze na zac¢atku udéla-
me nékolik iteraci vzdy konvergentni metodou a poté pokracujeme rychleji
konvergujici metodou. Zastupcem vzdy konvergentnich metod je napriklad
metoda regula falsi a pravdépodobné nejuzivanéjsim zastupcem druhé sku-
piny je Newtonova metoda (metoda tecen).

Algoritmus metody regula falsi
Myslenka metody: Body |[a, f(a)] a [b, f(b)] prolozime pfimku a nalezneme
prusecéik z; této piimky s osou z. Je-li f(z1)f(a) < 0 prolozime v dal$im kro-
ku piimku body [a, f(a)] a [z1, f(21)], v opaéném pFipadé prolozime p¥imku
body [z1, f(x1)] a [b, f(b)]. Opét najdeme prusecik x5 této primky s osou x
a takto pokracujeme déle dokud |f(z,)| je vétsi nez zvolené € > 0.

=3

¥ x)

Obrazek 10.2: Metoda regula falsi.
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Vstup: spojitd funkce f v intervalu [a, b]; body a, b tak, aby f(a)f(b) < 0
a pozadovana presnost € > 0.
Polozim ag := a, by := b, n := 0 a dokud je |f(z,)| > &, provadim cyklus:
. Tpyri= anf(bn) — bnf(an)’
f(bn) — f(an)
o je-li f(zni1)f(an) <0, potom ani1 = Gn, byt := Tnya,
jinak apn41 = Tni1, bpy1 = by,

e n:=n+1.

Newtonova metoda
Myslenka metody: Zvolime poc¢atecni priblizeni 2o € (a,b) a sestrojime te¢nu
k funkci f v bodé x(. Prusecik tecny s osou x vezmeme jako dalsi priblize-
ni. V tomto bodé opét sestroji sestrojime tecnu k funkci f a opét najdeme
prusecik tecny s osou x. Takto pokracujeme dédle dokud |f(z,)| je v&tsi nez
zvolené € > 0.

N\ \o

Obréazek 10.3: Newtonova metoda.
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Odvozeni: Predpokladejme, ze funkce f mé spojitou druhou derivaci v inter-
valu [a,b] a bod z¢ € (a,b) je po¢ateénim pribliZzenim. Déle pfedpokladejme,
7e bod ¢ € (a,b) je FeSenim rovnice f(c) = 0. Polozime h = ¢ — x( a piiristek
v bodé zy nahradime diferencidlem, potom mame

0 — fxo) = fe) — f(wo) = f(wo + h) — f(zo) = hf'(x0).

Je-li f'(zp) # 0 mizeme z této ,rovnice* pfiblizné spocitat h ~

a potom i nové priblizeni

T = Tg— f(zo) :
f'(@o)
o o » - f(z1)
Je-li f'(xz1) # 0, mizeme spoéitat x5 := 21 — P(a0) a takto budeme po-
1

kracovat dale dokud nedosdhneme pozadované presnosti. Tim jsme odvodili
Newtonovu metodu. Jesté upozornéme, ze pokud by platilo f(z;) = 0, dostali
bychom A = 0.

Algoritmus Newtonovy metody
Vstup: funkce f, kterd mé spojitou druhou derivaci v intervalu [a,b], jez
v tomto intervalu neméni znaménko a prvni derivaci riznou od nuly v inter-
valu [a, b]; body a, b tak, aby f(a)f(b) < 0; po¢ateéni priblizeni zy € [a,b]
spliiujici podminku f(zo)f”(z9) > 0 a pozadovana presnost € > 0.

Polozim n = 0 a dokud je |f(z,)| > €, provadim cyklus

R i

f'(zn)

e n:=n+1.
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KaApriTOLA 11

Nekonecné rady

1. Zakladni pojmy
o0

Nekonecnou radou budeme rozumét symbol Z an, definovany predpisem:

n=1 Cela obrazovka
oo
Zan::a1~|—a2+a3+.... Zacatek
n=1 Strana 233

Vyhleddvani

a, € R budeme nazyvat n-tym élenem Fady. Rada je urcena jednoznaéné
o0

posloupnosti svych ¢lent {a,}5 ;. Ke kazdé fadé E an, muzeme sestrojit

n=1
posloupnost ¢asteénych soucti {s, }>2; definovanou takto:
S1:=ai, 82:=81+a, S3:=S82+as, ... Zavrit

Ukoncit
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Cislo s, = a1 + as + ...+ a, budeme nazyvat n-tym castecnym souctem
o0

rady E an. Céstecné soucty vyuzijeme v definici konvergentni a divergentni
n=1

rady.
Definice 11.1 Je-li posloupnost {s,}o2; konvergentni, tj. existuje-li vlastni
oo

limita lim s, = s, rikdme, Ze Tada E an je konvergentni a cislo s na-
n—oo

n=1
zgvdme jejim souctem. Je-li posloupnost {s,}o>, divergentni, rikdme také
o0
o radé E an, ze je divergentni. V pripadé divergence mohou nastat tyto
n=1
pripady:
o0
e je-li lim s, = oo, rikdme, Ze rada E an diverguje k oo,
n—oo
n=1
o0
e je-li lim s, = —o0, Tikame, Ze Tada E an diverguje k —oo,
n—oo
n=1
o0
e jestlize lim s, neexistuje, rikame, Ze rada g an osciluge.
n—oo
n=1
oo
Zapis E a, = a bude znamenat, Ze fada je konvergentni a ma soucet a.
n=1
[ee]

Priklad 11.2 Radu g aq"™ nazgvime geometrickou fadou a ¢islo ¢ kvo-

n=1

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 234

Vyhledavani

Zpét | Vpred
Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

cientem geometrické rady. Jeji n-ty castecny soucet spocitame pomoci vzorce
1-¢"=(1-q¢)(1+q+F+@+...+¢" ).
Potom pro q # 1 dostaneme

1—q" aq a
q = — ¢t :
l—q¢ 1-—g¢ l—q

Sp =@

Pro |q| < 1 je lim ¢"™ =0 a tedy lim s, = M Geometrickd fada je
n—00 n—00 1

7 7 % a
tedy pro |q| < 1 konvergentni a md soucet 7

o0
Priklad 11.3 Z 1 diverguje k oo, protoze s, =n a lim n = oco.
el n—oo

o0
Priklad 11.4 Z —1 diverguje k —oo, protoze s, = —n a lim —n = —oo.

n— oo .
n=1 Celé obrazovka

o0
Priklad 11.5 E (—1)”+1 osciluje, protoZe castecné soucty tvori posloupnost
Strana 235

n=1
1,0,1,0,1,0,1,0,.... | Vyhledévéni
Tato posloupnost nemd limitu, protoZe obsahuje dve vybrané posloupnosti _“
{1}521 a {0}52,, které maji rizné limity. -

V dalsi ¢asti se budeme vénovat vlastnostem nekonec¢nych rad. ——
avrl
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2. Vlastnosti nekonec¢nych rad

(o) o0
Véta 11.6 (O aritmetice nekoneénych rad.) Je-li Z an = a, Z b, =0
n=1 n=1

a C,D,E € R, potom plati

Z Ca, = Ca, Z(Dan + Eb,) = Da + Eb.
n=1 n=1

Dukaz. Klademe-li s, = a1 +as + ...+ an, t, = by +bs + ... + b, maji
posledni dveé fady n-té castecné soucty C's,, a Ds,, + Et,. Potom podle véty
o aritmetice limit posloupnosti je

lim Cs, =Cs lim (Ds,, + Et,) = Da + Eb.

n—oo n—oo
O
Véta 11.7 Necht k € N. Potom rady Zan, Z an bud obé konverguji
n=1 n=k+1

nebo obé diverguji k oo mebo obé diverguji k —oo mebo obé osciluji. Jestlize
konverguji, plati rovnice

oo o0
E p =a1 + a2+ ...+ ag + E Ay, .
n=1 n=k+1

Dikaz. Klademe-li s,, = a1 + a2+ ...+ an, tn = apq1 + arr2 + ... + Ghtn,
potom plati t,, = s+ — a3 —as — ... — ai. Nyni mize nastat pravé jedna ze
CtyT moznosti:
e lim s,4x =s, potom lim ¢, =s—a; —as—...— ag,
n—o00 n—o00
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e lim $p4r =00, potomi lim ¢, = oo,
n— o0 n—r00

e lim $p4x = —00, potom i lim t, = —o0,
n—roo n—r oo

e lim s,x neexistuje, potom neexistuje ani lim ¢,.
n—roo n—oo

O

Véta 11.8 Je-li Zan = a, Z b, = b a a, < b, pro kaZdé n € N. Potom

n=1 n=1
je ia <b. Je-li navic alespon v jednom pripadé a, < b,, je dokonce a < b.

Dukaz. Klademe-li s,, = a1 +as + ...+ an, tn, = by + by + ... + by, plati
Sp < tp atedyia= lim s, < lim ¢, = b. Je-li navic alespon v jednom
n—oo

n—oo
pripadé a,, < by, je podle véty o aritmetice fad
o0
b—a=> (b —an) > 0.
n=1
A tedy b > a. O

o0

Véta 11.9 (Nutna podminka konvergence rady.) Je-li rada Z an kon-
n=1

vergentni, je lim a, = 0.

n—r oo
Dikaz. Klademe-li s,, = a1 +as+. . .4a,, existuje vlastni limita lim s, = a.
n—oo
Ale a,, = s, — S,—1 a tedy

lim a, = lim s, — lim s, 1 =a—a=0.
n—oo n— oo n—roo

O
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Priklad 11.10 V prikladu 11.2 jsme dokdzali konvergenci geometrické rady
oo
an pro |q| < 1. Je-li ¢ > 1, je ¢" > 1 Vn € N. Potom

n=1

sn=q+@ +¢+...+¢">n

oo
a tedy nh_}n;osn =00 <an =00 |. Je-li g < —1, je |¢"| > 1Vn €N a tedy
n=1

limita n-tého clenu neni rovna nule, takZe Tada nemuze konvergovat. Ddle
n

podle prikladu 11.2 je s, = qq—_l, potom Sa, > 0 a Sont1 < 0, takZe limita
q—

castecnyjch soucti nemize byt ani £oo a tedy geometrickd rada s kvocientem

q < —1 osciluje.

Priklad 11.11 Je-li lim a, = 0, nemusi byt rada E a, konvergent-
n—oo
n=1
B LU |
ni! Ukdzeme si to na prikladu rady E —, kterd splnuje podminku lim — = 0.
n

n—oo n
n=1

1
Nyni se podivime na cdstecné soucty této rady. Protoze s, = s,—1 + — je
n
posloupnost {sy }o2q neklesajict a md tedy podle véty o limite neklesajici po-
sloupnosti bud vlastnd limitu (je-li omezend) nebo limitu oo (neni-li omezend).
Vysetreme vybranou posloupnost {san }5° 1, kterd md stejnou limitu! Nyni
1 1 1 1 1 1 2

S91 = So +2>2, S92 = 84 52-1-3+4>2-|-4 2
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593 =83 =5 +1+1+1+1>2+41—3
BT TAUMTETE T T8 2 g T

p 0 02 o n . .
Pomoci matematické indukce dostaneme son > 5 a lim s, = lim ss» = co.
n—oo

n—oo
= 1 1
Tedy rada g — diwerguje, ackoliv lim — = 0.
= n n—oo N

Vidite, ze rozhodovani o konvergenci rady timto zpusobem neni jednodu-
ché, a proto si odvodime nékolik kritérii, ktera nam rozhodovani usnadni.

3. Kritéria konvergence

o0
Je-li a, > 0 Vn, potom radu Z a, nazveme fadou s nezapornymi ¢leny.
n=1
Posloupnost ¢asteénych souctt {s, }°2 ; fad s nezdpornymi ¢leny je neklesajici
(8n = Sn—1 + an > Sp—1) a z véty o limité neklesajici posloupnosti plyne
nasledujici véta.

o0
Véta 11.12 Necht Z an, je Tada s nezdporngmsi cleny. Je-li posloupnost cds-
n=1
tecngjch soucti {sy}oeq shora omezend, je rada konvergentni a jeji soucet je
roven sup S,. Neni-li posloupnost cdstecnijch soucti shora omezend, diverguje
neN
rada k oo.
U rad s nezapornymi cleny je tedy rozhodovani o konvergenci podstat-
né zjednoduseno. Staci zjistit, zda-li je posloupnost ¢asteénych souctin shora
omezena nebo neni. To vede k nasledujicimu kritériu:
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o0 oo
Véta 11.13 (Srovnavaci kritérium.) Necht Z s Z by, jsou Tady s ne-
n=1 n=1
zdpornymi cleny. Ddle necht existuje prirozené cislo k tak, Zze ¥V n > k je
an < by,. Potom plati:

oo [ee]
1. Je-li Tada Z b, konvergentni, je konvergentni i rada Z Q-

n=1 n=1

(oo} o0
2. Je-li rada Z a, divergentni, je divergentni i rada Z by,

n=1 n=1

s vz

[ee]

Dukaz. 1. Je-li rada Z b,, konvergentni, jsou podle véty 11.12 jeji castecné
n=1

soucty by + br+1 + bgt2 + ... shora omezené. Protoze a, < b,, musi byt

oo
shora omezené i ¢astecné soucty ap + ar+1 + ax42 + . ... Tedy fada Z an
n=~k
(oo} [ee]
konverguje a podle véty 11.7 konverguje i rada Z an- 2. Je-li fada Z an
n=1 n=1
o0
divergentni. Potom kdyby rada Z b, konvergovala, konvergovala by podle

n=1

o0 o0
prvniho tvrzeni i fada Z an, coz je spor. Tedy rada Z b, je divergentni. [

n=1 n=1
= 1
Priklad 11.14 Je-li « < 1, potom je rada g — podle predchozi véty di-
n
n=1
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1 _1 =
vergentni, protoze — > — a r1ada Z — je divergentni.
ne n

n
n=1

Srovnavaci kritérium ma znac¢ny vyznam, protoze slouzi k odvozeni dalsich
oo

uzite¢nych kritérii pro posouzeni konvergence rady. Porovnanim rady g an
n=1
s geometrickou fadou dostaneme Cauchyho (odmocninové) kritérium.

(o]
Véta 11.15 (Cauchyho kritérium.) Necht Z ay, je Tada s mezdporniymi
n=1

cleny. Potom plati
o FEuxistuje-li ¢islo ¢ < 1 a prirozené cislo k tak, Ze pro vsechna n > k je

o0
van, < q, je Tada Z an konvergentni.

n=1

o Plati-li nerovnost /a, > 1 pro nekonecné mnoho hodnot n je rada

oo
g a, divergentni.

n=1

Dikaz. Nerovnost /a, < q je ekvivalentni s nerovnosti a,, < ¢". A protoze
je geometricka fada s kvocientem |g| < 1 konvergentni, plyne ze srovnavaciho

o0
kritéria konvergence rady Zan. Plati-li nerovnost /a, > 1, je a, > 1

n=1
pro nekoneéné mnoho hodnot n, tedy i lim a, > 1. Z nutné podminky
n—oo
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oo
konvergence plyne divergence rady Z Q- O

n=1
“ans

PohodInéjsi nez aplikace Cauchyho kritéria je ve vét§iné pripadu vyuziti
nésledujiciho limitntho Cauchyho (odmocninového) kritéria.

oo
Véta 11.16 (Limitni Cauchyho kritérium.) Necht Z ay, je rada s nezd-

n=1
o0
porngmi cleny. Potom plati: je-li lim /a, < 1, je rada Z an, konvergentni;
n—oo 1
(o) "=
je-li lim a, > 1, je rada Z a, divergentni.
n—oo el
Dikaz. Je-li lim {/a, = r < 1. Mizeme tedy volit ¢islo g tak, ze r < g < 1.
n— oo
Potom existuje prirozené cislo k tak, ze pro n > k je /a, < q a tedy rada
o0
Zan konverguje podle Cauchyova kritéria. Obdobné je-li » > 1, existuje CHE alhmmavia

n=1

prirozené cislo k tak, Zze pro n > k je /a, > 1 a potom opét z nutné Zacatek
oo

podminky konvergence plyne divergence fady Z .- d Sl 222
n=1 Vyhledavani

Poznamka 11.17 Limitni Cauchyho kritérium selZe v pripade, ze lim a,
n—oo

neexistuje nebo je rovna jedné.

Zpét | Vpred

.

Priklad 11.18 Vysetreme konvergenci rady Z —
n=1 (2 + ?)



Pouzijeme limitni Cauchyho kritérium. Spocitame tedy limitu

I N T AN
noe {2+ &) T nbe 2+ & T 2

Protoze limita je mensi nez jedna, je zadand Tada konvergentni.

Nyni se podivame na dalsi pomocné srovnavaci kritérium.

Véta 11.19 Necht Z Qp, Z by, jsou tady s kladngmi céleny (an,b, > 0Vn).
n=1 n=1

n bn ’
Ddle necht 3k € N tak, zZe Vn > k je il < b—+1 Potom plati:

Qnp n

oo [ee]
o Je-li Tada Z b, konvergentni, je konvergentni i Tada Z Q-

n=1 n=1

oo (oo}
o Je-li ada Z a, divergentni, je divergentni i rada Z by,

n=1 n=1
. . Gny1 _ by
Dikaz. Je-li =+ < 2+ , potom
Qnp n
a_n . Ap Gp-—1 Ak+1 bn bn—l bk:+1 . b_n
Qg Ap—1 Gp—2 ar ~ bp_1 b2 bx by,

tedy a, < %bn pro n > k. Konverguje-li nyni fada Z by, konverguje podle

b
k n=1
oo
. . . %2 5 %18 ag (.
veéty o aritmetice nekonec¢nych rad i rada g b_b" a tedy podle srovnavaciho
k
n=1
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(o) oo
kritéria konverguje i fada g an. Je-li fada g a,, divergentni, nemiize rada

n=1 n=1

Z b, je konvergovat. Kdyby totiz rada Z b, konvergovala, konvergovala by

n=1 n=1
o0

podle prvniho tvrzeni véty i fada E Qp, COZ j€ SpOr. O
n=1

K odvozeni podilového kritéria vyuzijeme predchozi vétu aplikovanou na
b n+1
konvergentni geometrickou fadu s kvocientem ¢ € (0, 1) (Z—H = q_n =q
n q

o0
1
a na divergentni fadu Z 1 (anﬂ == 1).
Qnp

n=1

o0

Véta 11.20 (Podilové kritérium.) Necht Y _ a, je fada s kladngmi cleny.
n=1

o FEuxistuje-li ¢islo g < 1 a prirozené cislo k tak, Ze pro vsechna n > k je

oo
Ap+1 o .
ntl < q, je Tada g an konvergentni.
" n=1
. a oL o
e Plati-li nerovnost —+ > 1 pro nekonecné mnoho hodnot n je rada
Qn

oo
Z a, divergentni.
n=1
Podobneé jako jsme odvodili limitni Cauchyho kritérium, mizeme odvodit

Vv

i pohodInéjsi limitni podilové kritérium.
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Véta 11.21 (Limitni podilové kritérium.) Necht Zan je tada s klad-

n=1
o0
a

nymi cleny. Potom plati: je-li lim ntl o 1, je rada E a, konvergentni;

n—oo an el

a (oo}
je-li lim ntl S 1, je rada g an divergentni.
n—oo @

n=1

Poznamka 11.22 Stejné jako v pripadé limitniho Cauchyho kritéria i limitni

o e y o E G T 1 L )
podilové kritérium selZe v pripade, Ze lim neezistuje nebo je rovna

n—00 @y

jedné.

(n!)%x
(2n)!

Priklad 11.23 Vysetreme konvergenci rady Z proxz > 0. Spocteme
n=1

podil (n + 1)-niho a n-tého clenu
(1-2-...n-(n+1))2z"*! 1-2-...2n
1-2-..2n-(2n+1)-(2n+2)(1-2-...n)2z"
(n+1)%z x(n+1)

2n+1)(2n+2) 4(n+1/2)
1
Jim % = % a tedy limitni podilové kritérium ddva konvergenci pro
0 < z < 4, divergenci pro x > 4 a pro © = 4 nelze rozhodnout. Ale pro
z(n+1)

— 4 e viray 2P T L)
7% je vyraz n+1/2)

vetsi ez jedna, takzZe z podilového kritéria plyne

divergence.
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oo
Radu Z( —1)*"a,, kde a, jsou kladna ¢isla nazveme alternujici fadou.
n=1
Pro alternujici fady plati nasledujici jednoduché kritérium konvergence.

Véta 11.24 (Leibnizovo kritérium.) Necht Vn € N plati a,, > an4+1 > 0.

oo

Potom je tada Z(—l)"+1an konvergentni, prdvé kdyZ lim a, = 0. Pro
- n— o0

soucet s této rady plati: a1 —as < s < ay.

o

Dikaz. Neni-li lim a, = 0, nemuze rada Z(—l)”“an konvergovat (viz.
n—oQ

n=1
nutnd podminka konvergence). Zbyva tedy dokazat, ze je-li lim a, = 0, pak
n—oo

o0
fada g (—1)"*1a,, konverguje. Znadi-li s,, n-ty ¢asteény soucet fady, potom

n=1
vzhledem k tomu, Ze as, > G2,+1 > @o,42 dostaneme

Son+42 = S2n + A2p+1 — Q242 = S2p = ... = S2 = a1 — A3,
S2n41 = S2n—1 — G2n + Q2p41 < S2p—1 < ... < S1 = aq.
Posloupnost {s2,}52 ; je neklesajici a shora omezend, protoze
S2n+2 = S2n+1 — G2n+2 < Sopt1 S S1 = ag,

existuje tedy vlastni limita lim s, = s. Navic
n—oo

lim sgp41 = lim s9, + lim ag, =s+0=s.
n—o00 n— oo n— oo

Podle definice limity ke kazdému ¢islu € > 0 existuji ni,ns € N tak, ze
pro n > ng je |s2n — 8| < € a pro n > na je |San—1 — $| < e. Zvolime-li
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ng = max{ni,n2}, potom prirozené ¢islo m > ng je bud liché nebo sudé.
Kazdopadné v obou piipadech plati nerovnost |s,, — s| < & pro vSechna
prirozena ¢isla m > ng. Tedy ke kazdému € > 0 jsme dokéazali najit ng tak,
Ze pro vSechna prirozend ¢isla m > ng je [s; — 8| < € a to znamend, Ze
posloupnost ¢astecnych souctu méa limitu s. Dale z predchoziho plyne, ze
posloupnost {s,}>2; je omezend shora ¢islem a; a zdola éislem ay — az. O

. ] s ()
Priklad 11.25 Limita lim — = 0, proto alternujici rada Z —_—

n—oo 1M, n

kon-

n=1
verquje.

Nakonec jesté uvedeme jedno uzitecné kritérium pro posouzeni konver-
gence nezaporné rady.

Véta 11.26 (Integralni kritérium.) Necht k € N a funkce f je spojitd,
oo

nerostouci a nezdpornd na intervalu [k, c0). Potom je Tada Z f(n) konver-

n=~k
n

gentni, pravé kdyz lim f(z)dx < cc.
n—oo k

Dukaz. Protoze funkce f je spojitd, existuje pro kazdé m € N, m > k
m

Riemannuv integral F(m) := f(x) dz. Déle pro k <1 < m plati

k
Fm) = [ " fa)dw = / @) dat / " f@)dw = FO)+ / " @) de > FQ),

protoze f je nezdporna. Tedy posloupnost {F(m)}or_; je neklesajici a podle
véty o limité neklesajici posloupnosti mé vlastni limitu nebo nevlastni limitu

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 247

Vyhleddvani

Zpét | Vpred
Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

00. Vzhledem k tomu, ze funkce f je spojitd, nerostouci a nezapornd, plati
nasledujici odhady

fm+1)=(m+1—m)f(m+1) < " (z)dx < (m+1—m)f(m) = f(m).

m

Nyni secteme tyto nerovnosti od k£ do n € N a obdrzime

n+1 n m-+1 n+1
> sm<> [ f@do= [ f@yde< Y fom)

m=k+1 m=k "™ m=k m=k

nebo-li
n+1

S flm)— fB) < Fn4 1)< 3 f(m).
m=k m=k

Nakonec na tyto nerovnosti aplikujeme limitu n — oo a dostaneme:

[eS) n [eS)
— < i < .
;f(n) fo) < lim | f@)dz< z_%f(n)
[ee] n
Tedy fada Z f(n) je konvergentni, pravé kdyz lim flx)dx < co. O
— n—oQ k
E
oo
Priklad 11.27 Vysetreme konvergenci tady Z n=% pro a > 0.
n=1
Funkce f(x) = x~ je spojitd, nerostouci a nezdpornd v intervalu [1,00), n“
muzeme tedy aplikovat integralni kritérium. Pro o # 1 dostaneme Vpted
n pl-o w 1 o
lim x~%dr = lim = lim (n'~* —1).
n—oo Jq n—oo [ 1 — 1 1 — an—oo
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Posledni limita je rovna 1

proa>1apro0 < a <1 jetato limita rovna

00. Pro o =1 mdme
n

lim 2 Vdz = lim Inn = oco.
n—oo 1 n—o00

oo
Rada Zn_‘" je tedy konvergentni pro o > 1 a divergentni pro o < 1 (pro
n=1

a < 0je lim n=% > 0 a neni splnéna nutnd podminka pro konvergenci rady).
n—oo

Na zavér této kapitoly se sezndmime s pojmem absolutni konvergence.
4. Absolutni konvergence

oo
Definice 11.28 Rekneme, Ze tada Zan je absolutné konvergentni,

n=1
i -~ L > Celé obrazovka
jestlize konverguje Tada Z |an|.
=il Zacatek
Strana 249
o0 o0
Véta 11.29 Konverguje-li fada Z |an|, konverguje i fada Zan. Vyhled4van{

n=1 n=1
. ENEN
Diikaz. Rada Z(an + |an|) je Tada s nezédpornymi ¢leny a pro vSechna n

=1
" Zavrit
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o0
plati a, + |a,| < 2|a,|. Rada ZQ|an| je konvergentni podle véty o arit-
n=1

metice nekonec¢nych rad, potom podle srovnavaciho kritéria je konvergentni
(oo}

i fada Z(an + |an|). Opétovnym pouzitim véty o aritmetice nekonecnych

n=1

o0
rad dostaneme konvergenci rady Z a,,. Plati totiz
n=1
oo o) . oo
S (@n +lanl) = 3 lanl = 3 (@n + lan] ~ lan)) = 3 an.
=il n=1 =il o

O

Poznamka 11.30 Konvergentni rada nemusi byt absolutné konver-
o0
. (—=1)n*t
i )
gentni! Rada Z -
n=1
e 1 c9 (_1)n+1
rada Z — je podle prikladu 11.11 divergentni. Tedy rada Z —
n=1 " n=1 n
absolutne konvergentni.

je podle prikladu 11.25 konvergentni, zatimco

.
nent

Cauchyho kritérium, limitni Cauchyho kritérium, podilové kritérium a li-
mitni podilové kritérium muzeme pouzit i na fady s libovolnymi (kladnymi
i zdpornymi) ¢leny k posouzeni jejich absolutni konvergence. Tato kritéria
pak dostaneme v nasledujicim tvaru:
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Véta 11.31 Euxistuje-li ¢islo g < 1 a prirozené cislo k tak, Ze pro vsechna
o0

n >k je ¥/|an| < g, je rada Z an, absolutné konvergentni. Plati-li nerovnost

n=1
oo
Y/ lan| > 1 pro nekonecné mnoho hodnot n je tada Z an divergentni.
n=1

Véta 11.32 Euxistuje-li ¢islo g < 1 a prirozené cislo k tak, Ze pro vsechna
oo

a
n >k je UREY P q, je rada Z an, absolutné konvergentni. Plati-li nerovnost
n n=1
Ap41 =
ntll > pro nekonecnéeé mnoho hodnot n je Tada Z an divergentni.
273
n=1

oo
a
Véta 11.33 Je-li lim |—*| < 1 nebo lim {/]an| < 1, je rada E an,
n—oo | n— 00 =
a
absolutné konvergentni; je-li lim |—=1| > 1 nebo lim Ylan| > 1, je rada
n—oo | n— oo

o0
g an divergentnd.

n=1

Poznamka 11.34 Predchozi tri véty dovoluji rozhodnout o absolutni kon-
vergenci nebo o divergenci tady. Pro vySetfovani (neabsolutni) konver-
gence je pouzit nelze! Pokud vySetfujeme funkéni fadu (n-ty ¢len
zavisi napriklad na proménné x), potom muZeme postupovat tak,
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ze nejprve podle jedné z predchozich vét posoudime absolutni kon-
vergenci rady. Obvykle takto najdeme otevieny interval absolutni
konvergence (a tedy i konvergence) a néasledné zvlast posoudime
konvergenci v krajnich bodech. UkdzZeme si tento postup na ndsledujicim
prikladu.

Priklad 11.35 Vysetreme konvergenci Tady funkéni rady Z T
n

Pro x = 0 7ada absolutné konverguje. Pro x # 0 spoéteme_ limitu absolutni
hodnoty podilu (n+1)-nitho a n-tého élenu (aplikujeme podilové kritérium pro
absolutni konvergenci):

"t ln

, n
oo | (n+ Dz | FUCs (n+1) o] = |z
oo xn
Potom pro |z| < 1 je rada Z — absolutné konvergentni a pro |x| > 1 je
n
n=1 -
rada divergentni. Pro x = 1 dostaneme divergentni radu Z —aprox=—1
n
YTV
dostaneme (neabsolutné) konvergentni radu Z .
n

n=1
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KAPITOLA 12

Funkce vice proménnych

1. Uvod do metrickych prostort

Pokud nebude feceno jinak n bude v této i v dalsich kapitolach oznacovat
prirozené cislo vétsi nez jedna. Prostorem R™ budeme rozumét mnozinu uspo-
radanych n-tic redlnych cisel a budeme je znacit

Celé obrazovka

Celi obrazovka

x = [x1,ZT2,...,Ty), kde x; eR, i =1,2,...,n.

Operace nasobeni redlnym cislem a € R a sc¢itdni dvou prvka z,y € R”
definujeme (po slozkich) nisledovné:
a-T=a-[r,T..., Ty = a1, axs,...,ax,], _“
T4y=|[x1,22,. ... 2]+ [Y1,Y2, -, Yn] = [®1 + Y1, 22+ Yo, . ., Ty + Yn).

Abychom mohli vySetrovat spojitost a limity funkei vice proménnych potre- =
bujeme v tomto prostoru vhodné méfit vzdalenost dvou bodii. Z toho ditvodu Zavrit
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zavedeme pojem metriky, ktery je zobecnénim pojmu vzdalenost.

Definice 12.1 Necht M je mnozina. Funkci o : M x M — R nazveme
metrikou, jestlize splnuje ndsledujici podminky:

o Yo € M je o(z,z) =0,

« Vz,y € M,z #y je o(z,y) = o(y,z) > 0,

o Va,y,z € M, plati o(x,y) < o(z,2) + 0(2,y).
Duojici (M, o) nazijvdme metrickym prostorem.

Na kazdé mnoziné lze zavést nékolik ruznych metrik. Napr. v R” je neju-
zivanéjsi metrikou euklidovska metrika

02(x,y) == V(x1 —y1)? + (22 — y2)2 + ... + (Xa — ¥u)?

a metriky
n
Ql(xa Y) = Z |xi - yi|)
i=1
Omax(X,y) := max (|x; — y1, [X2 — y2/,- - -, X0 — Yul)- Cel4 obrazovka
Pro n =1 vSechny tfi metriky splyvaji. Zacitek

Jestlize pro libovolné dva body z mnoziny M plati, ze tyto body jsou
,blizko“ sebe v jedné i v druhé metrice, budeme tikat, Ze tyto metriky jsou
navzajem ekvivalentni. Vyhled4vani

Strana 254

Definice 12.2 Necht M je mnoZina, T,w metriky definované na mnoziné M.

Ezxistuji-li kladnd redlnd cisla a,b takovd, Ze Vx,y € M plati nerovnosti Zoct

Vpred

ar(z,y) < w(z,y) < br(a,y), —
nazveme metriky 7 a w ekvivalentnimi.
Ukoncit
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Priklad 12.3 Dokdzeme napriklad, Ze metriky 01 a 0maz jSou ekvivalentni.
Plati totiz ndsledujici nerovnosti:

n
Omaz(2,y) = max (|21 — 1], |22 — gl - s [@n = yal) <D |zi—vi] = 01(2, y)
=1
<nmax (|zr — 1, [v2 — y2l, - [Tn — Ynl) = POmaz (2, Y)-

Poznamka 12.4 V linedrni algebre se misto pojmu metrika pouzivd pojem
norma a plati:

Ix = yllz = 02(x,5), lIx=yli=0a(xy), [X—Yl|nax = Omax(X,¥).

Je-li M mnozina a ¢ metrika, a € M, A C M, B C M. Zavedeme déle
nasledujici znacent:
oa, 4) = inf o(a,z),  d(a, A) = sup o(a, )
TxEA €A

pro dolni a horni vzdalenost bodu a od mnoziny A.

0AB)= inf o(wy), dAB) = swp oy

z€EA,yEB xE€A,yEB
pro dolni a horni vzdalenost mnozin A, B. Horni vzdalenost se nejcastéji
pouziva pro pripad A = B, potom

d(A,A) = sup o(z,y)
z,yeA
je prumér mnoziny A. Je-li d(A4, A) < co, potom F{kdme, Ze mnozina A je
omezena.

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 255

Vyhleddvani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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2. Otevrené a uzaviené mnoziny

Definice 12.5 Necht M je mnozina, o metrika na mnoziné M, A C M.
MnoZinu vSech bodi x € M, které maji vzddlenost o(x, A) rovnou nule, na-

zveme uzavérem mnoziny A v mnoziné M a oznacime ji A nebo presnéji
—M

A

Poznamka 12.6 Uvedeme nékolik zrejmych vlastnosti uzdveru mnoziny. Pri
pouZiti stejného znaceni jako v predchozi definici obdrzZime:

AcA cmM=mM, T ={a)

Definice 12.7 Necht M je mnozina, o metrika na mnoziné M, A C M.
<q - . . .. —M
MnozZinu A nazveme uzavienou v mnoziné M, jestlize A~ = A.

Definice 12.8 Necht M je mnoZina, o metrika na mnoziné M, m € M. Pro
kazdé € > 0 nazveme mnozinu vSech bodi x € M, pro kterd je o(x,m) < € ;
(epsilonovym) okolim bodu m a budeme je znacit U.(m). MnoZinu vSech
bodi. x € M, pro kterd je 0 < o(x,m) < & nazgvdme prstencovym okolim

bodu m a budeme je znacit P.(m).
rana

Poznamka 12.9 Ve > 0 budeme epsilonovym okolim nevlastniho bodu [co, 0]

. .. 1 1 . . . p 2
roZUMEt mnozinu (E, oo) X (E, oo) . Analogicky definujeme i okoli ostatnich n“

nevlastnich bodi v R% a rovnéZ okoli nevlastnich bodi v prostorech wvyssich

dimenzi. Mnozinu R™ spolu s nevlastnimi body budeme oznacovat (R*)™. ——
avrl

Ukoncit
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Priklad 12.10 UkdzZeme si, jak vypadaji jednotkovd okoli bodu [0,0] v jed-
notlivijch metrikdch v prostoru R?. Postupné dostaneme

* pro QQ([x’y]a [070]) <1: \/(m _ 0)2 + (y - 0)2 < ]-’
e pro 91([az,y],[0,0])§1: |.’L‘—0|—|—|y—0| S]-a
o D10 Omaz([%,y],[0,0]) <1: |z —0| <1 azdrovern |y — 0] < 1.

@

VE-02+@F-02<1 |2-0/+|y-0<1 |z-0[<laly-0/<1
Obréazek 12.1: Okoli bodu [0,0] v riiznych metrikach.

Celé obrazovka
Zacatek
Definice 12.11 Necht M je mnozina, o metrika na mnozine M, A C M. Strana 257
Rikame, Ze bod a je vnitinim bodem mnoziny A, jestliZe existuje € > 0
tak, Ze U.(a) C A. MnoZinu vSech vnitrnich bodd mnoziny A C M nazjvdme
vnitfkem mnoziny A a znacime ji A°.

Vyhledavani

Zpét | Vpred

Definice 12.12 Necht M je mnozina, o metrika na mnoziné M, A C M.
MnozZinu A nazveme otevienou, jestlize A = A°. Faviit

Ukoncit
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Definice 12.13 Necht M je mnoZina, o metrika na mnoziné M, A C M.
Mnozinu H(A) nazveme hranici mnoziny A, jestlize H(A) = AN M — A.

Priklad 12.14 Nakonec si néekteré vijse definované pojmy ukdZeme ndzorné.
Definujme mnozinu M = {[z,y] : 2y —x <6, 3z +2y > 5, v —y < 8}
Potom na obrdizku mame a H(M), takZe mnozina M je oteviend.
Ddle je M = M° U H(M).

I?S_'_'_r& 10 15 20 28
5 Celé obrazovka
Zacatek
Obrazek 12.2: a hranice mnoziny M. Strana 258

Definujme-li mnozinu N = {[z,y] : 2y—x <6, 3z+2y > 5, v —y < 8}
Potom N = N =M = M°U H(M) a mnozina N je tedy uzavrend.

Definujme-li mnozinu O = {[z,y] : 2y —x <6, 3z +2y >5, z—y < 8}.
Potom O D O a O° C O, takZe mnoZina O neni ani oteviend ani uzaviend.

Mnoziny M, N, O jsou omezené, protoZe jejich prumer je mensi nez 100
(mnoZiny lezi uvnitr kruznice se stredem v pocatku a polomérem 50). Zaviit

Vyhledavani

Zpét | Vpred

Ukoncit
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3. Pojem funkce vice proménnych

Realna funkce jedné proménné je zobrazeni z R do R. Zobecnénim tohoto
pojmu je zobrazeni z R™ do R, které se nazyva funkce vice proménnych. V této
¢asti se naucime urcovat definiéni obor funkci vice proménnych. Zac¢neme
nésledujici neformélni definici.

Definice 12.15 Rikdme, Ze na neprdzdné mnoZiné M C R™ je definovd-
na (realnd) funkce vice proménnych, je-li din predpis, ktery kaZdému
x = [x1,Ta,...,%,] € M pritazuje prave jedno redlné c&islo y (zévisle pro-
ménnou nebo také funkéni hodnotu). Znacime ji y = f(z). Nezavisle
proménnou z nazyjvdme také argumentem funkce. Mnozinu M nazijvdme
defini¢nim oborem funkce (znaéime D(f)). MnoZinu R(f) vSech éisel
f(z) takovych, zZe x € M, nazyjvdme oborem hodnot dané funkce.

Funkce vice proménnych je tedy urcena jednoznacné svym definiénim obo-
rem D(f) a predpisem funkce f. Pokud je predpis dén vzorcem a neni za-
dan defini¢ni obor funkce, pak definicnim oborem budeme rozumét mnozinu
Vr € R™, pro néz ma tento vzorec smysl. Pro funkci dvou proménnych je
grafem funkce mnozina bodl v t¥frozmérném prostoru (obvykle plocha).

Definice 12.16 Grafem funkce f n promeénngch definované na mnoziné
M C R"™ rozumime mnozinu

{[x,9] = [x1, %2, ..., 20, y] ER"T 1€ M,y = f()}.

Pro ziskani nazorné predstavy o tvaru a prubéhu této plochy, nam mohou
pomoci fezy rovinami rovnobéznymi s rovinou tvorenou osami x a y.

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 259

Vyhleddvani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit
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Definice 12.17 Necht M C R?, ¢ € R a funkce f je funkce dvou proménngjch
definovand na M. MnoZinu

fe=Alz,yl e M : f(z,y) =c}
nazyvdme vrstevnici funkce f na trovni c.

Pojem vrstevnice bychom mohli zavést i pro funkce t¥i a vice promeén-
nych, ale v téchto ptipadech bychom ztratili nazorny ,,geograficky* vyznam.
Chéapeme-li graf funkce dvou proménnych jako reliéf krajiny, pak vrstevnice
funkce na trovni ¢ je mnozina vsech bodu s nadmorskou vyskou rovnou c.

Tedy pojem vrstevnice je totozny s geografickym vyznamem tohoto slova.
Nyni se podivame, jak se urcuje defini¢ni obor.

Priklad 12.18 Urceme definicni obor funkce

oy = Y- 6296)(962 +y2—6y)

Viyraz pod odmocninou musi bijt nezdporny a jiné omezeni nemdme. Tedy
(=% — 9y + 6z) (2% + y? — 6y) > 0.
To nastane prdave tehdy, kdyz bud
—22—y?+62>0 a aP+y>—6y>0. (12.1)

Celé obrazovka

Zacatek

Strana 260

Vyhleddvani

nebo
22 —y*+62<0 a 2 4 9% — 6y < 0. (12.2) n“
Rovnice —x? — y? + 6x = 0 nebo-li (x — 3)%> + y?> = 9 je rovnice kruznice
se stredem v bodé [3,0] a polomérem 3. Rowvnice x> + y?> — 6y = 0 nebo-li p—
22 + (y — 3)% = 9 je rovnice kruznice se stredem v bodé [0,3] a polomérem 3.

Ukoncit
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Body [x,y] € R? vyhovujici podminkdm (12.1) musi leZet uvnity* prond kruZnice
a zdroveri vné druhé véetné hranice této oblasti a body [x,y] € R? vyhovujici
podminkdm (12.2) musi lezet uvniti druhé kruznice a zdroveri vné pruni véetné
hranice této oblasti. Definicni obor tedy tvori mmnoZina vsech bodi [x,y] €
R2, které leZi uvnity pravé jedné kruinice nebo na hramici této oblasti. Je to
uzaviend mnozina v R%2. Na grafu funkce f miZeme podle zmén v barevngjch
odstinech priblizné sledovat vrstevnice funkce f (viz. obrdzek 12.3).

Obrézek 12.3: Definiénf obor (aneb pohled shora) a funkee f.
4. Limita funkce _“

V definici limity vystupuji funkéni hodnoty funkce v prstencovém okoli bodu
(budeme mu fikat limitni bod). Proto je mozné limitu funkce vySetfovat

pouze v bodech, v jejichZ okoli je funkce definovéna (nejednd se tedy o tzv.
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izolované body). Z toho divodu, budeme ve vSech kapitolach, ve kterych se
vyskytne limita funkce, predpoklddat, ze libovolné prstencové okoli limitniho
bodu obsahuje alespon jeden bod defini¢niho oboru funkce. Za¢neme univer-
zalni definici limity platnou pro funkce jedné ¢i vice proménnych, pro vlastni
¢i nevlastni limitu a rovnéz pro vlastni i nevlastni limitni body.

Definice 12.19 Rekneme, Ze funkce f : R® — R md v bodé¢ c € (R*)" limitu

A € R*, jestlize Ve > 0 3§ > 0 tak, Ze pro kazdy bod x € Ps(c) N D(f) plati

f(z) € U (A). Piseme lim f(xz) = A. Limita se nazjvd vlastni, jestliZe
r—>C

A € R, v opacném pripadé se nazyvd nevlastni.

Aby byla lépe vidét souvislost pojmu limity pro funkce jedné proménné
a predchozi obecnou definici, preformulujeme tuto definici pro vlastni limitu
funkce dvou proménnych v metrice 0,4

Definice 12.20 Rekneme, Ze funkce f : R? — R md v bodé ¢ = [cy,ca]
(vlastni) limitu A € R, jestlize Ve > 0 3§ > 0 tak, Ze nerovnost

|f(z) — Al <e

je splnéna pro vechny body x = [x1,23], pro néZ je 0 < |1 — 1] < &
a zdroven 0 < |ze — ca| < 0. Existuje-li limita funkce f v bodé ¢, budeme ji
znacit symbolem lim f(x) = A.

W=

Hlavni rozdil mezi limitou funkce jedné proménné a limitou funkce dvou
a vice proménnych spociva v ,,dimenzi“ okoli limitntho bodu. U funkce jedné
proménné se k tomuto bodu muzeme blizit jen po jedné primce. Staci tedy
spocitat limitu zleva a limitu zprava a pokud se rovnaji, mame spoctenou limi-
tu. Zatimco u funkce vice proménnych je téchto moznosti nekonecné mnoho.

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 262

Vyhledavani

Zpét | Vpred
Zavrit

Ukoncit
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Mizeme se totiz k limitnimu bodu blizit po primkach, po parabolach ¢i jinych
obecnych kiivkach. Existence limity v daném bodé tedy znamena, Ze
limita nezavisi na cesté, po které se k danému bodu bliZime. Naopak
podobné jako v jednorozmérném pripadé, dostaneme-li ruzné hodnoty limity
pro ruzné cesty, znamena to, ze limita v daném bodé nemuze existovat.

Protoze definice limity funkce vice proménnych pomoci je analogii defi-
nice limity funkce jedné proménné, jsou i dukazy vét o limitach funkci vice
proménnych analogické prislusSnym vétam pro funkce jedné proménné. Uka-
zeme si to pouze u véty o jednoznacnosti limity funkce. Dikazy ostatnich
analogickych vét z tohoto divodu provadét nebudeme. Vétsinu vét budeme
formulovat pouze pro funkce dvou proménnych. Zobecnéni pro funkce vice
nez dvou promeénnych je ziejmé.

Véta 12.21 (O jednoznaénosti limity funkce.) Funkce f : R? — R md
v bodé ¢ € R? nejuyse jednu limitu.
Dikaz. Dokazeme sporem. Predpokladejme, ze funkce f ma dvé rizné limity
a,b € R, a < b. Zvolme ¢ = 2TAA protoze ¢islo a je limitou funkce f,
existuje 01 > 0 tak, Ze pro Va = [z, 23] : 0 < |21 —c1| < 01, 0 < |wa—ca| < 01
plati

|f(z)—a| <€ & a—cec< f(z)<a+e. (12.3)
Zaroven i cislo b je limitou funkce f a tedy podle definice limity Jdo > 0 tak,
ze pro Vz = [x1,22] : 0 < |21 — 1] < 02, 0 < |2 — 2] < 02 plati

|f(z) —bl <e &= b—e< f(z)<b+e. (12.4)

Zvolme déale § = min{d;, d2 }, potom pro Vo = [z1,22] : 0 < |21 —¢1]| < 9, 0 <

Celé obrazovka
Zacatek
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Vyhleddvani
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Zavrit

Ukoncit
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|ze — co| < 0 plati (12.3) i (12.4), takze
b—e< flz)<a+e = b—e<a+e,

b—a

tedy b — a < 2¢, coz je spor s predpokladem ¢ =

Priklad 12.22 Spoctéme  lim ~ —2 12
(zy)=(1,—1) T —y — 2

Zavedeme substituci y = k(x — 1) — 1, k € R (rovnice primek prochdzejicich
bodem [1,—1]). Blizime se tedy k bodu [1, —1] po primkdch s parametrem k.
lim 20 +2(k(x —1) = 1) _ (x —1)(2 + 2k) _ 2 ~|—2k'.

a1z —(k(z—1)—1)—2 221 (z—1)(1—k) 1-k

Vijsledek zavisi na parametru k (na cesté) a tedy zadand limita neexistuje.

Nasledujici dvé véty jsou analogii prislusnych vét pro funkce jedné pro-
ménné. Treti véta je nutnd podminka existence limity, ktera v nékterych
pripadech umozni dokdzat neexistenci limity vypoctem dvou jednodussich
limit. Jeji dikaz je disledkem véty o jednoznacnosti limity.

Véta 12.23 (O aritmetice limit funkci.) Necht f,g : R?> - R, ¢ € R?
a ddle necht liLn flx) = A, liin g(z) = B a A, B € R. Potom plati

lim [f(z)| = |4, lim(f(z) + g(z) = A+ B,
lim(f(z) ~g(z) = A~ B,  lim(f(2)g(x)) = AB.

T—cC
A
Je-li navic B # 0, pak je lim M = —.
ase g(z) B

Celé obrazovka
Zacatek
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Véta 12.24 (O limit& seviené funkce.) Necht funkce f,g,h : R? — R,
c € R?, liin flz) = 1i£>n h(z) = A € R, ddle necht existuje kladné cislo 0 tak,
x @ x @

Ze pro vSechna x € Ps(c) plati f(x) < g(x) < h(z). Potom plati lim g(z) = A.
T—>C

Véta 12.25 (Nutnd podminka existence limity.) Ewxistuji-li limity

lim f(x,y0), lim f(xo,y) ajsou rizné, pak lim f(x,y) neexistuje.
T—T0 Y—Yo (z,y)—(x0,Y0)

22 — 42
Priklad 12.26 Spoctéme lim ————.
(z,y)—=(0,0) 2 +y
2 -0 0— y?
Zkusime vyuZzit predchozi vetu: lim — =1 lim = —
z—0 22 + 0 y—0 0 + y2

Limity jsou rizné a tedy zadand limita neexistuje.

Poznamka 12.27 V pripadé, Ze se limity lim f(zg,y) a lim f(z,yo)
Y—Yo T—xTo ”
rovnaji, tak limita lim f(z,y) se bud rovna stejnému &slu | |Ccl4 obrazovka

(2,y)—(20,y0) Tacirek
nebo neexistuje! acdte

Strana 265
Poznamka 12.28 Vétsinu drive vyslovenych vét tiykajicich se vlastnich li-

mit funkci dvou proménngch lze stejnym zpisobem jako u limit funkci jedné Vyhledévini
promeénné rozsirit i na nevlastni limity. Bez omezeni lze pro nevlastni limity
vyslovit vetu o jednoznacnosti limity funkce, nutnou podminku existence li-
mity a vetu o limité sevrené funkce. Pouze v pripadé véty o aritmetice limit thoes
je treba doplnit predpoklad ,pokud prava strana existuje®, abychom se
vyvarovali pripadi, kdy nékterd z operaci s nekonecny neni definovana.

Vpred

Zavrit

Ukoncit
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Poznamka 12.29 Pocitani limit funkci dvou a vice proménngch je ve vétsi-

né pripadi obtiznéjsi nez v pripadé funkci jedné proménné, protoZe k pocitani
e%)

limit typu — a — memdme k dispozici Zadnou analogii I’Hospitalova pravi-

dla. Pri vypoctu limit tohoto typu vyuzivame rizné dpravy vyrazi. Nejcastéji

pouzivané upravy jsou ukdzdny v ndsledujicich prikladech.

5. Technika pocitani limit

Priklad 12.30
i z+y 0+0
im = =
@y—00 22 +y2+1 02+02+1
V tomto pripadé muzeme souradnice limitniho bodu dosadit do prislusného

vyrazu (aniZ bychom dostali neurcity vygraz) a tedy hodnota limity zadané
funkce je rovna funkcni hodnote v tomto bodeé.

: x4y
lim ——.
(@y)—>(-1,1) T2 — y?
Limitu nelze pocitat primo podle véty o aritmetice limit funkct, protoze bychom
dostali neurcity viraz 0/0. Ale protoze oba mnohocleny maji spolecného déli-
tele x + y, miuzeme jej vykrdtit:
: a® + ¢ : (z +y)(@® — 2y +y?)
lim ECR) = m
@y)—=(-11) 22 —y?  @y-(-11)  (z+y)(z-y)
2 —zy+y* (12— (-11+1%2 3

li =2
o1  T—y =1 2

Priklad 12.31 Vypocteme

Celé obrazovka
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Piiklad 12.32 Vipocteme  lim Y2 VY

(zy)—=(1,1) T—Y
Stejneé jako v predchozim prikladu nelze primo pouzit vétu o aritmetice limit
funket, protoZe bychom opét dostali neurcity vyraz 0/0. Ale v tomto pripadé
maizeme naopak zlomek rozsirit vjrazem \/x + \/y a ndsledné zkrdtime x —y.

. VE—\VY lim V- VYVE+VY)
@y) =11 T —yY @y)—-1)  (z—y) (VT +Y)
. T—y . 1 1 1
lim = lim = = _.
@y)—0) (T -y VT+Y)  @y-0) VT VY I+ 2

1

lim @ —.
(@)—=(0,0) (T +y)?
Jednd se o limitu typu 1/0 a vidime, Ze funkce (x +1vy)> nabjvd na libovolném
prstencovém okoli limitniho bodu kladné i zdporné hodnoty. Zkusime se tedy
blizit po krivkdch y = kx? —x, k #0
1 . 1 0 Cel4 obrazovka

Priklad 12.33 Vypoctéme

lim = hm = :
=0 (2 + kx? —x)3  2-0k326  sgnk Zagdétek

Vijsledek zavisi na parametru k (na cesté) a tedy zadand limita neexistuje. Strana 267

—1 Vyhledavani
Priklad 12.34 Vypoctéeme  lim f— yhleddvani
(z.9)—(0,0) 2 4 32

Opét se jednd o limitu typu —1/0, ale funkce x> + y? nabyvd v libovolném

prstencovém okoli limitniho bodu pouze kladné hodnoty a tedy Vpred
&
lim % = lm (z—-1)- lim ———=-1-00=—00. Zaviit
(z,9)—(0,0) T° + Yy (z,y)—(0,0) (z,y9)—(0,0) T + Yy »
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Zkusime jesteé overit, Ze = 0. Ke kazdému K > 0 chceme

li —_
(e.0)00) 7% + ¢
1
najit & > 0 tak, aby nerovnost pr > K platila V[z,y] € P5([0,0]). Pro
@
0<|z—0/<da0<|y—0| <3 dostaneme

1 » ‘ 1
2+ 42 > 552 a miZeme volit  § = o @
Funkce ——— tedy neni shora omezend a lim ——— =0
x2 4= y2 (z,y)—(0,0) .'EQ e y2

Piiklad 12.35 Spoctéme  lim  SR@ Y
(@y)—(ox) T

Nejprve si uvedomme, Ze pro libovolné x,y € R plati nerovnosti:
-1 sin(z + y) !

lz| = =z = =
Dile lim — = lim —|2/=0a lim — = lim |z| =0. Tedy
(z,y)—(00,00) |117| z—0F (z,y)— (00,00) |:L‘| z—0+
podle véty o limité sevrené funkce i lim w =0.
(z,y)— (00,00) T

Rekli jsme si, ze existence limity v daném bodé znamend, Ze limita nezi-
visi na cesté, po které se k danému bodu blizime. Naopak, dostaneme-li rizné
hodnoty limity pro rizné cesty, znamend to, zZe limita v daném bodé neexis-
tuje. Jednou z moznosti, kterou muzeme vyuzit pri pocitani limity funkce
dvou proménnych ve vlastnim bodé [z, yo], je transformace do polarnich
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souradnic:
T — Ty = T COS P, Y — Yo = TSin @, r > 0.

Jestlize néasledné limita zavisi na thlu ¢, znamena to, ze zavisi na cesté, po
které se k danému bodu blizime, a proto funkce nemé v tomto bodé limitu.

2
Piiklad 12.36 Spoctéme  lim  ——?
(@)= (0,0) 22 +y?
Transformaci do poldrnich souradnic dostdvame
lim 2r2 cos @ sin ¢ _ lim 2 sin(2¢)

- = sin(2¢p).
r—0+ r2c0s2 p + r2sin’p  ro0+t T

Protoze vysledek zdvisi na uhlu , viyse uvedend limita neevistuje.

Jesté pripomenme, ze pokud limita po transformaci do polarnich sou-
fadnic vyjde nezavisle na thlu ¢, je to pouze nutnad podminka pro
existenci limity, protoze pokud bychom se k limitnimu bodu bliZili napt. po
parabolach, mohli bychom obdrzet odliSny vysledek (viz. ndsledujici priklad).

2 Celé obrazovka

Piiklad 12.37 Spoctéme  lim  —— Y.
(z,9)—(0,0) T4 + 2

Transformaci do poldrnich souradnic dostdvame Strana 269

r3 cos? psin @ . r cos? psin

Zacatek

Vyhleddvani

lim = =
r50+ 72(12 cost  +sin® p)  r—0+ 72 cost p +sin”

ale zadand limita neexistuje, protoze kdyz se budeme bliZit po obecné parabole

y = kxz?, dostaneme . 22k2? L
im = .
z—0 x4+ k214 1+ k2 Zaviit

Visledek zavisi na konstanté k a tedy limita neexistuje.
Ukoncit
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Na zavér této casti uvedeme jesté jednu uzitecnou vétu, ktera v pripadech,
kdy provadime transformaci do polarnich soutadnic, umoznuje rozhodnout
o existenci limity.

Véta 12.38 Funkce f md v bodé [xg,yo] limitu rovnu A, jestliZe existuje
nezapornd funkce g : [0,00) — [0,00) takovd, Ze Tl_i>H()l+ g(r)=0a
| f (o + 1 cosp,yo +rsinp) — Al < g(r)
pro kazdé ¢ € [0,2n] a dostatecné mald r > 0.
Diikaz. Protoze rl_i)rg)aJr g(r) = 0, existuje ke kazdému € > 0 6 > 0 tak, Ze pro
0<r<djelg(r))=g(r) <e. Nésledné
|f(xg+7cosp,yo+rsing) — Al <g(r)<e
a tedy V[z, y] € Ps([xo,yo]) je | f(z,y) — A| < &, coz je definice limity. O
Priklad 12.39 Spoctéme  lim w
(@)= (01) 2% + (y — 1)°

Transformaci do poldrnich souradnic: x =rcosp, y = rsinp + 1 dostdvame

I 72 cos? ¢ + r? sin? p(rsin ¢ + 1) I cos? p + rsin® ¢ + sin ¢
1m = 1m =
r—0+ 72 cos? @ + 12 sin? r—0+ cos? ¢ + sin®

lier(rsin3 p+1)=1.
r—0
Dale plati:
|(rsin® @ +1) — 1| = |rsin® | <7 a navic lim r =0.

r—0t
MizZeme tedy aplikovat predchozi vétu pro A =1 a g(r) = r a zadand limita
je rovna 1.
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Poznamka 12.40 Podobné jako pri viypoctu limity funkce dvou proménnych
pouZivdme transformaci do poldarnich souradnic, muzeme pri vipoctu limity
funkce tri proménngch vyuzit transformaci do sférickych souradnic:

T — Ty = 7 oS Psin Y, Yy — yo = rsinpsiny, Z — Zg = rcos.

6. Spojitost

Definice 12.41 Rekneme, Ze funkce f : R® — R je v bodé ¢ € R™ spojita,
jestlize Ye > 0 36 > 0 tak, Ze pro kazdy bod x € Us(c) N D(f) plati f(z) €
Ue(£(c))-

Opét jako v pripadé definice limity preformulujeme piedchozi obecnou
definici pro funkce dvou proménnych v metrice 0,4
Definice 12.42 Rekneme, Ze funkce f : R? — R je v bodé ¢ = [c1,cz] spo-
jita, jestlize Ve > 0 39 > 0 tak, Ze nerovnost

|f($) — f(c)| <e Cela obrazovka

je splnéna ¥z = [z1,x3], pro nézZ je |v1 — c1| < § a |wva — co| < 4. Zadatek

Protoze definice spojitosti funkce vice proménnych je analogii definice Strana 271
spojitosti funkce jedné proménné, jsou i dukazy vét o spojitych funkcich vice
proménnych analogické pfislusnym vétam pro funkce jedné proménné. Z toho
divodu dikazy téchto vét nebudeme provadét.

Vyhledavani

Véta 12.43 (O limité spojité funkce.) Funkce f je v bodé ¢ = [c1,ca]
spojitd tehdy a jen tehdy, je-li
. avrl
lim f(z) = f(c)-
T—>C
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Véta 12.44 (O spojitosti absolutni hodnoty, soué¢tu, rozdilu, souci-
nu a podilu.) Predpoklddejme, Ze funkce f, g jsou spojité v bodé ¢ = [cq, ca].
Potom také funkce |f|, f+ g, f — g, fg jsou spojité v bodé c. Je-li navic

g(c) # 0, pak je v bodé c spojitd i funkce g

Véta 12.45 (O spojitosti sloZzené funkce.) Predpoklddejme, Ze funkce f, g
jsou spojité v bodé ¢ = [c1, ca] a funkce h je spojitd v bodé [f(c), g(c)]. Potom
i slozend funkce h(f(x,y),g(x,y)) je spojitd v bodé c.

Priklad 12.46 Definujme funkci g a zkoumejme jeji spojitost v bodé [0, 0].

3
g(z,y) = gc‘lx—-q-yy‘l pro [z, y] # [0,0]
0 pro [x,y] = [0,0].

PouZijeme vétu o limite spojité funkce, ale nejprve se podivame, jakou dosta-
neme limitu, kdyZ se budeme bliZit k limitnimu bodu po primce y = kx

lim i = i .

z—0 x4+ kizt 1+ k4
Limita zadané funkce v bodé [0, 0] neexistuje, protoZe jeji hodnota zdvisi na
smérnici primky. Funkce g tedy neni spojitd v bodé [0, 0].

2+ zy + >

Priklad 12.47 Najdéte body, v nichz neni funkce FrEw spojitd.
2 4+ y? —
Funkce 23, z, 42, y, 2, y2, a 1 jsou spojité v celé roviné a podle véty o spojitosti

souctu, rozdilu a soucinu jsou spojité i funkce x® + xy + 9> a 2% + 3% — 1.
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Nakonec podle véty o spojitosti podilu je podil dvou spojitych funkci spojitd
funkce, prdvée kdyz je jmenovatel rizng od nuly. Jmenovatel je roven nule,
kdyz? x® + y?> = 1. Body, v nichZ funkce neni spojitd tvori tedy kruinici se
stredem v pocdtku a s polomérem 1.

Abychom mohli dokazat analogii obecnych vét o spojitych funkcich jedné

proménné, budeme nejprve potirebovat dvé pomocné véty o limitach posloup-
nosti a vétu o spojitosti metriky.

Véta 12.48 (O spojitosti metriky.) Necht M je mnozina a o : M X M —
R je metrika. o je spojitd funkce.
Diakaz. Necht a,b,c,d € M, potom z definice metriky plyne
o(a,d) < o(a,b) + o(b,d) < o(a,b) + o(b, ¢) + o(c, d),

nebo-li

Q(a) d) - Q(ba C) < Q(a7 b) + Q(Ca d)
Zameénou a s b a ¢ s d dostaneme

Q(ba C) - Q(a’ d) < Q(b’ a’) + g(da C)'
7 poslednich dvou nerovnosti plyne

|Q(aa d) - Q(bv C)I < Q(a7 b) + Q(Ca d) (125)

K dokonceni dukazu staci, dokazeme-li, ze limita je rovna funkéni hodnoteé.

Vezmeme tedy libovolné x,y € M a dvé posloupnosti z M tak, ze lim =z, =«
n—r oo

a lim y, = y. Potom vyuZzitim nerovnosti (12.5) dostaneme Zpét | Vpred
n—oo
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a 5 . .,
Protoze lim z, = x a lim y, = y, tak ke kazdému - > 0 existuji ng
n— 00 n—00 2

. . Z 2 €
a myp tak, Ze pro vSechna n > ng a vSechna m > myg plati: o(z,,z) < 3

£
a 0(Y, ym) < 5 a tedy lo(Tn, Ym) — o(z,y)| < €. O

Véta 12.49 (O limité vybrané posloupnosti R.) Z kaZdé omezené po-
sloupnosti redlnyjch cisel lze vybrat posloupnost, kterd md vlastni limitu.

Dikaz. Predpoklddejme, ze {a, }52 ; je omezend. Existuji tedy koneénd ¢isla
A, B € R tak, ze Vn € N plati A < a,, < B.

A+ B
Nyni pouzijeme metodu ptleni intervalu. Polozime C' := *

, protoze

posloupnost {a,}52 ; je nekoneénd, musi alespon jeden z intervalu [A, C] ne-
bo [C, B] obsahovat nekone¢né mnoho ¢lentt posloupnosti {a, }32 ;. Definuji
[A1, B1] := [A,C], obsahuje-li interval [A, C] nekoneéné mnoho ¢lent po-
sloupnosti {a, }52; a v pfipadé, zZe interval [C, B] obsahuje nekoneéné mnoho
¢lent posloupnosti {a, }22 ;, polozime [A;, B;] := [C, B].

B
AL a opét definuji [As, Bs] := [A1, C1], obsahu-
je-li interval [A;, C;] nekoneéné mnoho ¢lenti posloupnosti {a,}>2; nebo
v piipadé, Ze naopak interval [Cy, B;] obsahuje nekoneéné mnoho ¢lent po-
sloupnosti {a,}22, zvolime [Ay, Bs] := [C1, B1]. Takto pokracujeme dal
a dostaneme posloupnost intervala [A;, B;] s témito vlastnostmi:

1. A< A <A, <...<By<B; <B,

An—l + Bn—l _ A+ B

2 -
3. Vi € N interval [4;, B;] obsahuje nekoneéné mnoho ¢lent {a, 52 ;.

Déle zvolime C :=

2. B,— A, =
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Protoze posloupnost {A,}52; je monoténni a omezend, existuje podle vé-
A+ B

on "

ty 3.29 vlastni li_)m A, = a. Z bodu 2. plyne B, =

také e
lim B, = lim ( ;;L +An> = a.

n—r oo n—r oo

Je-li tedy € > 0, existuje n tak, ze
a—e<A,<B,<a+e.

To znamend, ze v intervalu (a —¢&, a+¢) lezi nekoneéné mnoho ¢lent {ay, 122 ;.
Nyni zkonstruujeme vybranou posloupnost, kterd bude mit limitu a. Budeme
postupovat takto: k1 bude nejmensi index, pro néjz bude platit |ag, —al < 1,
k2 bude nejmensi index, pro néjz bude platit |ax, —a| < 1/2. Takto pokracuji
a konstruuji posloupnost indext {k, }5; tak, Ze |ag, —a| < 1/n. Dostavame
tedy vybranou posloupnost {ay, }52 ;, kterd m4 limitu a. O

Véta 12.50 (O limité vybrané posloupnosti v R".) Z kaZdé omezené
posloupnosti bodi z R™ lze vybrat posloupnost, kterd md vlastni limitu v R™.

Diikaz. Piedpoklddejme, ze {[z},x%,... 28]}, je omezend posloupnost.
Podle predchozi véty z ni vybereme posloupnost tak, aby prvni souradni-
ce {x1}%°; tvorily konvergentni posloupnost. Dostaneme tedy vybranou po-
sloupnost {[zh*, x5 ... x*]}22 | jejiz prvni soufadnice maji limitu. Z této
vybrané posloupnosti opét vybereme podle predchozi véty posloupnost tak,
aby i druhé souradnice tvorily konvergentni posloupnost. Po n krocich dosta-

neme takovou vybranou posloupnost {[z, z% ... 2k} Zeproj=1,..,n
existuje vlastni limita posloupnosti lim z’'. O
71— 00

Nyni jiz mizeme formulovat a dokazat slibené véty.
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Véta 12.51 (O nabyvani minima a maxima.) Necht funkce [ je spojitd
v kazZdém bodé uzavrené a omezené mnoziny M C R™. Potom nabyvd na M
své nejmensi a nejuétsi hodnoty.

Dikaz. Nejprve dokdzeme, ze mnozina f(M) je uzaviend a omezena. Vezme-
me libovolnou posloupnost {y, 152, € f(M), potom existuji z,, € R™ tak, ze
Yn = f(xn). Protoze M C R™ je uzaviend a omezend mnozina, existuje podle
predchozi véty vybrand posloupnost {xj, }22; tak, Ze nhﬂngo g, = ¢ € M.

A ze spojitosti funkce f plyne
Jim gy, = lim f(zy,) = f(2) € f(M).

A protoze predchozi tivaha plati pro kazdou posloupnost z f(M), lze z kazdé
posloupnosti obsazené v f(M) vybrat posloupnost, kterd ma limitu v f(M).
Z toho nyni odvodime, Ze mnozina f(M) je uzaviend a omezens.

Nejprve dokazeme, ze f(M) je uzaviend. Vezmeme-li libovolné y € f(M),
potom o(y, f(M)) = 0 a tedy ke kazdému prirozenému n existuje bod y,, €
f(M) tak, ze o(y,yn) < % Posloupnost {y,}ro; mé tedy limitu rovnu y
a z prvni ¢asti dukazu vime, ze y € f(M). A protoze y bylo libovolné, plati
f(M) = f(M), takze f(M) je uzaviend mnozina.

Predpoklddejme, ze f(M) neni omezend. Zvolme bod yo, potom ke kaz-
dému pfirozenému n existuje bod y, € f(M) tak, Ze o(yo,yn) > n. Ale
z prvni ¢asti dikazu vime, ze z posloupnosti {y, },>; 1ze vybrat posloupnost
{Yk, toe1, kterd ma limitu y € f(M). Ze spojitosti metriky plyne

lim o(yk,,y0) = (¥, yo)-
n— oo

Ale zaroven mame o(yg, ,vy0) > kn > n a tedy lim o(yx,,yo) = 00, coZ je
n—oo
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spor s tim, Ze se tato limita rovnd o(y,yo). Takze f(M) je omezend.

Podle véty o supremu existuje ¢islo G = sup,¢c,, f(x) (G € R) tak, Ze
f(z) < G. Nyni potiebujeme dokdzat, ze existuje bod zg € M tak, ze f(zg) =
G. Z definice suprema plyne, ze pro libovolné n € N existuje bod z,, € M tak,
ze f(xn) > G — —. Posloupnost {z,}52; je omezend, takze podle predchozi

n
véty existuje vybrand posloupnost {xy, }52 ;, kterd ma limitu € M (protoze
mnozina M je uzaviend). A ze spojitosti funkce f plyne, Ze

lim_f(zx,) = f(z) € F(M).

1
Déle limitnim prechodem z nerovnosti f(z, ) > G— . dostaneme nerovnost
li_>m f(zk,) = f(x) > G. Zaroven z definice suprema 7E)lyne f(z) <G a tedy
flz) =G
Pro infimum by se postupovalo podobné. 1
Definice 12.52 Necht A,B C R". Jestlize ANB = BN A =0, vikdme, Ze

mnoziny A, B jsou oddélené. Neprdzdnou mnozinu A nazjvdme souvis-
lou, jestlize A neni sjednocenim dvou neprdzdnych oddélenych mnozin.

Véta 12.53 (O nabyvani hodnot.) Necht funkce f je spojitd na uzavriené,

omezené a souvislé mnoziné M C R™. Potom funkce f nabyjvd v mnoziné

M wsech hodnot lezicich mezi ¢isly i := inf f(z) a s:= sup f(z) (mnoZina
zeM xeM

f(M) je souvisld). (Tedy je-li d libovolné éislo lezici mezi Cisly i a s, potom
existuje alespor jeden bod ¢ € M tak, Ze f(c) =d.)
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Dikaz. K libovolnému ¢islu d lezicimu mezi ¢isly ¢ a s najdeme alespon jeden

bod ¢ € M tak, ze f(c) = d. Z predchozi véty vime, Ze existuji body y, z € R™

tak, ze inf f(z) = f(y) a sup f(x) = f(z). Ze souvislosti mnoziny M plyne
zeM zeEM

existence kone¢né posloupnosti bodu z; = y, xs, ..., x, = z € M, takové, ze
vsechny tsecky s krajnimi body z; a ;41 proi=1,...,n — 1 jsou podmno-
zinami mnoziny M. Nyni mohou nastat dvé varianty, bud existuje index j
tak, ze f(z;) = d nebo existuje j tak, ze f(z;) < d a f(xj41) > d (ptipadné
f(zj) >da f(z;41) < d). Parametricka rovnice tsecky prochézejici body z;
axji1 jex =x;+ (xj11 — x;)t, kde t € [0,1]. Funkce
G(t) := flz; + (zj41 — 75)1)
je spojitd na uzavieném intervalu [0, 1]. Potom podle véty o nabyvani hodnot

pro funkce jedné proménné existuje to € (0,1) tak, ze G(to) = d. Zvolime-li
c=x; + (241 — z;)to, dostaneme f(c) = d. O

7. Grafy vybranych funkci

Na zavér této kapitoly si ukazeme nékolik graft funkei dvou proménnych. Ba-
revné odstiny v grafech oznacuji jednotlivé vrstevnice. Prvni uvedena funkce
je nespojitd v bodé [0, 0], nicméné na prvnim obrazku to neni ptilis zretelné.
Na druhém obréazku je zndzornéno pouze nékolik vrstevnice této funkce, které
nam v tomto pripadé poskytuji presnéjsi informaci o grafu funkce a také uka-
zuji na mozné problémy pri zobrazovani nespojitych funkeci vice proménnych.
Vzhledem k tomu, Ze se vrstevnice odpovidajici riznym funkénim hodnotdm
protinaji v bodé [0, 0], je ihned zfejmé, ze zadand funkce neni v tomto bodé
spojita viz obrazek 12.4.
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@

LRy

Obrézek 12.4: Graf funkce f(z,y) = :1:4——i—yQ

a vybrané vrstevnice.
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@

Obrazek 12.8: Grafy funkei f(x,y) = -8z +4y+6 a f(x,y) = |z — y|.
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KAPITOLA 13

Parcialni derivace

1. Parcialni derivace

Necht funkce f : R™ — R je definovdna v okoli bodu a = [ay, . . ., ay]. Zavedme
funkci jedné proménné definovanou vztahem g(z;) := f(ai,...,x;,...,a,).
Existuje-li derivace ¢'(a;), nazgvame ¢islo ¢’(a;) parcidlni derivaci funkce f | Gol4 obrazovka
podle j-té proménné v bodé a.

Definice 13.1 Necht je funkce f : R™ — R definovina v okoli bodu r =

[1,..., %] Existuje-li
lim flxa, . zj+h,oo zn) — f@1,. 0,25, ..., )
o h EIES

nazyvdme ji parcialni derivaci funkce f podle j-té proménné v bodé

Zpét | Vpred
x a budeme ji znacit ——(x), nebo —f(:cl, ey X)) o
8$j 81:j Zavii
avrit

Ukoncit
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Parcidlni derivace muze byt vlastni i nevlastni, ale v tomto textu po-
kud nebude feceno jinak budeme derivaci rozumét vyhradné vlastni derivaci.
Geometricky vyznam: stejné jako u funkci jedné proménné predstavuje
parcialni derivace funkce f podle j-té proménné v bodé x smérnici tecny ve
sméru osy ;. Parcidlni derivace an(x) zavisi na bodu z — je to tedy opét
funkce n proménnych, takze ji mﬁijeme dale derivovat. Existuje-li parcidl-
ni derivace podle k-té proménné, dostaneme parcialni derivaci druhého radu

0*f
Ox;0xy,
tom podle x). Obdobné muzeme definovat a znagcit parcidlni derivace vyssich
radda. Z definice vidime, Ze parcidlni derivace podle z; se hleda stejné jako
derivace funkei jedné proménné (ostatni proménné jsou brény jako konstanty
a derivace konstanty je nula). P¥i poc¢itani parcidlnich derivaci muzeme tedy
bez omezeni vyuzit zakladni vzorce a vétu o derivaci souctu, soucinu a podilu.

v bodé = a budeme ji znacit

(x) (nejprve derivujeme podle z; a po-

Véta 13.2 (O parcidlni derivaci souc¢tu, souc¢inu a podilu.) Necht ¢y, co
jsou realné konstanty a funkce f,g : R™ — R maji vilastni derivaci v bodé
a € R™ podle x;, i € {1,2,...,n}. Potom

0 0 0
Halran ) - a gl @+ agt,
(fg) of Og

S (@) = gla) 5 (@) + fl@) 5 (a)
9

je-li g(a) #0.
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Diikaz by byl stejny jako pro funkce jedné proménné a proto jej nebudeme
provadeét. Hlavni rozdil pfi pocitani derivace funkce jedné proménné a parcial-
nimi derivacemi funkci vice proménnych spociva v tom, ze ve vété o derivaci
slozené funkce potiebujeme v pripadé parcialnich derivaci silngjsi predpo-
klady. Tuto vétu dokazeme na konci ¢asti vénované totalnimu diferencidlu.
I v nékterych dalSich vétach uvidime, ze predpoklad existence parcialnich
derivaci je slabsi nez tomu bylo u funkei jedné proménné.

Priklad 13.3 Spoctéte vsechny parcidlni derivace prvntho a druhého Tddu
pro funkci f(x,y) = 3z2y + 2z + y> — 1 + sin(zy?) .

0 0
8—£(m, y) = 6xy + 2 + y? cos(zy?), 6_1]:(93’ y) = 322 + 3y? + 2zy cos(zy?),
>*f >’f 2 3 2
= = 2 -2 i
920y (z,y) g0z (z,y) = 6z + 2y cos(xy”) — 2zy’ sin(xy”),
O f (z,y) = 6y + 2z cos(xy?) — 4x%y? sin(zy?)
ayay ) ’
&/ (z,y) = 6y —y*sin(zy?),  V[z,y] € R?
0xdz "’ ’ ’ ;
0%f 0°f
V predchozim prikladu jsme vidéli, ze parcidlni derivace ) se
0x0y’ Jyox

rovnaji (tzn. na poradi derivovani nezdlezi). Postupné zjistime, za jakych
predpokladu nezalezi na poradi derivovani, co znamenaji nulové derivace pod-
le vSech proménnych pro prubéh funkce a také jak souvisi derivace se spo-
jitosti. Za¢neme uzitecnou vétou o prirtstku funkce (analogie véty o stredni
hodnoté).
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Véta 13.4 (O prirastku funkce.) Necht funkce f : R®™ — R md vsechny
parcidini derivace pruniho radu v intervalu I C R™, a,b € I. Potom ewistuji

body €1,...,€" (&9 =[&,...,&l], 5=1,...,n) tak, Ze

FO) = fla)=) (b - aj)%(ﬁj), (13.1)
=1 ’
kde min(ag, bg) < fi < max(ag,by) proj=1,....n, k=1,...,n.
Dikaz. Vyuzijeme jednoduchou identitu
f(b) = fla) = (13.2)
Z(f(bl, o .,bj,aj+1,. o .,an) — f(bl,. co ,bj_l,aj,. o .,an)) o
g=lI
V kazdém dilé¢im rozdilu se méni jen jedna slozka, takze zkusime aplikovat
vétu o stfedni hodnoté. Funkee g;(§) := f(b1,...,0-1,§, ajy1, ..., a,) maji
pro j = 1,...,n derivaci v intervalu [min(a;,b;), max(a;,b;)] a jsou tam

spojité. Podle véty o stiedni hodnoté existuje §§ € (min(a;, b;), max(a;,b;))
tak, ze
f(bl, o ..,bj,aj+1,.. .,an) — f(bl,. 5 .,bj_l,aj,.. .,an) =
; af (&)
9i(b5) = gs(a;) = (bj — a;)9;(&) = (b; — a;) =5 —,
J

kde & = [by, ..., bj-1,€, 541, - -, an]. Po dosazeni do vztahu (13.2) dosta-
neme tvrzeni véty. O

7 véty o prirtstku funkce ihned plynou nasledujici dvé véty.
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Véta 13.5 Necht funkce f : R® — R md vsechny parcidalni derivace proni-
ho Tadu omezené v otevrené mnozine M C R™. Potom je funkce f spojitd
v mnoziné M.

Dikaz. Zvolme libovolny bod a € M a k nému € > 0 tak, aby U.(a) C M.
Potom pro libovolny bod b € U, (a) z véty o prirustku funkce plyne

lim f(b) = lim [ f(a)+

n
b—a b—a —

(b, —a»ﬁ—i(&j) - f(a).

Jj=1

Tedy limita se rovna funkéni hodnoté, takze funkce f je spojitda v bodé a. [J

Véta 13.6 Necht funkce f : R® — R md vsechny parcidlni derivace proni-
ho 7ddu rovny nule ve vsech bodech intervalu I C R™. Potom je funkce f
konstantni v intervalu I.

Dikaz. Z véty o prirtustku funkce plyne, ze pro a,b € I plati

£(8) = $a) = 30 — a5) 5 (67) =0,
g=1 J
takze funkce f je konstantni v I. O

Priklad 13.7 Funkce definovana predpisem

1 prox =0 neboy=0,

fay) = { 0 jinde

ma v bodé [0,0] parcialni derivace podle obou proménnych

of o oy _ . fO+h0)—f(0,00 . 1-1__ 9f
o D)= s h = im = =0=3,

(0,0)
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rovny nule, ale neni v tomto bodé spojita, protoze
ilir})f(w,O) =1 ale %g%f(m,x) = 0.

Tedy limita v bodé [0, 0] neexistuje a funkce neni spojita. Grafem této funkce
je rovina, z niz je vyzdvizen osovy kriz.

2. Totalni diferencial

Definice 13.8 Necht funkce f : R™ — R je definovdna v okoli bodu
x = [z1,...,2n]. Zvolme cisla Ay, ..., A, a definujeme funkci r(h) (h =
[, ..., hy]) Tovnict

Fle+h)—f(@) = Athy+...+ Aphy +||Bllmazr(h),  7(0,...,0) = 0. (13.3)

Lze-li ¢isla Ay, ..., A, volit tak, Ze funkce r je spojitd v bodé [0, ...,0] (tedy
lim r(h) =0), nazgvdme vyraz
h—10,...,0]

Aihi + ...+ ALhy,

(dplnym nebo) totalnim diferencidlem funkce f v bodé x a rikdme, Ze
funkce f md totalni diferencial v bodé z.

Geometricky vyznam totalniho diferencialu je stejny jako u diferen-
cidlu funkei jedné proménné. Nahradime-li prirustek f(a+h)— f(a) totdlnim
diferencidlem Aihy + ...+ A, h,, dopoustime se chyby, kterd je rovna funkci
[|h]|mazr (R). Piitom funkce ||h||maqer(R) se pro mald a zmensujici se ||h||maz
bliz{ k nule rychleji nez diferencidl (pokud je rizny od nuly). Tedy ¢im mensi
bude ||A||maz, tim mensi relativni chyby se dopustime, nahradime-1i priristek
funkce f totalnim diferencidlem. Nyni se podivame na jeho vlastnosti.
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Véta 13.9 Je-li Ajhy + ...+ A, h, totdini diferencidl funkce f v bod€ a, je

_ of L
AJ—%j(a) j=1...,n

Dikaz. Zvolime-li v rovnici (13.3) h tak, Ze kromé j-té slozky jsou vSechny
ostatni slozky rovny nule, dostaneme

fla+h) = f(a) = Athi + ...+ Aphy + [|B]lmaar(h) = Ajh; + h|r(h)
a po Gpravé mame pro h; > 0
: _ iy ((flath) = f(a) _0 _
i ) = i (S50 4) = ;@ = A =0
Pro h; < 0 bychom museli celou rovnici kromeé r(h) nésobit —1. (]

Véta 13.10 Ma-li funkce f v bodé a totdlni diferencidl, je v bodé a spojitd.

Dukaz. Limitnim prechodem v rovnici (13.3) dostaneme

h—>l[}J1El..,0] fla+h) — f(a) = h—»l[lor,r.l..,o] Aihy + ...+ Aphy + | B maer(h) = 0.

Tedy limita se rovnd funkéni hodnoté a funkce f je spojita v bodé a. O

Véta 13.11 (Nutna a postacujici podminka existence totilniho dife-
rencialu.) Funkce f md v bodé a totdlni diferencidl, pravé kdyz jsou parcidlni
) of "y y .
derivace e spojité v bodé a = [ay,...,an] proj=1,...,n.
J
Dukaz. Parcialni derivace existuji v okoli bodu a, takze pro dostateéné malé
[|h||maz, miZeme pouzit vétu o prirustku funkce na funkei f v intervalu [a, a+
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h]. Déle ze spojitosti derivaci v bodé a plyne, Ze funkce

_ O g Of

gj(h) := a—%(@) -3 (a), splnuji lim g;(h) =0,

s h—[0,...,0]
kde & € [a,a + h]. Dosazenim do (13.1) dostaneme
Flat B) = (@) = D205+ by — a) o (&) = 3 (g (a) + hygs (k) )
= 0x; e 0
" h:g:(h
Nyni definujme funkci r(h) := % a protoze
21 hillg; (h)] -

li h)| < L == T < i i(h)| =
O S T e Sl 2191 =0
jei lim r(h) = 0. Takze zn:hﬁ(a) je totélni diferencidl funkce f

h—0,...,0] e Jaxj
v bodé a. Druhd implikace plyne z véty 13.9. O

Nyni jiz muzeme dokazat vétu o parcidlni derivaci slozené funkce.

Véta 13.12 (O parcidlni derivaci slozené funkce.) Necht funkce g; :

R* - R, i = 1,...,n maji v bodé zg = [29,...,2°] parcidlni derivace
ggi (z0), j = 1,...,n. Ddle necht funkce f : R — R md totdlni diferen-
2
cidl v bodé yo = [y?, ..., 4°], kde y? = g;(z0). Potom plati:
O (35) = 5 2 ) 52 ().
J i=1 I J
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Diukaz. Funkce f mé totdlni diferencial v bodé yg, takze podle véty 13.9
existuje funkce r(h), (h = [h1,...,hy]) je spojitda v bodé [0,...,0] tak, ze

Foo+ 1) = 10) = 3 T bt [flr (). (13
i=1 ¢
Nasim cilem je vypocitat
3f(91,,gn) _
T ooy U7
%g% f(gl(xo + tj)v cee ,gn(xo ‘I'::j)) - f(gl(xo)v cee 7971(550))’ (13.5)

kde t; je n-tice redlnych ¢isel, kterd ma na j-tém misté ¢ a na ostatnich mistech
nuly. Proto budeme definovat funkce
hz(t) :gi(l'0+tj) —gi(l’o) 1=1,...,n. (136)

VSechny funkce h; jsou spojité v bodé nula, protoze funkce g;(zo+t;) jsou jako
funkce jedné proménné ¢ spojité v bodé nula (maji v tomto bodé derivaci).
Tedy h;(0) = 0 a také slozend funkce 7(hy(2),...,h,(t)) je spojitd v bodé
nula a plati

}i_r}(l] r(hi(t),..., hn(t)) = r(h1(0),...,h,(0)) =7(0,...,0) = 0. (13.7)
Daéle proi =1,...,n plati
tim 20 _ iy 96@0 1) — gil@o) _ i (13.8)

t—0 t t—0 t (91']'

Ve vyrazu (13.5) nejprve nahradime g;(zo + t;) vyrazem h;(t) + gi(xo) (viz.
(13.6)), v druhém kroku dosadime g;(7o) = y?, ve tietim kroku vyuZijeme
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(13.4) a nakonec dosadime limitu (13.8)
flgr(@o +t5), - - gn(@o +15)) — f(91(x0), - - -, gn(20)) _

lim (13.9)
t—0 t
L T+ 91(z0), - (D) + 90 50)) = (01 (@0), - 9n(z0)) _
t—0 t a
o L)+ 08, B () 40) = FR - 08)
t—0 t -
(= Of k(@) Pa(®); - h(D]llmaa(ha(t), - Ba () |
lim (; 6_y,~(y0) b 7 =
— Of _hi(t) [P1(®), - - -, Bn O]l mas | _
; 5y o) fim ===+ lim (r(Ra(8).., hu(8)) - =
" of | dg; . ha(t) han(t)
; Du: (yo)a—xj(.ro) +%E}[1) (r(hl(t), ) H [T, s j(lgxnt .
; Celé obrazovk
Vzhledem k (13.8) je pro dostateéné mald ¢ kazd4a funkce ha(?) omezend a tedy
_Z catek
je omezend i funkce m(t) ha() sgnt. A protoze podle (13.7) je ==
lim 7(ha(t), . b (1)) = 0, je i
i (0 |22 B0 | ) o
e

Zpét | Vpred
Dosadime-li tuto limitu do (13.9) a poté (13.9) do (13.5), dostaneme tvrzeni

Véty. O Zavrit
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P¥iklad 13.13 Spoctéme parcidlni derivace funkce f(u,v) = u? + uv + 1

podle x a vy, jestlize u(z,y) = e*Y a v(z,y) = v
z

Punkce f md spojité parcidlni derivace a tedy i totdlni diferencidl V[z,y] € R2,
funkce u a v maji parcidlni derivace proniho Tddu v kazdém bodé V[z,y] € R2,
kde je x # 0. Tedy pro x # 0 muzZeme pouzit predchozi vétu a dostaneme:

Of (1) = OF () 2" Of )2 (2. 4) = vty 4y 7Y
(@) = L, 0) 2 @y) + 2w, 0) S () = Qutv)e +u=F =

(26x+y + 2) ew+y + eac+y__y —
z 2

af _9f, \Ou of

ay (l’,y) — au (’U,, U) ay (l‘,y) + av

(26w+y + 2) Sty o ew+yl = ex+yw‘
x az x
V pripadé, Ze vsechny funkce zndme, nemusime aplikovat predchozi vétu,
ale muzeme vnitrni funkce dosadit do vnéjsich a derivovat teprve vyslednou

9 ew+yy
funkei f(z,y) = (") + —Q + 1.

ov . oty 1
(u,v)a—y(x,y) = (2u+v)e +ux =

Celé obrazovka

Nakonec uvedeme uzitecné véty o zaménnosti parcialnich derivaci.
Véta 13.14 (O zaménnosti parcidlnich derivaci.) Necht funkce f : Vyhledévan{
2
n , v _ O O .. .7 z . .
R™ — R, md v bodé x¢ = [z}, ..., 2] spojitou parcidlni derivaci 9207, (z0)- _“
Potom plati PRI P
317j ox; 8:018% ' Zavrit
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2

axiaxj
mnoziné Us(xg). Cisla h, k zvolim tak, aby 0 < |h| < 6, 0 < |k| < § a definuj-
me n-tici redlnych cisel h;, kterd mé na i-tém misté h a na ostatnich mistech
nuly a n-tici redlnych cisel k;, kterd méd na j-tém misté k& a na ostatnich
mistech nuly. Potom plati

Dukaz. Ze spojitosti funkce plyne, funkce f je definovdna na néjaké

g Bt ) e
3xi8xj 0/ = k—0 k -
lim lim £ @0t k5 +hi) = F(@o + &;) = f(wo + hi) + f(20)
k—0 h—0 hk :

Podle predpokladu véty tato limita existuje a my potfebujeme dokazat, ze
existuje i limita

lim Jim & @0+ Kj + hi) = flzo + kj) = f(wo + hs) + f(20)

h—0k—0 hk

a ze se tyto limity rovnaji. K tomu, ale staci dokazat existenci dvojné limity

f(xo + kj + h) — f(xo + kj) — f(zo + hs) + f(x0)
[h,k]—10,0] hk

)

protoze potom tato limita nezavisi na tom, jakym zptsobem se k limitni-
mu bodu blizime a tedy vsSechny t¥i vyse uvedené limity se budou rovnat.
Klademe-li

g(x;) == f(xzo+x+k;) — f(xo+ ), kde 2=10,...,0,2;0,...,0],|z;| <9,

je funkce g (jedné proménné) spojitd a méa derivaci v intervalu [—|h|, |h]]
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a tedy podle véty o stfedni hodnoté existuje & (0 < & < 1) tak, ze
f(xo+kj + hi) — f(zo + kj) — f(wo + hi) + f(20)

o = (13.10)
, of of
g(h) —g(0)  g'(h€) 7o (@0 + M€+ kj) — - (w0 + hif)
hk Tk k :
Kladu-li déle I(z;) := ﬁ(aco—l—hif—i-:lc) z=1[0,...,0,2;,0,...,0],|z;| <4, je

81137;
funkce ! (jedné proménné) spojitd a ma derivaci v intervalu [—|k|, |k|] a tedy
podle véty o stredni hodnoté existuje ¢ (0 < ¢ < 1) tak, ze

%(% = [ A g ) — %e(xo +hi&)  I(k) —1(0)

= 13.11
. 3 (13.11)
0% f
= (%) = ; ).
( C) 8:5,6% (xO + hi€ + le)
Zkombinujeme-li nyni (13.10) a (13.11) dostaneme
e B ) T Tl Bl )
(A= 100 hk -
. O e
lim 3 3f (o + hi& + ki Q) = 3 g (o), trana
[h,k]—[0,0] O;0 T;0T 5
52
protoze B0, je spojita v bodé zg. O _“
Pomoci matematické indukce dostaneme nasledujici vétu, kterd ndam pri

pocitani parcidlnich derivaci n-tého radu vyrazné usnadni préci. Zaviit
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Véta 13.15 (O zameénnosti parcidlnich derivaci r-tého fadu.) Necht
funkce f : R® — R, md v bodé xg = [29,...,20] spojité parcidlni derivace
r-tého radu. Potom jsou parcidlni derivace funkce f az do r-tého rdadu v bodé
xo zamenné. (Tedy hodnota derivace zdvisi pouze na tom, kolikrdt se derivuje
podle jednotlivijch promeénngch a nezdvisi na tom, v jakém poradi se toto
derivovdni provdds.)

Priklad 13.16 Vypocteme vsechny parcidlni derivace tretiho ridu funkce de-

finované predpisem f(x,y) = —.

D(f) = {[z,y] € R?, y # 0}. K vypoctu vidy vyuZijeme nejjednodussi-
ho mozného postupu. Pokud jsou parcidlni derivace spojité mizZeme pouZit
predchozi vétu a tak si usetrit praci. Pro ¥Y[z,y] € D(f) plati

ﬁ(x = - g(m ) = -
ax ’y - yg’ 8y 7y — y3 )

Pf . . -2 f Pf . 6z
%(%y)—oa m(may)—?—m(%y), m(%y)—E,
o3 f 03 f —24x
m(m,y) =0, m(m,y) =g

03 f 03 f 03 f
0x0z0y (2,9) =0= 0x0yox (2,9) = OyOxOx (@,y),
P f 6 o°f P f

Vsimnéte si, Ze tretich derivaci pro funkci dvou proménngch je 23.
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3. Derivace ve sméru a gradient

Parcidlni derivace funkce f v bodé & € R™ jsou derivace ve smérech rovno-
béznych s nékterou souradnicovou osou. Jejich zobecnénim jsou derivace ve
sméru. Necht funkee f : R™ — R je definovdna v bodé a = [ay, ..., a,]|. Opét
zavedme funkci jedné proménné definovanou vztahem g(h) := f(a+ hu), kde
u € R™ a ma jednotkovou velikost v euklidovské normé. Existuje-li derivace
¢'(0), nazyvame ¢islo ¢'(0) derivaci funkce f ve sméru u v bodé a.

Definice 13.17 Necht v = [uq,...,uy] je bod takovy, Ze ||ul|l2 = 1 a necht

funkce f:R™ — R je definovdna v bodé x = [z1,...,x,]. Ezistuje-li
lim flzr 4+ huy, ..., 20 + huy) — f(21,.. ., 20)
h—0 h

nazyvame ji derivaci funkce f ve sméru u v bodé z a budeme ji znacit
of
%(37), nebo %(arl, ey X))
Poznamka 13.18 Pokud w md i-tou slozku rovnou jedné a ostatni slozky
rovny nule, je derivace ve sméru u totoznd s parcidlni derivaci podle pro-
menné x;. Derivaci ve smeru u muzeme ddle derivovat ve sméru v, pokud
82

v . . v . 7’ . . .7 4 . auav ‘
ProtoZze definice derivace ve smeéru je podobnd definici parcidlni derivace, pla-
ti pro pocitini derivace ve sméru vsechna pravidla, kterd plati pro pocitdni
parcidlnich derivaci. Tedy veta o derivaci souctu, soucinu a podilu, véta o de-
rivaci slozené funkce a véta o zdménnosti derivaci r-tého radu. Véty by byly
prakticky totozné a ani dukazy by se prilis nelisily, takzZe je nebudeme uvddét.

tato derivace existuje dostaneme druhou derivaci a budeme ji znacit
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Poznamka 13.19 V prikladu 153.7 jsme ukdzali, Ze z existence parcidlnich
derivact funkce f v bodé [xo,yo] neplyne spojitost funkce. V ndsledugicim pri-
kladu ukdzZeme, Ze ani existence derivace v libovolném sméru u v bodé
[0, 0] neni postaéujici podminkou pro spojitost. Zdivodnéni je jed-
noduché: staci si uwvédomit, Ze derivace ve sméru u popisuji chovdani funkce
f, blizime-li se k bodu [xq,yo] po primce, zatimco ke spojitosti v bodé [xo, yo)
potrebujeme, aby limita nezdvisela na tom, po jaké krivce (primka, parabola,
...) se k bodu [xg,yo] bliZime.

Priklad 13.20 Funkce definovdna predpisem
.’l‘4 2
vy = E el £ 0.0
' 0 pro [z,y] =10,0].

ma v bodé [0,0] derivaci v libovolném sméru, ale neni v tomto bo-
dé spojita. Podivejme se na to podrobnéji. Predpoklddejme, Ze ||ulla = 1
a spocitejme podle definice derivaci ve sméru u = [uy,us) :

h4u41 h2u22
97 (0,0) = lim P2 "0 Pded
ou’ h—0 h h—0 hiu$ + uj

Tedy funkce f md derivaci v libovolném sméru v bodé [0, 0] rovnu nule. Jesté
ukdzeme, Ze funkce f neni v tomto bodé spojita. K tomu staci dokdzat, Ze
limita zdvisi na konstanté k v obecné rovnici paraboly y = kx? prochdzejict
bodem nula [0,0] :

. 2t k2t . k2 k2

ilg%)xg%—k‘lxs Tah01+ kA 14 kE
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Ptiklad 13.21 Vypoctéme derivaci funkce f(z,y) = arctg(z? + y?) v bodé
[1,1] ve sméru v = [1,2].
Nejprve potrebujeme upravit smer v tak, aby mél jednotkovou velikost.

To udéldme tak, Ze wvydélime smér v jeho euklidovskou normou. ||v||z =

1 2
V12 +22 = /5 a predefinujeme smér v takto u := S — —].
[[v]l2 VA W

Tim nezmeénime smeér, ale pouze jeho velikost. Potom podle definice derivace
ve smeru a po aplikaci [’Hospitalova pravidla dostaneme

2 2
of oy arctg ((1—1—%) I (1+\2/—%> ) —arctg(l + 1)
Bu 1) = i h a

hm2(1+%)ﬁ+2(1+j—%)% 6 645

R Rery

Na zéveér této casti si ukazeme jednodussi postup pro pocitani derivaci ve Celd obrazovka
smeéru.

Zacatek
Véta 13.22 (Pocitani derivaci ve sméru.) Jsou-li parcidlni derivace 9f Strana 298

spojité v bodé a = [a1,...,a,] proj =1,...,n a je ddn sméru = [uq, ..., upy] Vyhledavini
tak, Ze ||ul|a = 1. Potom plati

of \ ~~ Of Zpét | Vpred
5@ = i (a). =
Jj=1 Zavrit
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Dikaz. Vyjdeme z definice derivace ve sméru a nasledné vyuzijeme toho, ze
funkce f ma v bodé a totalni diferencial. Nasleduji jiz jen jednoduché dpravy:

of fla+ hu) — f(a) . 23;1 h"j%(“) + 1Al mazr(hu)
—(a) = lim = lim 2 =
ou h—0 h h—0 h
< of _ |[hu]|masr(hu)
2 g, @+ fm T
~ of _ =~ of
Dty (o) + im (s () = 3 5 (@,
j=1 j=1
protoze z definice totalniho diferencialu plyne, ze }llin}) r(hu) = 0. O
—

P¥iklad 13.23 Vypoctéme derivaci funkce f(z,y) = arctg(z? + y?) v bodé
[1,1] ve sméru v = [1,2] podle predchozi véty. Nejprve spocitame derivace:

of 2z g . 2y .
Y L
2 :
8 1 1y=2 9 1= 2 S
oWV =5 gD
Jeste potrebujeme upravit smer v tak, aby mél jednotkovou wvelikost. Po
d S e
uprave dostaneme u:= —— = | —, — | . Potom podle predchozi véty
oz~ |VE' V5 < [ >
of of of 21 22 65 | Zpét | Vpred
—(1,1) =u;=—(1,1 —(Ll)==-—+-—=—.
ou' V) =gy (W) g, WD =5 E T 55 = 5

Zavrit
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0
Definice 13.24 Ezistuji-li parcidlni derivace —f vbodéa = [ay,...,a,] pro

8.73]'
j=1,...,n, definujeme gradient v bodé a predpisem:
of of

gradf(a) := o (a),...,axn (a)| .

Gradient se také nékdy znaci V f(a) (cteme ,nabla“).

4. Transformace diferencialnich vyraza

Pri feseni diferencidlnich rovnic byva casto vyhodné zavést nové proménné.
V této casti si uvedeme nejbéznéjsi pripady zavedeni novych zavisle i neza-
visle proménnych. Jedna se o aplikace véty o derivaci slozené funkce a véty
o parcialni derivaci slozené funkce. Vzdy budeme predpokladat, ze nové za-
vedené proménné maji vsechny potiebné derivace a ze vztahy mezi starymi
a novymi proménnymi jsou vzajemné jednoznacné.

Piiklad 13.25 Diferencidini rovnici x2f"(x) + daf'(x) — 2f(x) = 0 trans-
formujeme zavedenim nezdvisle proménné t vztahem x = et (z > 0). Tento
vztah je Yt vzdjemné jednoznacny a funkce et md derivace viech Tddi. Plati
p_df it _dr 11
de dtdr dtdz/dt dte’
prodd _ddfdt dfdily 1
dedr dtdrdx dt \dtet) dz/dt
PI1_ AN _ B &
dt2 et dtet) el  dt? -

ERES
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A po dosazeni do diferencidlni rovnice dostaneme

2?f"(z) + 4z f'(x) - 2f(z) =

P d d
e2t (e%_dtg (t) — eztd—];(t)> + 4et$d—‘£(t) —2f(t) =
Ef o odf _
W(t) + 3%(15) —2f(t) = 0.

Priklad 13.26 Diferencidlni rovnici f'(z)e” cos f(z) — zsin f(z) —Inxz =0
transformugeme zavedenim zdvisle proménné z(z) = sin f(x), pak f'(x) cos f(x)
Z'(z) (R(z) = [—1,1]). Po dosazenim do diferencidlni rovnice dostaneme:

f(z)e” cos f(x) — zsin f(z) — Inz = 2/(z)e” — xz(z) —Inz = 0.

Priklad 13.27 Pomoci transformace do nezdvisle proménnych v = x + vy,
v = & —y najdéme viechny funkce f : R? — R se spojitou derivaci vyhovujici

R o - of
parcidlni diferencidlni rovnici %(ac,y) + a—y(x, y) = 0. Celé obrazovka
Vztah mezi novymi a starymi proménnymi je pro vsechna [u,v] vzdjem- Zadatek
5 ied - . u+wv U= 3
né jednoznacny | protoze x = 7 Y=~ a funkce u(z,y) a v(z,y) E—

maji derivace vsech radu podle obou promeénngch. Plati
of Of0u Ofov Of Of
9z~ duds  Gvor  Ou ' ov’
of ofou Ofov of Of Zpét | Vpred

Vyhleddvani

Dy Budy  Buby bu bu

Zavrit
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Po dosazeni do parcidlni diferencidlni rovnice dostaneme

of of of  of of of of
L)ty =+ S 8
ox dy ou Jdv Ou Ov ou
To znamend, Ze funkce f(u,v) nezdvisi na proménné u a tedy f(u,v) =
g(v), kde g je libovolnd funkce jedné promeénné se spojitou derivaci. Zpétnym
dosazenim v zjistime, Ze vsechna reSeni zadané parcidlni diferencidlni rovnice
jsou ve tvaru f(z,y) = glx — y).

0.

Priklad 13.28 Pomoci transformace do novych nezdvisle proménngch
U(.’L’,y) =+ ay, U(.’L’,y) =T —ay
zjednodusme vlnovou rovnici
2 (z,y) - o
0xdz "’ Oydy
Predpokladejme, Ze jeji reseni md spojité derivace druhého rddu. Tato rovnice
popisuje napriklad chvéni struny na hudebnim ndstroji, f(x,y) uddvd velikost | Celd obrazovka
vijchylky struny ve vzddlenosti x od jednoho z bodiu upevnéni struny v case y.

(z,y) =0, a > 0.

. G 2o Yy . . # Zacatek
Vztah mezi novymi a starymi proménnymi je opét pro vsechna [u,v] vzd-
. _ . . u—+v uU—v . Strana 302
jemné jednoznacny | protofe v = 5 Y= a funkce v a v maji
a

. . 22.NE . p Vyhleddvani
derivace vsech radu podle obou promenngch. Plati

of ofou  Ofdv of  Of
9z uds v Ou dv’ Zpet
of 0fou  9fdv  of  Of
oy “oudy ovay  “ou “ou’

Vpred

Zavrit

Ukoncit
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LI YR AL NN L L
Oxdr Oz \Ou Ov Oudu dr ~ Oudv dxr  Ovdu dx  Jvdv Ox
P L, P

Oudu Oudv  Ovdv’

0% f 0 of of

dydy _@< ou _>

“u " Yov
" 62]”@ 8%@_8%‘@_82]‘@ »
Oudu Oy~ Oudvdy Owdudy wdvdy)
0% f 0% f 0% f
2 —
“ <8u8u 26u8v+8v6v)'

Po dosazeni poslednich dvou vztahi do vinové rovnice dostaneme

20 9
O0xdx  Oydy
0% f 0% f 0% f 0% f 0% f 0% f 0% f
2 2
a <8u6u LR v Ve &m) © e
5. Tec¢na rovina
Definice 13.29 Necht funkce f : R? — R md v bodé [xg,yo] totdlni diferen-
ctal, potom funkci
of of | < [ >
T(z,y) = f(zo,y0) + £($0,yo)($ — o) + 6—y($o,yo)(y )
nazveme te¢nou rovinou. Zaviit

Ukoncit
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Priklad 13.30 Urcéeme tecnou rovinu k funkci f(x,y) = L v bodé [1,1].
Y

Nejprve vypocteme pruni derivace

af 1 of —x

Ty %P
a ndsledné dosadime do vzorce z predchozi definice
_ of of
T(@y) =1, + o (1,1 -1)+ 3—y(1, Dy —1)

=l1+(z-1)—-(y—-1)=z—-y+1
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KAPITOLA 14

Taylorova véta

1. Nekonecné malé funkce
Rekneme, Ze funkce f je nekoneéné mald v bodé zg, jestlize lim f(x) = 0.
T—x

Jednou z nejjednodussich funkei, ktera je nekonecné mald v bodé zy, je funkce
x — xg. Déale zavedeme funkce nekonecné malé riznych rada, a to tak, ze

Celé obrazovka

srovname funkci f s riznymi mocninami funkce = — xg.
Definice 14.1 Necht zp € R, m € N a funkce f : R — R. Jestlize existuje Strana 305
vlastni limita
yhledavani
i _f@) TEerm: flzo+h) _ A, (14.1)
i, o~ KRS
potom Tikdme, Ze funkce f je v bodé xy nekonecné mala rfadu pravé m,
jestlize A # 0. Je-li ale A =0, rikame, Ze funkce f je v bodé xo nekonecné
mala fadu vyssiho nez m. Zaviit

Ukoncit
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Poznamka 14.2 Je-li k < m, k,m € N a funkce f je v bodé xy nekonecnée
mald radu pravé m nebo vyssiho nez m, potom je funkce f v bodé xy nekonecné
mald 7ddu vyssiho nez k. Existuje-li totiz vlastni limita (14.1), je
lim —f(x) =
a—zo (T —z0)F  @5m0 (x — 20
lim _f@) lim (z —zo)™ " =A-0=0.
T—x0 (,73 — Io)m T—T0
lim (z — z0)™ % = 0, protoze m > k.

Tr—xQ

Piiklad 14.3 Funkce x® — 22 je v bodé 0 nekonecné mald radu vyssiho nez

1, protoze 3 _ 2
’ lim = lim (2% — z) = 0.
x—0 @1 — 0 x—0
Tato funkce je v bodé 0 nekonecné mald radu prdave 2, protoze
3_ .2
lim —— 2 = lim(z —1) = —1.

z—0 (J; — 0)2 z—0
K urceni fddu nekoneéné malé funkce miuzeme pouzit nésledujici vétu.
Véta 14.4 (Charakterizace nekone¢né malych funkci.) Necht m € N
a necht existuje ) (xq). Potom plati:
Funkce f je v bodé xy nekonecné mald radu prave m, pravé kdyz
f®(@)=0 pro keZ 0<k<m, a fO(x)#0. (14.2)
Funkce f je v bodé xy nekonecnée mald radu vyssiho nez m, pravé kdyz
f®(zg)=0 pro keZ 0<k<m. (14.3)
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Dikaz. Plati-li bud (14.2) nebo (14.3) a protoze ((a:—:co)m)(k) = 0 pro
k €Z,0 <k <m, muzeme m krat aplikovat I’Hospitalovo pravidlo
(m)
z—xo (.’L’ — x9)™ z—o m!
takze f je v bodé zg nekonecné mald radu pravé m nebo vyssitho nez m podle
toho, je-li (™) (z¢) riizna od nuly nebo rovna nule.

K ovéfeni opaéné implikace pouzijeme nepiimy diikaz. Neplati-li ani (14.2)
ani (14.3), potom musi existovat celé ¢islo I (0 <1 < m) tak, ze f(xq) # 0.
Vezmeme nejmensi &slo takové, ze f(®)(xq) =0 pro k € Z, 0 < k < . Pak

f(z) W (xo)

lim ——— = lim ——=.
a—xo (X — Tg)l w0 [!

7 toho plyne, ze funkce f je v bodé xy nekonecné malad radu praveé [ < m

oy 1 vy " f(l)(xo)
a nemuze byt vyssiho fadu, protoze lim ————
a—zo [z — 20)P

nebo je nevlastni. O

(p € N) bud neexistuje

Priklad 14.5 Predpokladejme, Ze funkce f md v bodé xg druhou derivaci.
Potom rovnice tecny k funkci f v bodé g je g(x) = f(xzo) + f/'(z0)(x — ).
Hledejme, jak tésné se tecna primykd k funkci f v bodé xy — zajimd nds tedy
rad nekonecné malého rozdilu f — g v bodé xg. VyuZijeme predchozi vétu.

f(x0) — g(zo) = f(wo) — f(wo) =0, f'(w0) — g'(w0) = f'(x0) — f'(20) =0,
" (20) = g"(x0) = f"(2x0) = 0= f"(x0),

Je-li f"(xzg) # 0, je funkce f — g v bodé xg nekoneéné mald rddu prdvé 2, je-li
f"(zo) = 0, je funkce f — g v bodé xo nekonecné mald Tddu vysstho nez 2.
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Priklad 14.6 Predpoklidejme, Ze funkce g md v bodé xy m-tou derivaci.
Zkusme najit polynom P, m-tého stupneé tak, aby rozdil g — P,, byl v bodé xq
nekonecné maly radu vyssiho neZ m. To nastane podle véty 1.4, pravé kdyZ

g(x0) — Pm(x0) =0, (g — Pw)' (X0) =0, ..., (g — Pm)™(x0) = 0. (14.4)

Aby bylo mozné snadno pocitat funkcéni hodnoty polynomu P, a jeho derivact
v bodé xq, budeme ho hledat ve tvaru

Pn(x) = Ag +Ar(x —x0)  + Aa(x —x0)2 + ... + An(x—x9)™
Potom je Py (xg) = Ao a ddle
Pl(z) = A1 +2A(x —zo)' + ... +mAn(z—20)™ ",
P! (zo) = 11 Ay,
P'(x) =243 +6A3(x —x0) 4+ ... +m(m —1) Ap(z — 20)™ 2,
P (x0) = 2! As,
P/(z) =6 A3+ 24 Ag(x — 20) 4+ ... +m(m —1)(m —2)An(z — 20)™ 3,

et
..................
P,Szm_l)(x) =(m—1)A,_1 +m! A, (z — x),
PP (a0 = = n,
P (@) = m! Ay, P (o) = ml Ay, < | >

Podminky (1/.4) jsou tedy splnény, pravé kdyz -
Zpét | Vpred

g(xo) = Ao, g'(x0) =11A1, g"(x0) =2!Ap, ..., g™ (x0) = m! Ay,

Zavrit
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Tedy mezi vSemi polynomy m-tého stupné existuje pravé jeden ta-
kovy polynom, Ze rozdil g — P, je v bodé zy nekone¢né maly radu
vyssiho nez m. Tento polynom nazveme Taylorovym rozvojem (poly-
nomem) Fadu m funkce g v bodé xy a md tvar:

(x —xg)?2

Pu(x) = g(x0) + &' (%0)(x — x0) + g"(Xo)T+ (14.5)

(x— xo)m.

(m)

2. Taylorova véta

Predpokladejme, ze funkce f méa v bodé x( derivaci az do m-tého radu, kde
m € N. Pokud je funkce f v blizkosti bodu zq slozita, mtizeme si jeji studium
ulehcit tak, ze ji nahradime v okoli bodu xy jednodussi funkei napriklad jejim
Taylorovym rozvojem. Nyni se budeme zabyvat otazkou, jak velka je chyba,
které se dopustime, nahradime-li funkei f jejim Taylorovym polynomem P,,.
Tuto chybu budeme definovat vztahem: Ry, 1(x) := f(x) — Py (x).

Véta 14.7 (Taylorova véta.) Necht m € Z, m > 0 a z,xo jsou dvé riznd
redlnd cisla. Ddle necht funkce f md derivace az do rddu m + 1 v uzavreném
intervalu J, jehoZ krajnimi body jsou cisla x,xq. Potom existuje & € J° tak,
ze plati:

(x — o)™ H!

Riyi1(z) = f(x) — Pp(z) = Wf(mﬂ)(@- (14.6)
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Diikaz. Cislo z je od zacatku dano a budeme ho brét jako konstantu. Misto
konstanty xg piSme proménnou ¢ a definujme funkeci F' rovnici
x —t)™

L . gl AN/ (x_t)z_ (m) (
Ft) = f2) = &) = F )@ ~8) = FO)—F— —-..+ ()

Ziejmé plati F(z) = 0 a F(xg) = Rpyi1(x). Funkce F ma v intervalu J
derivaci
)

m!

F'(t) = —f'(8) + (f'(t) = f(

i~
+(roE-0- o)+

+

1 T —t)m2 -~ z—t)m-!
o (108 - e )

+ (78I o EIT) i

(m—1)! m! m!
Prvni ¢len v kazdé zavorce se odecetl se ¢lenem pred nim stojicim. Protoze
funkce F' m4 v intervalu J derivaci, je v tomto intervalu také spojitd (vé- ;
ta 5.7). Dale definujme funkci g predpisem g(t) = (z — t)™*!. Tato funkce Celd obrazovka
je spojitda a mé derivaci v intervalu J, navic je rizna od nuly v intervalu J°, Zacatek
muzeme tedy pouzit zobecnénou vétu o stredni hodnoté. Existuje tedy cislo

& € J° tak, ze plati: Strana 310
0— Ryi1(2) _ F(x) — F(xg) N F'(§) Vyhledévéani
0—(z—=z0)™*t  g(x) —g(zo) (&)
3 e S il )

m!' (m+Dx—-&m (m+1)’

Zavrit
N N
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Poznidmka 14.8 Prox = 290+ h (h #0) a { =29+ 60h (0 < 0 < 1) Ize
turzend predchozi vety zapsat takto:

2 m
Flzo + 1) = fao) + F'(wo) s + f(@o) s .. 4 F @) 4 B (),

hm+1

kde  Rpyi(h) = Lfm Y (20 + 6R).

(m+1)
Priklad 14.9 Funkce f(x) = e* md derivace vsech 7ddi, miZeme tedy pouZit
Taylorovu vétu pro vsechna m € Z, m > 0. Zvolme pro jednoduchost xg = 0.
Ddle (e®)(™ = e a e = 1. Po dosazeni do (14.5) a (14.6) dostaneme
z oz z™ gm+l

T4+ T <<,

e T L oy NN P DA
Priklad 14.10 Funkce f(x) = sinax md derivace vSech rddi, miZeme tedy
pouzit Taylorovu vétu pro vsechna m € Z, m > 0. Zvolme opét xog = 0. Plati:

)@ = wa )W) = )@ = — g inz)® = _
(sinx) sinz, (sinz) cosz, (sinz) sinz, (sinx) COST, e b ke
(sinz)® =sinz, (sinz)® =cosz, (sinz)® = —sinz, (sinz)M = —cosz. e
Dalsi derivace se opakuji podle stejného schématu a ddle plati, Ze sin0 = 0, acate
cos0 = 1. Po dosazeni do (14.5) a (14.6) dostaneme Strana 311
3 5
. T X Vyhledavani
sinz = o — §+a+---+Rm+1($)-
Vsechny derivace funkce sinz jsou bud =+ sinx nebo £ cosz, ale vsechny tyto
funkce jsou v absolutni hodnoté mensi nez jedna, takze Zpét | Vpred
|z[™*1 1 |2+ Zaviit
Bs@) = i) < B g gy

Ukoncit
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Priklad 14.11 Funkce f(z) = cosz md derivace vSech radi, mizeme tedy
pouzit Taylorovu vetu pro kazdé celé kladné cislo m. Zvolme opét xg = 0.
Plati:

(cosz)® = cosz, (cosz)P) = —sinz, (cosz)® = —cosz, (cosz)® =sinz,

(cosz)® = cosz, (cosz)® = —sinz, (cosz)® = —cosz, (cosz)? =sina.
Dalsi derivace se opakuji podle stejného schématu a ddle plati, Ze sin0 = 0,
cos0 = 1. Po dosazeni do (14.5) a (14.6) dostaneme

22 gzt 28

S R AT A
o8 > T
Vsechny derivace funkce sinz jsou bud +sinz nebo + cosz, ale vsechny tyto
funkce jsou v absolutni hodnoté mensi nez jedna, takzZe opét
| x|m+1 1 | x|m+1
22
Priklad 14.12 Rozvineme funkci f(x) = 1 + sinx + = ¢ Tayloriv rozvoj

A cooaAr Rm+1(l’).

0<d<1.

Cela obrazovka
radu m v bodé 0.

Zacatek
Tayloriv rozvoj funkce sinx v bodé 0 jsme jiz spocetli v prikladu 14.10 acate
2
St 312
a funkce 1 + T je jiz svgm Taylorovym rozvojem v bodé 0, protoZe B
2 . ( » Vyhledvani
a8 z—0 z—0
1+ —=1 1 .
L TR T

2
x
Pro kontrolu to jesté ovérme. Oznacme g(x) =1+ 5 @ plati:

9(0)=1, g'(x)==z, ¢'(0)=0, ¢"(x)=1, ¢"(0)=1.

Zpét | Vpred

Zavrit
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Tedy funkce g je opravdu svym Taylorovym rozvojem tdadu 2 v bodé 0. Po
secteni obou rozvoji dostaneme

2 z x2 2% 25 27

. T

Odhad pro chybu je pro m > 2 stejny jako u funkce sinx, protoZe funkce
2
1+ % je v tom pripadé svym Taylorovym rozvojem. Tedy
|z[™*1 1 |2+
Frnsa(@) = 0 e < B g gy

Na nasledujicich obrazcich mizZeme pozorovat, jak se postupné se zvySovdnim
2

rddu Taylorova rozvoje primykd polynom k zadané funkci f(x) = 1 + sinx + x?

Celé obrazovka
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FiY

1 2 4
2 2 3
, X X X X X
Obrazek 14.2: T, ( )_1—1—1—&-5, Ts(x) 1+I+i o
ZD; 16
s Cela obrazovka
8
Strana 314
! Vyhleddvani

=
(X
w
S]]
=

Zpét | Vpred
X X X X

azek 14.3: Ts(x) =14+ = + — — — :
Obréze 3 (x) + . 4 o1~ 30 s =

Zavrit
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3. Taylorova rada
Nyni se podivame, co se stane, kdyz rad Taylorova rozvoje poroste k oo.

Véta 14.13 (Taylorova rada.) Necht z,z¢ jsou dvé riznd redlnd cisla.

Dale necht funkce f md derivace vsech 7ddi v uzavreném intervalu J, jehoz

krajnimi body jsou ¢isla x,xg. Rum+1(z) = f(x) — Pp(x) Potom plati rovnice
o0

fw =3 E=2) 0 ) (147)
=0
pravé kdyz mlgnoo Ryt1(z) = 0. Je-li predchozi limita rovna nule, tak Tadu
i (x_z_—'xo)if(i)(xo) nazyvdime Taylorovou radou.
i=0 ’
Dikaz.
Buls (f<w> -y <wo>) = i, Bt (o).

i=0

Poznamka 14.14 Uvedeme si jednoduché kritérium:

R
je-li lim +—1(x) < 1,potom je lim Ry (x) =0.
m— oo m(x) m— oo
Rm-i-l(x)

Diikaz: je-li lim ’ ‘ < 1, potom z limitniho podilového kritéria ply-
m—o0

R ()

oo
ne, Ze rada ZR,' () konverguje a tedy z nutné podminky konvergence rady
=0

Celé obrazovka
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dostaneme, ze lim Ry,,.1(z) = 0.
m—r oo

. o o0 (_1)ix2i+1 oo (_1)i$2i
Véta 14.15 Vz € R je sinx = g ——————— a CcoST = E T
| |
— (26 +1)! — (24)!

Dukaz. Z priklada 14.10 a 14.11 vime, ze pro chybu obou Taylorovych roz-

it i [Rmsa (2)] < ||+ Abe I ||+ 0 stai vodl )
voju je 0 — . im ——— = 0 staci podle pozndm-
||+ m)!
ky 14.14 dokazat, ze lim ———— < 1. Plati:
mtlm) 1
lim |:c|—m: lim il = |z| lim —— =|z|-0=0.
m—00 |3]|m(m+1)! m—oo m + 1 m—oo m + 1
O
oo fL’i
Véta 14.16 Vx € R jee® = Z T
i=0

Dikaz. Z prikladu 14.9 vime, Ze chyba pro piislusny Taylortiv rozvoj je

m—+1
Rm+1(£ﬂ) = meam-#li, 0< 0m+1 < 1. Tedy
|z |+
R = T < e,
B @] = i < e i

|x|m+1

Aby lim m+ 1)'e|“”| = 0 sta¢i opét podle poznédmky 14.14 dokazat, ze
m—oo (1N .
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|| Helzlm!

i = = "
B |z|™elzl(m + 1)!
m+1_|z| ! 1
lim u: lim ﬂ:m lim —— =|z|-0=0.
m—o0 |_f];|me|w|(m e ]_)' m—oo m + 1 m—oo m + 1

4. Taylorova véta pro funkce vice proménnych

Tayloruv polynom pouzivame k pribliznému vypoctu funkénich hodnot funk-
ce f v okoli bodu zy. Z podminek (14.4) plyne, Ze Tayloriv polynom m4
s funkei f v bodé xg stejnou funkéni hodnotu a stejnou hodnotu derivaci az
do fadu m, kde m je stupen polynomu. Obdobné je tomu také u funkce vice
proménnych. Tayloriv polynom funkce vice proménnych je potom polynom
vice proménnych, ktery ma s funkei f v daném bodé xy € R” stejnou funkéni
hodnotu a stejnou hodnotu vsSech parcidlnich derivaci az do fadu m, kde m je
stupen polynomu. Nez vyslovime Taylorovu vétu pro funkce n-proménnych
zavedeme nejprve diferencidly vyssich rada.

Definice 14.17 Jestlize x,k € R™ a j1,...,jn € Z jsou nezdpornd cisla, pak
diferencial fadu [ definujeme takto:

l ) )
doE = Y Oy,

P | J1 In
i gy J1 It Oayt L Oy

- I
Cislo ————
]1| e |

Fevegpn!
vani mizeme dostat prislusnou parcialni derivaci.

charakterizuje, kolika riiznymi zménami v poradi derivo-
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Véta 14.18 (Taylorova véta pro funkce vice proménnych.) Nechi m €
Z, m >0 a xg € R™. Ddle necht funkce f : R™ — R md vSechny parcidlni
derivace az do 1ddu m + 1 v okoli bodu xg. Je-li h € U(xg), potom existuje
€ €(0,1) tak, Ze plati:

fao+h) = faoq+df o)+ TLEIO  ITCOE) o )
kde  Ryp1 = dm“{ sit)élh)(h)

je chyba Taylorova rozvoje.

Diikaz. Zavedme pomocnou funkei jedné proménné F'(t) := f(zo + th). Po-
tom méme F(0) := f(xo) a F(1) := f(xo + h) a déle podle Taylorovy véty
pro funkci jedné proménné dostaneme

Z (m) (m+1)
r@)=FO)+FO+ 201+ 0 ﬂEmH()f!),

Derivace funkce F' vypocteme podle véty o parcialni derivaci slozené funkce:

kde € € (0,1).

— Ox;
1 _
F"(0) = ZZ B, (x0)hih;
=1 j=1
2 2 : :
= ¥ g ol Al
j1+---+jn=2]1""-7”‘ X7 ... 0Ty
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| m . X
Fmoy= Yy = O (wo)hit .. hin,

Il . Oaly

Gt tin=m
Fog = Y ](”f ! jalmﬂf — (w0 + ERR ... by,
it nmmyr J1 e Ine Ozt . Oz
kde ji,...,Jn jsou nezapornd cela cisla. O
Priklad 14.19 Urceme Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodeé
[1,1] pro funkci f(z,y) = T As jeho pomoci priblizné spoétéme (1)’ g;
Nejprve vypocteme vsechny potrebné derivace ,
of 1 of v Pf _ ®f 1 P n
or y Oy Yy Oxdz T 0xdy Y2’ Oydy  yE
Potom podle predchozi véty
of of

Po(z,y) = f(L,1) + 5 (1, D@ ~1) + a—y(l, Dy —1)+

>*f (z-1) *f (x—-1)(y—1)  0°f (y—1)
8.1:395( ) 2 + Bxay( ) 2 + 6y8y( ) 2 Zacdtek
=1+@-D)-(@-1)-(-)E-1)+ -1
A tedy
flz,y)~y? =2y —ay+2x+1 v okoli bodu [1,1], n“
1,01 1,01
m ~ P5(1,01;0,99) = 1,0202 <m ~ 1,020202020) . ——
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KAPITOLA 15

Implicitni funkce

V této kapitole se budeme zabyvat nasledujicim problémem: Mame zadanu
funkei F(z,y) dvou proménnych (obecné (n+1)-proménnych, potom z € R™)
a hleddme mnozinu
M ={[z,y] : F(z,y) = 0}.

Budeme studovat, jak tato mnozina vypada. Konkrétné nas bude zajimat,
za jakych predpokladi existuje funkece f tak, ze y = f(z). Tedy kdy lze jednu
proménnou vyjadrit jako funkci ostatnich. Podivejme se nejprve na nékolik
prikladu.

Priklad 15.1 Je-li F(z,y) = y — 3x, potom mnoZina bodi, které vyhovuji
rovnici F(z,y) = 0, je prdvé mnoZina vsech bodi leZicich na primce y = 3.

Priklad 15.2 Je-li F(z,y,2) = z+ 2y — 3z + 1, potom mnoZina bodd, které
vyhovuji rovnici F(x,y, z) = 0, je pravé mnozina vsech bodi leZicich v roviné
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z=3x —2y— 1.

V predchozich dvou prikladech se nam podarilo vyjadrit jednu proménnou

vvvvvv

Priklad 15.3 Je-li F(z,y) = (y — 2)? + (z — 1)% + 1, potom mnoZina bodi,
které vyhovuji rovnici F(x,y) = 0, je prazdnd mnoZina.

Ptiklad 15.4 Je-li F(z,y) = (y — 1)% + (z 4+ 1)® — 1, potom mnoZina bodii,
které vyhovuji rovnici F(x,y) = 0, je prdavé mnoZina vsech bodi tvoricich
kruznici (y — 1)+ (z +1)%2 = 1.

Ptiklad 15.5 Je-li F(x,y) = y? — 2%, potom mnoZina bodii, které vyhovuji
rovnici F(z,y) = 0 tedy (y — z)(y + ) = 0, je pravé mnozina vsech bodi
leZicich bud na primce y = x nebo na primce y = —x.

Priklad 15.6 Je-li F(x,y) = \/y?x? +xy = |zy| + 2y, potom mnozina bodi,
které vyhovuji rovnici F(x,y) = 0, je prdvé mnozina véech bodu vyhovujicich

nerovnosti y < 0 (je to tedy mnoZina vSech bodi lezicich bud v druhém nebo
Gtortém kvadrantu).

V predchozich ¢tytech prikladech nebylo mozné vyjadrit jednu proménnou
jako funkci ostatnich. Naptiklad v prikladu 15.5 pro libovolné z # 0 obdrzime
dvé hodnoty y1 = = a ys = —x. Zizime proto nas problém takto: vezmu
néjaky bod [zg, yo] € M a ptadm se, zda je mozné sestrojit kolem bodu [z, yo]
dvourozmérny ((n + 1)-rozmérny) interval J tak, aby [zg, yo] € J° a zdroven
aby bylo mozné alespon pro tu ¢ast mnoziny M, jez lezi v intervalu J, vyjadrit
proménnou y jako funkei ostatnich proménnych y = f(x).
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Vsimnéme si jesté jedné okolnosti, vezmeme-li v prikladu 15.4 y jako
nezavislou proménnou a z jako zavislou. Potom postup naznaceny v pred-
chozim odstavci selze pravé v téch bodech, ve kterych nabyva funkce z =
fily) = v/1—(y—1)? — 1 svého lokélntho maxima a funkce z = f5(y) =
—/1 — (y — 1)%2 — 1 svého lokdlniho minima — tedy v bodech, kde je derivace
funkce podle y rovna nule. Dale mame

oOF oF oF ox
0= a—y(x(y),y) = 8—y(m,y) 4 %(m,y)a—y

a odtud plyne, Ze v bodech, ve kterych je derivace funkci fi; a fo podle y
rovna nule (tedy druhy sé¢itanec je roven nule), musi byt i derivace funkce F
podle y rovna nule. Snadno zkontrolujeme, ze i v prikladech 15.5 a 15.6 neni
mozné jednu proménnou vyjadrit jako funkci ostatnich v bodech, ve kterych
je derivace funkce F' podle y rovna nule. V néasledujici vété uvidite, ze se
jedna o postacujici podminku existence implicitni funkce:

Véta 15.7 (O implicitni funkci.) Necht F : R**!1 — R je spojitd v ote-
vieném (n + 1)-rozmérném intervalu J obsahujicim bod [xo,yo], kde zo € R™
a yo € R. Ddle predpoklddejme, Ze funkce F' md v intervalu J spojitou parcidl-
ni derivaci podle proménné y a 6—(150, Yo) # 0, F(z0,y0) = 0, potom ezistuje
otevreny interval Jy C J, na némsz je rovnici F(z,y) = 0 uréena prdve jedna
funkce y = f(z) = f(x1,22,...,Tn)-

OF
Diikaz. Dikaz provedeme pro ptipad, kdy je —(xo,%0) > 0 v intervalu J.

Ay
IV , . OF
Opacny pripad by se dokazoval podobné. Protoze a—(xo, yo) > a > 0 plyne
Y
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ze spojitosti této derivace existence kladného cisla b takového, ze pro vsechny
body [z,y] z intervalu

I:= (29 —b,22 4+ b) x (3 —b, 25 +b) x ... x (2 —b,20 +b) x (yo — b, yo + b)

(g = [29,29,...,20], I C J) plati nerovnost:
OF o
a—y(x,y) >3 (15.1)

Funkce F(zg,y) jako funkce jedné proménné y ma v intervalu J kladnou
derivaci a je tam rostouci. Existuje tedy kladné ¢islo ¢ tak, ze body [z, yo+c]
a [0, Yo —c] lezi v intervalu I a zdroven je F(zo,yo+¢) > 0a F(xo,yo—c) <0
(protoze F(zo,yo) = 0). Funkce F(z, yo+c) jako funkce proménné z je v bodé
Zo spojitd a kladnd. Funkee F(z,yo — ¢) jako funkce proménné z je v bodé
o Spojitd a zaporna. Existuje tedy kladné cislo d tak, ze

F(z,yo+¢) >0, F(z,yo—c) <0 Vz e Ui(xg)

(okoli bereme v metrice ppqz ). Vezmeme-li nyni libovolné ¢éislo 1 € Uy(xo), je
funkce F'(x1,y) jako funkece jedné proménné y spojitd v intervalu [yo— ¢, yo+c]
a plati F(x1,y0+¢) > 0 a F(x1,y0 — ¢) < 0. Potom podle véty o nabyvani
hodnot existuje y1 € (yo —c¢, yo +¢) tak, ze F(x1,y1) = 0. A protoZe je funkce
F(z1,y) jako funkce jedné proménné y rostouci v intervalu [yo — ¢, yo + ¢,
nemuze v tomto intervalu existovat vice nez jedno y; tak, ze F(x1,y1) = 0.
Interval J; z tvrzeni véty ma potom tento tvar:

Ji= (@) —d, 2% +d) x ... x (2% —d, 2% +d) x (yo — ¢, z0 + ¢).

Nyni se podivame, co muzeme fici o derivacich implicitni funkce.
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Véta 15.8 (O derivaci implicitni funkce.) Necht F : R"*! — R md spo-
Jité parcidlng derivace aZ do Tddu m v otevieném (n+1)-rozmérném intervalu
J obsahujicim bod [xo,yo|, kde zo € R™ a yo € R. Ddle predpokldidejme, Ze
6—y(:c0,y0) #0 a F(xo,y0) = 0, potom existuje otevreny interval J; C J, na
némz md funkce y = f(z) = f(x1,z2,...,2,) (jednoznacéné uréena rovnici
F(z, f(z)) =0) spojité parcidlni derivace aZ do Tddu m.

Dikaz. Podle predchozi véty existuje interval J;, na némz existuje prave
jedna funkce f : R™ — R spliujici y = f(z) a F(z, f(z)) = 0 pro v8echna x €
R™, [z, f(z)] € J1. Oznacme déle e; € R™ bod, ktery md i-tou slozku rovnou
jedné a ostatni slozky rovny nule. Vezmeme-li dva body [z1, y1], [z1+he;, y1 +
k] (h,k € R) z intervalu J; takové, ze y1 = f(x1) a y1 + k = f(x1 + he;).
Potom F(z1 + he;,y1 + k(h)) = 0, F(z1,y1) = 0 a podle véty o prirtistku
funkce existujf redlnd éisla &1,&; € (0,1) tak, ze

OZF(I1 +hei,y1—|—k) —F(xl,yl) = (15.2)
F(x1 + hes,y1 + k) — F(x1 + hey, y1) + F(x1 + heij,y1) — F(x1,31) =
oF oF
k——(x1 + hei, y1 + &2k) + h—(z1 + &1hes, y1).

dy
Déle muzeme definovat funkei k(h) rovnict
k(h) == f(z1 + he;) — f(21)

a po dosazeni do (15.2) dostaneme

856,’

(w1 4 &rhes, f(z1)) + k(h) oF

OF
h 2]

al‘i

(1‘1 + he;, f(Il) == fgk(h)) = 0.
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F
Protoze ?)_y > % > 0 (viz (15.1)), plyne z pfedchozi rovnice

hg—gi_(m + &1hey, f(x1))

flxy + he;) — f(x1) = k(h) = — 15.3
) = e = == e e @)
a z (15.1) dostaneme odhad:
2| OF
k()| < o haxi (z1 + Erhes, f(z1))] - (15.4)
. F s ,
Protoze funkce - je spojita, plati
. F OF
}llﬁ% o, (w1 + &1hes, f(z1)) = a—xi(th(wl))a (15.5)
potom z (15.4) dostaneme
: 2 |OF o
Lim [k(h)| < — ’8:&- (1, f(z1))| lim |2| = 0.
Tedy pro h — 0 se bod [x1 + he;, y1 +k(h)] blizi k bodu [x1,91] a ze spojitosti
F
funkce B plyne
Y
s -
Potom z (15.3), (15.5) a (15.6) plyne
of . f(m1+he) = flw1) »
(:El) = lim = Zavrit
ox; h—0 h
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L BEmtahef@) SR @) (15.7)
n0 BF gy + Erher, f(a1) + Ek(R) | O (a1, f(@1)) '

OF 0
Ze spojitosti funkei a — dostéavame i spojitost funkce af (21).-
Z;

dx; Oy
Tim jsme dokazali tvrzeni véty pro pripad m = 1. Tvrzeni pro m > 1

obdrzime snadno derivovdnim vztahu (15.7). Naptiklad:
0% f
8Ii8l‘ i (.’171)

_ amgm (@ fen) 5y (@, @) + gy (@, £ (@) §E (20) 55 (2, £ (1))
(%_i(mlaf(xl)))
1)) + 8 (w1, (1)) 2L (w1, f(21)) 2L (1)

(?)_Z(:Elaf(xl)))z

+3—£(w1,f<x1))%<mh £(

O Celd obrazovka

Poznamka 15.9 Vime-li jiz na zdkladé predchozi véty, Ze derivace funkce f
podle x; existuji, muzeme pouZit jiny postup k vypoctu jejich derivaci. Tento
postup spocivd v postupném derivovdni rovnice F(z, f(z)) =0 (y = f(x)).
.
oF or af aof 9 \ L5 Y
T g a4 a. =0 = = _Z—a
ox; (z,4) + dy (z,9) ox; (z) ox; (z) %1; (z,v) _“
-Zpét -\'pi'e(l
P o)+ 22 L@+ P (L) +
—(z T )+ —(z T 5
3.73? Y Bydz; Y 9z A2 Y Bz, Zaviit
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OF 0% f
+8_y($’y)8_xf(x> =0.
2

(z) a wvypocitame z ni ——5(x). A takto
Ox;

Do posledni rovnice dosadime

8xi

muzeme postupovat ddle.

Poznamka 15.10 Podminka

oF

— (z0, 0

Ay (20, Y0) #
je pouze postacujici podminkou, nikoliv nutnou podminkou pro existenci im-
OF 0,0 = 0
ay 9 -

ale presto je rovnici F(z,y) = 0 v okoli pocdtku implicitné uréena funkce

y=f(z)= vz

Priklad 15.11 Urcéeme rovnici tecny v bodé [1,1] ke krivce urcené implicitné
rovnici F(x,y) = 23 +y> — 22y = 0.

plicitné zadané funkce. V piipadé funkce F(x,y) = y> —x je

oF OF OF

el =322 -9 - =392 -2 —(1,1)=1#0

By (LY) =327 — 2y, o9 (z,y) =3y~ — 2, a9 (L) =1#

jsou tedy splnény predpoklady véty o derivaci implicitni funkce, takzZe existuje
v jistém okoli bodu [1,1] implicitni funkce y = f(x), jejiz derivace v bodé 1 je

py= o@D _ 1
o) 1
Hledand rovnice tecny jey — 1 = —(x — 1).
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Priklad 15.12 Urceme, zda krivka urcend implicitné rovnici
Fz,y) =23 +y° 22y =0
lezi v okoli bodu [1,1] nad teénou nebo pod tecnou.
Protoze funkce F' md spojité derivace vsech radi podle obou promeénngjch
OF
v okoli bodu [1,1] a navic je 5‘_(1’ 1) =1 #0, jsou tedy splnény predpoklady
Y
vety o implicitni funkci © véty o derivaci implicitnid funkce. TakZe v jistém
okoli bodu [1,1] existuje implicitné urcend funkce y = f(x), jeZ md derivace
vsech 1adi v bode 1. K wvypoctu druhé derivace funkce f pouZijeme postup
uvedeny v pozndamce 15.9:

F'(z, f(2)) = 32% + 3f*(2) f' (x) — 2f (2) — 2xf'(x) = 0,

F'(z, f(z)) = 6z + 6f(x)(f'(2))* + 3f%(2) f"(x) — 4f'(x) — 2¢f"(z) = 0.
Z predchoziho prikladu vime, Ze f'(1) = —1 ([z, f(z)] = [1,1]) a po jejich
dosazeni do posledni rovnice dostaneme

6+6+3f(1)+4—2f"(1)=0 & (1) = -16.

To znamend, Ze implicitné zadand funkce f je v bodé 1 konkdvni a tedy lezi
v okoli bodu [1,1] pod tecnou.

Priklad 15.13 Vysetreme pribéh implicitné zadané krivky
F(z,y) = In/x? + y2 — arctg Yo,
ar

oF
Funkce F neni definovina pro x = 0. Je-li x # 0, mdme —(x,y) =

0y

y— 2 5 2 . .
. To znamend, Ze proy > x je funkce F' rostouci ve sméru osy y a pro

22 + y?
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y < z je funkce F klesajici ve sméru osy y. Nejprve se podivejme na funkcni
hodnoty na primce y = x :

F(z,2) = InV/2? + 2 — arotg = = In(|o]v2) - T

e e
—, F(z,z) >0 pro |z| > —= a F(z,z) <0

V2’ V2

. Rozeberme postupné jednotlivé pripady:

Potom F(xz,x) =0 pro |z| =

et
V2
1) Vezmeme-li pevné 1 tak, Ze |z1| > . Potom je funkce F(x1,y) jedné

V2

proménné y klesajici pro y < x1, rostouci proy > x1 a F(z1,z1) > 0. Tedy
funkce F(z1,y) md v bod€ [x1,x1] kladné absolutni minimum, takZe neexistuje
resent rovnice F(z1,y) = 0.

pro |z| <

™

™

2) Vezmeme-li pevné x, tak, Ze |z1| < %. Potom je funkce F(x1,y) jedné

promeénné y klesajici proy < x1, rostouci proy > x1 a F(x1,z1) < 0. Protoze
je funkce F(xz1,y) spojitd a neni shora omezend lirin F(x1,y) = oo existuji
y% o0

dvé Tesent rovnice F(x1,y) = 0. Jedno vétsi nez x1 a druhé mensi.

et e
— a = r = ——
vz’ V2
mame jedno Teseni (argumentace by byla stejnd jako v prunim pripadé). Jednd
se o tzv. ,body obratu krivky*

3) Zbyvaji moznosti y = © = — v obou pripadech

Z predchoziho a z véety o implicitni funkci plyne, Ze pokud zadanou krivku
rozdelime na ctyri dilci krivky, tak na kazdé z téchto oblasti muzeme y
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vyjadrit jako funkci proménné x. Jednotlivé oblasti budou vypadat takto:

ex er

A: 0<z< —, > x, C: —<x<0, > x,
vz ! V2 ’

B: 0 £l D: & 0

g << —, <z, =<z <0, <z,
2 V2 ¢

Ddle protoze funkce F' md na téchto oblastech parcidlni derivace vsech radu,
muzeme spocitat derivace funkce y = f(x) :
z+ f(z)f'(z) 1 zf'(z) - f(z)

Pl =53 pe rrEm e ="

& ot @@ - @+ f@)=0 & f@)="
1) = (ﬁy) - (—1+ = ) _ Ao —y) 20 - flo)

@ — 7 r—y (xz —y)?
_ 2 +22f(2) _ —2y(z—y)+2a(@+y) _ 2(a®+y°)
(x —y)? (x —y)? (x—y)®

Nejprve vysetiime monotdnii: v oblasti A jex+y >0 axz—y < 0, takze
f' <0 a funkce je v této oblasti klesajici. V oblasti B dostaneme proy = —x :

F(z,—z) =Inv22 + 22 — arctg_?x = ln(|x|\/§) o % =0.

et
Tedy pro ©x = —y = 7 je f'(z) = 0 a snadno ovérime, Ze druhd derivace
je v tomto bodé kladnd a nastdvd tam lokdlni minimum. Jinde v oblasti je

derivace spojitd a Tuznd od nuly, takze vlevo od bodu x je funkce klesajici
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a napravo rostouci. Podobné pro oblasti C a D. V oblasti D je x +y < 0
ax—1y >0, takZe f' < 0 a funkce je v této oblasti klesajici. V oblasti C
dostaneme pro y = —x :

F(z,—z) =In/x? + 22 — arctg — In(|z|v/2) + % = 0.
7
Tedy pro x = —y = —% je f'(z) = 0 a snadno ovérime, Ze druhd derivace

je v tomto bodée kladnd a nastdvd tam lokdlni maximum. Jinde v oblasti je
derivace spojitd a riznd od nuly, takZe vlevo od bodu x je funkce rostouct
a napravo klesajict.

Z druhé derivace plyne, Ze funkce f je v oblastech A a C konkdvni
a v oblastech B a D konvexni.

Abychom mohli nakreslit graf krivky spocteme jesté limity v krajnich
bodech. V oblasti A mdme

f(z)

m
li 1 2 2(z) — arctg —= | = lim 1 ——=0
i (V) -t T2 ) = i o) - <o

protoze f(x) > 0. Dostdvdme tedy lim+ f(x) =e2. V oblasti B mdme
r—0

lim (ln Va2 + f2(z) —arctg%m)> = lir0n+ In|f(z)| + T _ 0,

z—0t 5
protoze f(x) < 0. Dostdvame tedy li%lJr f(x) = —e=. V oblasti C mdme
r—>
: f(=) : ™
1 1 2+ f2(x) —arctg —— | = lim 1 — =0
wirél+<n z2 + f2(x) — arctg . Jim nf(:c)~|—2 ;

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 331

Vyhleddvani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

protoze f(x) > 0. Dostdvime tedy lim+ f(z) =e= . V oblasti D mdme
z—0

lim <ln 2 + f2(x) — arctg %x)) = lirg+ In |f(.73) — % =0,

z—0t
protoze f(xz) < 0. Dostdvame tedy lim+ f(z) = —e®. Nakonec nacrtneme
z—0
graf.
:
Y :
‘]

*—n-r“"T 15
Cela obrazovka

Zacatek
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Priklad 15.14 Uréeme rovnici tecné roviny v bodé [1,0,1] k plose urcené
rovnici F(z,y,z) =23+ 4>+ 23 —3zyz —x—y—2=0.

Zpét | Vpred

Nejprve spocteme parcidlni derivace implicitné zadané funkce z = f(z,y).
Zavrit

Funkce F md spojité parcidlni derivace vsech 1ddi a ddle 5‘_(1’ 0,1) =2#0, .
% o
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takze jsou splnény predpoklady vety o derivaci implicitni funkce. V jistém
okoli bodu [1,0,1] tedy existuje implicitné urcend funkce z = f(z,y), jeZ md
parcidlni derivace vsech Tddi v bodé [1,0]. Derivovdnim zadané funkce podle
x a podle y dostaneme

0z
322+ 322 = —3yz—3zy— —1— — =0
T+ 32 oz Yz :4r;y(9 oz .
0z 0z
3y* +32°— — 3223 -1-==0
Y-+ 9z By G2 xya By
Tedy
0z 322 —3yz — 1 0z 3y? — 3z —1
0r —322+4+3zy+1’ Oy —322+3xy+1°

Po dosazent [x,y, z] = [1,0, 1] dostaneme g (1,0)=-1a %(1,0) =2 a tedy
Y

tecnd rovina v bodé [1,0,1] k zadané plose md rovnici:

z2—1=—(z—1)+2(y—0) nebo-li  x—2y+z—-2=0.

Celé obrazovka

Poznamka 15.15 Pokud bychom v predchozim prikladu pouZili vzorec (15.7),

dostali bychom vztah:

OF Strana 333
gE (0, Yo, 20)

Er (CL‘Oa Yo, ZO) By

z—z0 = — 55— (2 — 20) — gp——— (¥ — %) Vyhledavéni
9 (20,0, 20) 9E (w0, Yo, 20) yHeCan

a ndsledné jednodussi vzorec pro viypocet tecné roviny k implicitni plose: n“

oF oF oF Zpét | Vpred
0= E — (20, Yo, 20)(x — x0) + —— (0, Yo, 20)(y — yo)g(wo,yo,zo)(z — 2p).

Z
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KAPITOLA 16

Extrémy funkci vice
promeénnych

1. Lokalni extrémy

vvvvvv

t1 diferencidlniho poctu, protoze s optimalizaci se bézné setkdvame v kazdo-
dennim zivoté (minimalizace ndkladi a maximalizace zisku). Rovnéz velké
mnozstvi chemickych a fyzikalnich déju lze popsat pomoci minimalizace ne-
bo maximalizace. Napriklad prubéh chemickych reakci se popisuje pomo-
ci minimalizace Gibbsovy energie, kde pocet proménnych predstavuje pocet
chemickych latek ticastnicich se chemické reakce — v tomto ptripadé se pocet
proménnych pocitd vétsinou na desitky. Zacneme studiem lokalnich extrémi
(extrém = minimum nebo maximum).
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Definice 16.1 Rekneme, Ze funkce f : R* — R md v bod¢ ¢ € R" lokéalni
minimum, jestlize 36 > 0 tak, Ze pro kazdy bod x € Ps(c) N D(f) plati
fle) < f(x). Jestlize pro kazdy bod = € Ps(c) N D(f) plati f(c) < f(x),
rekneme, Ze funkce f md v bodé ¢ ostré lokalni minimum.

Definice 16.2 Rekneme, Ze funkce f : R — R md v bodé ¢ € R lokalni
maximum, jestlize 30 > 0 tak, Ze pro kazZdy bod x € Ps(c) N D(f) plati
fle) > f(x). Jestlize pro kazdy bod = € Ps(c) N D(f) plati f(c) > f(x),
rekneme, ze funkce f md v bodé ¢ ostré lokalni maximum.

P¥iklad 16.3 Funkce f(z,y) = 2% + y*> md v bodé [0,0] ostré lokdlni mini-
mum, protoze f(0,0) =0 a pro kazdé [x,y] # [0,0] je f(x,y) > 0. Spocteme
jeste derivace podle obou promeénnych

0 0
5£(x,y)==2w7 gg(x,y)==2y.

Parcidlni derivace existuji ve vsech bodech a jsou rovny nule jen v bodé [0, 0].

Priklad 16.4 Funkce f(z,y) = /2% + y% md opét v bodé [0,0] ostré lokdini
minimum, protoze f(0,0) = 0 a pro kaZdé [z,y] # [0,0] je f(z,y) > O.
Spocteme jeste derivace podle obou promeéennigch

aof x of y

- \Z, =, — @B, = —_—
5 (& Y) e ay(y) e

Spocteme jesté podle definice derivace v bodé [0,0]. Pro obé derivace dostaneme

of . of, . VEZ i
a5 00 = 5,(0,0) = Jim == = lim Z%.

pro [z,y] # [0,0].
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Tato limita neexistuje, protoZe limita zprava je rovna jedné a limita zleva je
rovna minus jedné. Tedy v bodé [0, 0] neexistuje ani jedna derivace a ve vsech
ostatnich bodech existuji vlastni parcidlni derivace.

7Zda se tedy, ze pro funkce vice proménnych je situace podobnd jako pro
funkce jedné proménné. Presnou charakterizaci poskytuje néasledujici véta.

Véta 16.5 (Nutna podminka pro lokalni extrém.) Funkce f : R" — R
nemd v bode ¢ € R™ lokdlni extrém, jestlize alespon pro jedno prirozené cislo

i < n derivace

(¢) existuje a je riznd od nuly.

i
Dikaz. Definujme funkci jedné proménné g(z;) := f(c1,..., @, ..., ¢pn). Z pred-
pokladu plyne, ze funkce g je v bodé ¢; bud rostouci nebo klesajici. V okoli
bodu ¢; existuji tedy cisla y, z tak, ze

fler, o sy, ooyen) > fler, ooy Ciyeeayen) > fler, o2y o 0y Cn)-
7 toho plyne, ze funkce f nemuze mit v bodé ¢ lokalni extrém. O
Poznamka 16.6 Pri hledani lokalnich extrému funkci vice promén-

nych nas tedy zajimaji pouze body, v nichz se bud vSechny parciilni
derivace prvniho radu rovnaji nule nebo neexistuji.

P¥iklad 16.7 Funkce f(x,y) = 222 — 2y? nemd lokdlni extrém. Spocteme
nejprve derivace podle obou proménnych
of of
oz 95 ) = 4.
Tedy ve vsech bodech existuji vlastni parcidlni derivace a obé jsou rovny nule
pouze v bodé [0,0]. Ale v tomto bodé nemiZe byt lokdini extrém, protoZe pro

(z,y) = 4,
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libovolné ¢islo h, plati f(0,h) = —2h? < £(0,0) = 0 < f(h,0) = 2h2. V tomto
bodé je tzv. sedlovy bod (viz. obrdzek 7).

Podobné jako u funkci jedné proménné, je postacujici podminka existence
lokélniho extrému formulovana pomoci derivaci druhého fadu. Nejprve ale
budeme potfebovat jeden pojem z linearni algebry.

Definice 16.8 Nechta;; € R proi € {1,...,n}, j € {1,...,i}. Rekneme, Ze
kvadraticka forma (funkce)

n n t—1
Q(.T) = Z a“a:f + 2 Z Z Q4 T7T 5
i=1 i=1 j=1
(x = [z1,...,%,]) je pozitivné definitni, jestlize Q(xz) > 0 pro vsechna
x #[0,...,0]. Kvadraticka forma Q je pozitivné semidefinitni, jestlize

Q(z) > 0 pro viechna x € R™ a existuje-li bod x # [0,...,0] tak, Ze Q(z) =
0. Kvadraticka forma Q je negativné definitni, jestlize Q(z) < 0 pro
vsechna x # [0, ..., 0]. Kvadraticka forma Q je negativné semidefinitni,
jestlize Q(x) < 0 pro vSechna x € R™ a existuje-li bod x # [0,...,0] tak, Ze
Q(z) = 0. A existuji-li body y,z € R™ tak, Ze Q(y) < 0 a Q(z) > 0 Tikdme
kvadraticka forma Q je indefinitni.

Poznamka 16.9 Jak pozname, ke kterému z téchto péti druhi patri
forma Q7 Mohou nastat tri mozZnosti:
1. a;;=0proi,je{l,...,n}
2. Existuji i, j tak, Ze a;; = a;; =0 a a;; #0 (i < j).
3. Nenastavd ani pripad 1. ani pripad 2., existuje tedy néjaké aj; # 0,
treba (eventudlné po pripadném precislovdni) ayq # 0.
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Zacneme tretim pripadem. V tomto pripadé lze psat

((111.’E1 + a19222 + ...+ a1pT )2
Q(x1,...,xy) = T+ Qr (22, )
ari
Jestlize forma Q1 opét patri k treti moznosti, mohu takto pokracovat ddle
a nakonec (eventudlné po vhodném precislovini proménngch) dostaneme bud

vyjadreni

Q(Zl)l, ooy ZL'n) = A1 (6111}1 + ci9x9 + ... + CanL‘n)2+ (161)
Ag(CszQ + co3x3 + ...+ Czn.’En)Q AF oo T An(Cnn.’En)2
nebo vyjddrenti

Q(.’El, ey :L‘n) = A (011.’E1 + Cc1222 + ...+ Cln.’En)2 AF oo A (162)

Ap(crrmr + - - - + Ckn®n)? + Qu(Ths1, - - -, Tn),
kde forma Qy, je bud typu 1. nebo typu 2. a cisla cj; a A; jsou riznd od nuly.
Je zrejmé, Ze forma (16.1) nebo (16.2) nabyvd pri vhodné volbé hodnot
T1,...,Tp t€hoZ znaménka jako cislo Aj;. Staci totiz volit x; = 0 pro | > j, Cel4 obrazovka

z; =1 a urcit postupné x;_1,T;_2,...,T1 2 rovnic .

Cj—1.j-1%j—1+¢cj—1;2; =0
J—1, J J—1,3%3 ) Strana 338

Cj—2,j—2Tj—2 + Cj—2,j—1%j—1 + ¢j—2,;¢; =0,

Vyhleddvani

Maji-li tedy dvé z cisel A; v (16.1) nebo (16.2) opacénd znaménka, je forma
Q indefinitni. Je-li v (16.2) forma Qy, typu 2.: mohu volit xp, = 0 pro h > k
ah#i, h#j ajednou z; = x; =1 a podruhé x; = —x; = 1. Ostatni cisla

Zpét | Vpred
Tky Th—1,- - -, %1 vOlim tak, aby se cinitelé pri Ay, Ax_1, ..., A1 rovnali nule. --
Potom forma @ nabjvd jednou kladné a podruhé zdporné hodnoty — je tedy Zaviit
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opét indefinitni. Maji-li vSechna A; v (16.2) stejné znaménko a je-li forma
Qk typu 1., je forma @ semidefinitni (volim xgy1,...,x, libovolné a cisla
Ty Tp_1,...,2L1 volim opét tak, aby se cinitelé pri Ay, Ax_1,..., A1 rovnali
nule). A nakonec maji-li vsechna Aj v (16.1) kladné znaménko je forma Q
pozitivné definitni, maji-li naopak vsechna A; v (16.1) zdporné znaménko
je forma @ negativné definitni — @Q je totiz rovno nule, prive kdyz

CrnnTn = 0, Cn—1,n—1Tn—1 + Cn—1,nTn = 0, ...

z cehoz postupné vypocteme x, =0, x,_1 =0,...,z1 = 0.

Priklad 16.10 Uvedme nékolik prikladi:
o Q(z,y) = 22 +y? je pozitivné definitni forma.
e Q(x,y,2) = 2% +y* > 0 je pozitivné semidefinitni forma, protoZe pro
libovolny bod ve tvaru [0,0, 2] je Q(0,0,z) = 0.
e Q(x,y) = 22 — y? je indefinitni forma, protoZe pro h # 0 mdme h? =
Q(h,0) > 0> Q(0,h) = —h>.
o Qx,y) = —4x? — 9y? je negativné definitni forma.
Q(z,y) = —2? — 22y — y?> = —(x + y)? < 0 je negationé semidefinitni
forma, protoZe pro libovolny bod ve tvaru [z, —z] je Q(z, —x) = 0.
o Qz,y,2) = 2° = 2zy +y® + 292 + 2% = (2 —y)* + (y + 2)> — ¢ je
indefinitni forma, protoze Q(0,0,1) =1 a Q(1,1,—1) = —1.

o Qz,y,2) = 22+ 2xy+2x2+y*+2yz+22 = (z+y+2)% > 0 je pozitivné
semidefinitnd forma, protoZe pro libovolny bod ve tvaru [z,y, —x — y] je
Q($7y7 —T — y) =0.
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Véta 16.11 (Postacujici podminka pro lokalni extrém.) Necht md
funkce f : R™ — R v bodé¢ ¢ € R™ spojité vsechny parcidlni derivace dru-
hého rddu a necht jsou v tomto bodé vSechny parcidlni derivace pruniho rddu
rovny nule. Sestrojme kvadratickou formu

h) = hih; ——— kde h € R™. 16.3
Q( ) ;; ]ail'ial'j (C) € ( )

Potom plati
o Je-li Q pozitivne definitni, md funkce f v bodé c ostré lokdlni minimum.

o Je-li Q negativné definitni, md funkce f v bodé ¢ ostré lokdlni mazimum.
o Je-li Q indefinitni, nemd funkce f v bodé c lokdlni extrém.

Dukaz. 7Z existence spojitych parcidlnich derivaci druhého radu v bodé c
plyne spojitost parcidlnich derivaci prvniho faddu v jistém okoli Us(c) (6 >
0). Potom z Taylorovy véty pro funkce vice proménnych plyne, Ze pro 0 <
|[7lmaz < 6 je

Fle+h) = £(0) =Zh]~§7fj(c+£h), O<e<1).  (164)
j=1

0
Protoze funkce 8_f maji v bodé ¢ spojité parcidlni derivace, maji také totalni
Lj
diferencial. Navic vSechny parcidlni derivace funkce f v bodé ¢ jsou rovny
nule, takze postupné dostaneme:
of of of
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= Z§ LTy ¢) + |[€hllmaat; (ER),

kde . l[iom 0 ri(h) = O. Vyuzueme-h toho, ze ||6h||maz = &||P||mas & dosadi-
—Jo,...,

me-li z (16.5) do (16.4):

n n 82
fleth) = 1) =2 b (Z (6@ +§||h||mrj<gh)> - (16.6)
Jj=1
Definujme pro h # [0, . .., 0] funkei 7(h) vztahem 7(h)||A||maz = Z ri(ER)h

Potom plati

> i1 i (ER)I IRy

lim |r(h)|= lim

h—[0,...,0] h—[0,...,0] 12| maz
< lm 7012“"] &h) —Z imfr(€R) = 0.
Tedyi lim r(h)=0apo dosazem funkm r a @ do (16.6) dostaneme

h—[0,...,0]
2
fle+h) = fle) = £ (Qh) + ||hl[7azr () - (16.7)
Nyni definujme mnozinu M = {h € R", ||A||maez = 1} _“
1. Necht @ je pozitivné definitni. Protoze mnozina M je omezena a uza-
viend a funkce @ je spojitd, potom podle véty o nabyvani minima a maxima
existuje A > 0 a bod h® € M tak, 7ze A = infr,cpr Q(h) = Q(hY). Potom plati
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5 h

G0) = Al[Ern 180 £ S B0 S [0y 051 AT = T
max
tedy b’ € M (||W|lmaz = 1) &
h Q(h)
+=909=a () -
&) Bllmaz )~ TRIZ0s

Potom z (16.7) pro 0 < ||h||maz < & plati

fle+h) = f(e) 2 llhllas (A +r(h)).
Protoze € > 0, A > 0 a . lim r(h) = 0, existuje 7 > 0 tak, ze pro

—10,...,0]
0 < ||A||maz < 61 je f(c+ h)— f(c) > 0 a tedy funkce f md v bodé ¢ ostré
lokalni minimum.

2. Je-li @ negativné definitni, aplikuji pfedchozi postup na funkei — f.
3. Je-li @ indefinitni, existuji body a,b € R™ tak, ze Q(a) > 0 > Q(b).
Je-li t > 0, plyne z (16.7)
fle+ta) = f(c) = &2 (Q(a) + llal[f14a7 (ta)) ,
Fle+th) — f(c) = &2 (Q(b) + |[bl[7aq 7 (tD)) -
Protoze lim r(ta) =0a lim r(tb) = 0, existuje d2 > 0 tak, ze pro 0 < t < d2
t—0t t—0t
je f(c+ta) > f(c) > f(c+tb) a tedy funkce f nemuze mit v bodé ¢ lokalni
extrém. O
V semidefinitnim pripadé mize, ale nemusi nastat extrém. Uka-

zeme si to na nékolika prikladech:

P¥iklad 16.12 Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 22 + x2y>.
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Nejprve spocteme proni derivace

0 0
Lep=2:+P),  Fewn =2

Obé pruni derivace jsou rovny nule v libovolném bodé ve tvaru [0,y]. Jinde
parcidlni derivace existuji a minimdlné jedna z nich je riznd od nuly, takzZe
jinde nemauze nastat lokalni extrém. Dale spocteme druhé derivace a sestrojime
kvadratickou formu:
o’ f
0x0x
Tedy v bodech [0,y] dostaneme

Q(h, k) = 2(1 +y*)h?,

takze Q je pozitivné semidefinitni. Ale protoZe f(z,y) = 2% + 2%y* > 0
a f(0,y) = 0 je v libovolném bodé ve tvaru [0,y] neostré lokdlni minimum.

0% f 0 f

_ — 4.2

(z,y) =2(1+9%),

P¥iklad 16.13 Najdéte lokdlni extrémy funkee f(x,y) = v + 3.
Nejprve spocteme proni derivace

of _ of a2
o (z,y) = 2z, By (z,y) = 3y~.

Obé pruni derivace jsou rovny nule v bodé [0,0]. Jinde parcidlni derivace
existuji a minimalné jedna z nich je ruznd od nuly, takze jinde nemuze nastat
lokdlng extrém. Ddle spocteme druhé derivace a sestrojime kvadratickou formu:
0% f 0% f 0% f
T,y) =2 z,y) =0 z,y) = 6y.
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Tedy v bodé [0,0] dostaneme
Q(h, k) = 2h?,
takze Q je pozitivné semidefinitni. Ale funkce f1(y) := f(0,y) = y> je v bod¢

y = 0 rostouct, takZe funkce f1 nemuze mit v bodé y = 0 lokdlni extrém a tedy
ani funkce f nemize mit v bodé [0,0] lokdlni extrém.

P¥iklad 16.14 Najdéte lokdlni extrémy funkee f(x,y) = 2 + y*.
Nejprve spocteme proni derivace

of _ of _ 8

Obé pruni derivace jsou rovny nule v bodé [0,0]. Jinde parcidlni derivace
existuji a minimdlné jedna z nich je riznd od nuly, takZe jinde nemize nastat
lokdlng extrém. Ddle spocteme druhé derivace a sestrojime kvadratickou formu:

>*f >*f *f 2
= 2 = = 12 .
B &Y =2, 920y (z,y) =0, 90y (z,y) =12y
Tedy v bodé [0,0] dostaneme opét
Q(h, k) = 213,

takze Q je pozitivné semidefinitni. Ale protoZe f(x,y) = x> +y* > 0 pro
[z,y] #[0,0] a £(0,0) =0 je v bodé [0, 0] ostré lokdlni minimum.

Pfiklad 16.15 Klasifikujte formu Q(h,k) = ah? + 2bhk + ck?.
Formu doplnime na ctverce a vyuzijeme odvozenou obecnou klasifikaci.
Je-li a # 0 dostaneme:
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2 27.2
Q(h,k):ah2+2bhk+ck2:a<h+%> _%sz

2 2
=a <h+ %> 4 k—(ac— b?).
a a
Je-li b*> = ac, je forma Q je semidefinitni, protoe budeme mit jen jeden
ctverec. Je-li b% < ac, budeme mit dva ctverce se stejngmi znaménky. Pro a >
0 je forma Q pozitivné definitni a pro a < 0 je forma @ negativné definitni.
Je-li b > ac, budeme mit dva ctverce s opacngmi znaménky, takZe forma Q
je indefinitni. Je-li a = 0 a b # 0, je funkce Q1(h) := Q(h,1) = 2bh + ¢
linedrni (neni shora ani zdola omezend), takZe forma Q je indefinitni.

Poznamka 16.16 Ma-li tedy funkce f dvou proménnych spojité par-
cidlni derivace druhého faddu a v bodé [z,y] ma obé parcialni deri-
vace prvniho radu rovny nule, plyne z predchoziho prikladu:
o2 f f o2 f > 2f
0 .
et > (@) &g (@) > 0. md
funkce f v bodé [z,y]| ostré lokalni minimum.

*f f f o 92f )
m(%y)m(x,y) > <8x_8y(x’y)) a m(a&,y) < 0, ma

funkce f v bodé [z,y]| ostré lokalni maximum.

*f O 0*f SR
00 (z,v) 90y (z,y) < <8x8y (x,y)) nemad funkce f v bo-

dé [z,y] lokalni extrém.

o Je-li

o Je-li

o Je-li

P¥iklad 16.17 Najdéte lokdlni extrémy funkee f(x,y) = 2 + y> — 3xy.
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Nejprve zjistime, kde jsou prvni derivace rovny nule:

of oA e of a2 o

Z prond rovnice mdme, Ze y = x> a po dosazeni do druhé rovnice dostaneme:
O=zt—z=z@*-1)=2(x—-1)(@?+z+1).

Rovnice md dvé teseni 1 =0 a 22 = 1 (22 + 2 + 1 > 0), takZe jsme nalezli
dva podezrelé body [0,0] a [1,1]. Jinde parcidlni derivace existuji a minimdiné
jedna z nich je riznd od nuly, takze jinde nemuze byt lokdlni extrém. Nyni
aplikujeme predchozi pozndmku:

0% f 0% f 0% f
) =6 9 ) = _3’ ) = 6y.
Buin L y) =62 20y (z,y) 990y (z,y) = 6y
V bodé [0,0] extrém nenastivd, protoze a = ¢ =0 a b = =3, zatimco v bodé
[1,1] md funkce f ostré lokdlni minimum, protoze a =c=6 a b= —3.
P¥iklad 16.18 Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y,z) = o3 +y3 + 23 —
Parcidlni derivace existuji v kazdém bode. Polozime je tedy rovny nule:
o o
_ 2 _ _ ZJ _ 2 . _
9y B, 2) =3 —y—2) =0, By (z,94,2) =3(y" —z —2) =0,

o w2 =3~z —9) =0,

Z prond rovnice vyjddiime z = 2 —y a dosadime do ostatnich rovnic:

0=y’ —z—2’+y=9’ -2’ +y—z = (y—2)(y+z+1), 0= (°-y)’ —z—y.
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Z pruni rovnice plyne, Ze bud y = x nebo y = —x — 1. V pronim pripadé
dosadime do druhé rovnice y = x:

0=2*—2234+2% - 22 =z(z — 2)(z? +1).
ProtoZe x°+1 > 0, mdme tedy dva podezrelé body [0,0,0] a [2,2,2]. V druhém
pripade dosadime do druhé rovnice y = —x — 1:
0=(z>-yP’-z-y=(>+z+1)?+1.

Tato rovnice nemd redlné reseni, protoze oba scitance jsou kladné. Ddle spoc-
teme druhé derivace.

0 f 0*f 0*f
—— = 6z, = -3, = -3,
Ox0x 0xdy 0xdz

o f 0*f 0% f

o o — 9Y, = 79 = = 6z2.
Qydy 0yoz 020z

Nakonec pro oba body sestrojime kvadratickou formu. Pro bod [0,0,0] mdme
Q(h1, ha, hg) = —6hihy — 6h1hg — 6hahs.

Nastal tedy druhy pripad v pozndmce 16.9, takzZe forma je indefinitni a v bodé
[0,0,0] nent extrém. Pro bod [2,2,2] dostaneme

Q(h1, ha, hs) = 6(2h3 + 2h3 + 2h3 — hihy — hihs — hohs).

2 p 5
—12 ((hl _ha _ E) L 153 153 5h2h3>

4 4 16 16 8
2 2 2
_1o( (n Pz R\, (¥A5ha _ Sha ) 5k
4 4 4 V154 6

ERES
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Tato forma je pozitivné definitni a v bodé [2,2,2] je ostré lokdlni minimum.

2. Vazané extrémy

V této ¢asti se budeme zabyvat nasledujicim problémem: Méame zadany funk-
ce f,g : R" = R a definuyjme mnozinu M = {z € R" : g(z) = 0}. Déle
predpokléddejme, ze M C D(f). Nyni budeme v mnoziné M hledat body, ve
kterych funkce f nabyva lokdlni extrémy (tzv. vazané extrémy). Nejprve
ale definujme okoli mnoziny

Definice 16.19 Necht M C R™ je mnozina, o metrika na mnoziné R™. Pro
kazdé e > 0 nazveme mnozinu vsech bodi x € R™, pro kterd je o(x, M) < €
(epsilonovym) okolim mnoziny M a budeme je znacit U.(M).

Névod k hledéni vdzanych extrému poskytuje nasledujici véta.

Véta 16.20 (Nutni podminka pro vazany extrém.) Necht funkce f,g :
R™ — R maji na okoli mnoziny M = {x € R™ : g(x) = 0} spojité parcidlni
derivace prvniho rddu. Ddle necht v kaZdém bode mnoZiny M je alespon jedna
parcidlni derivace proniho radu funkce g riznd od nuly. Md-li funkce f v bodé
a € M lokdlni extrém v mnoziné M, pak existuje konstanta A (Lagrangetiv
multiplikdtor) tak, Ze pro Lagrangeovu funkci

F(z) := f(z) + Ag(z)

jsou v bodé a splnény rovnice
OF
ox;

(a) =0 proie{l,2,...,n} a  g(a)=0.
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Dikaz. Necht a = [aq,...,a,] € M, déle predpokladejme, ze napiiklad par-

C dg . . e D
cidlni derivace O je v bodé a rizné od nuly. Potom podle véty o implicitni

ox

funkei existuje okoli bodu U(a), na némz je rovnici g(z1,...,2,) = 0 uréena
préavé jedna funkece x,, = h(x1,...,2,—1) a tato funkce ma podle véty o de-
rivaci implicitni funkce spojité parcialni derivace prvniho radu podle vSech
proménnych. Z toho plyne, ze misto, abychom vySetrovali lokalni extrémy
funkce f v bodé a, miuzeme vysetiovat lokalni extrémy funkce:

K(.’El, “ o ,LIJn_l) = f(l‘l, . .,.',l?n_l,h(l‘l, v axn—l))

v bodé « = [aq,...,a,—1]. Funkce K musi spliiovat nutnou podminku pro
lokalni extrém pro i € {1,2,...,n —1}:
oK . Of af Oh

oz, () = oz, (a) + a—xn(a) oz, (@) =0. (16.8)

Nyni potrebujeme spocitat neznamé parcialni derivace funkce h derivovanim
rovnice g(1,...,Zn—1,h(x1,...,2n_1)) =0aproi € {1,2,...,n — 1} plati,
ze:

9g
dg . g dg , Oh, . oh, . g(a)
Po dosazeni do podminek (16.8) pro i € {1,2,...,n — 1} dostaneme:
of .\ Of 5 (0) — 5 (a)
P (a) a—(a)ﬁi—Z:O = /\:ﬁL—n'
Z; Zn, 7= (a) 7o (a)

A rovnice (16.8) plati, pravé kdyz lze nalézt A tak, Ze derivace funkce F =

s s Miv
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oveérit, ze i derivace funkce F' podle x,, je v bodé a rovna nule, ale plati:

oF of o9 . of L) ag ,
8—%(‘1) = 8—%(‘1)‘*‘)\8—%(‘1) = 8_%((1) —a%%(a) a—%(a) =0

O

Poznamka 16.21 Podle predchozi véty najdu body, ve ktergych by mohl na-
stat vdzany extrém. K rozhodnuti, zda-li v téchto bodech je nebo neni vdza-
ny extrém mohu pouzit postacujici podminku pro lokalni extrém mndsleduji-
cim zpusobem: Vyuziji k tomu poznatky z predchoziho diukazu, kte-
ry hledani vazaného extrému prevadi na hledani extrému funkce
flxy, ..., xp_1,h(x1,...,2,-1)). Vzhledem k tomu, Ze analyticky pred-
pis funkce h neni ve vétsiné pripada znam, vyuziji k vypoctu parci-
alnich derivaci funkce h potirebnych pri konstrukci kvadratické for-
my @ (ve které vystupuji parciidlni derivace druhého fadu funkce f
a tedy v ni vystupuji i parcidlni derivace druhého Fadu funkce h)
derivace rovnice g(x1,...,2n—1,h(x1,...,2,-1)) = 0. V dikazu predchozi
vety jsme timto zpusobem spocitali parcidlni derivace prvniho tddu funkce
h a pokud tuto rovnici zderivujeme podruhé a dosadime tam jiZ vypoctené
parcidlni derivace pruniho radu funkce h, muzeme odtud vypocist i parcidalni
derivace druhého Tadu funkce h. Nakonec klasifikujeme kvadratickou formu Q.
Pokud se jednd o funkci dvou promenngch dostaneme timto postupem funkci
jedné proménné f(x1,h(xy)).

Ukazeme si tento postup v nésledujicim prikladu.

P¥iklad 16.22 Hledejme lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 22 + 2y* na mno-
#ine M = {[z,y] € R?: g(z,y) = 22 — 22 + 2y + 4y = 0}.
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Postup v predchozi véte neni mozné pouzit v bodech splriujicich rovnice:

99 9g

—(x,y) =2x—-2=0, —(z,y) = dy+4=0.
) ay( y) = dy+
Druhé a treti rovnici vyhovuje pouze bod [1,—1], ale tento bod nevyhovuje
prond rovnici. Soustava nemd reseni a muzeme sestrojit Lagrangeovu funkci:

F(z,y) == f(z,y) + Ag(z,y) = 2° + 2y + A(2® — 20 + 2y° + 4y)

a hleddme reseni soustavy rovnic z predchozi véty:

g(z,y) = z?—2z+2y°+4y =0

OF OF
E(I,y):2w+2)\($—l):0, 8—$(:C,y):4y+4)\(y+1):(),
g(z,y) =22 — 2z +2y° + 4y = 0.
Pro A # —1 (pro A\ = —1 nemd soustava teseni) dostanu z pruni rovnice
—A

B = a z druhé rovnice y = ——. Po dosazeni do treti rounice obdrzime

A+1 A+1

A2 A 2)2 —A
-2 4 =0
DF1Z A+l OrD? ArL

& A2-202+X)+2X2-4(M2+X) =0 & -3X2-6)1=0,
takze A1 = 0 a Ay = —2. Mdme tedy dva podezrelé body: [0,0] pro \y = 0
a[2,-2] pro \y = —2.

Podle véty o implicitni funkci miZeme v okoli bodi [0,0] a [2,—2] psdt
f(z,h(x)) = 22 +2h%(z) a g(x,h(z)) = 2° — 2z + 2h2(z) + 4h(x) = 0.
Dudle podle véty o derivaci implicitni funkce md funkce h spojité derivace vsech

radi. Potom derivovdnim druhé rovnice dostaneme

2z —2+4h(z)h () +4k () =0, 2+4K (x)h' (x)+4h(z)h" (z) +4h" (z) = 0.
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Z h(0) = 0 plyne, Ze 1'(0) = % a h"(0) = —Z a z h(2) = =2 plyne, Ze

1
R (2) = 3@ h"(2) = Z Nakonec zderivujeme funkci f

F(@h(@)) = 20 + 4h(@)H(5), (5, h(z)) = 2 + 4K (@)K () + She)h" (z).
Tedy f"(0,h(0)) = 3, takZe funkce f md v bodé [0,0] ostré lokalni minimum
v mnoziné M a f"(2,h(2)) = —3, takZe funkce f md v bodé [2,—2] ostré
lokdin? mazimum v mnoZiné M.

Poznamka 16.23 Jak plyne z dikazu predchozi véty, nejjednodussi
je situace, kdy lze z rovnice g(z) = 0 vyjadrit jednu proménnou
jako funkci ostatnich (naptiklad z, = h(zi,...,2,-1)). Tuto funkci
muzeme nasledné dosadit do funkce f a misto vazanych extrému
vySetfovat lokdlni extrémy funkce f(z1,...,2,—1,h(21,...,2p_1)).

3. Absolutni extrémy

Definice 16.24 Necht je dan bod ¢ a funkce f : R™ — R, definovand v mnozi-
né M C R™ obsahujici bod c. Jestlize f(x) < f(c) pro vSechna x € M 7ikdme,
Ze funkce f md v bodé ¢ absolutni (globalni) maximum v mnoZiné M.

Definice 16.25 Necht je ddn bod c a funkce f : R™ — R, definovand v mnozi-
né M C R™ obsahugici bod c. Jestlize f(x) > f(c) pro vSechna x € M rikdme,
Ze funkce [ md v bodé ¢ absolutni (globalni) minimum v mnoziné M.

V tvodni kapitole o funkcich vice proménnych jsme dokéazali vétu o na-
byvani minima a maxima. Tato véta rika, ze funkce f spojita v kazdém bodé
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uzaviené a omezené mnoziny M C R™ nabyva v mnoziné M své nejmensi
a nejvetsi hodnoty. Uvedeme si jesté uzitecnou vétu, kterd popisuje, jak tyto
body najit.

Véta 16.26 (Hledani absolutnich extrémi.) Necht funkce f : R™ — R,
definovand v uzavrené a omezené mnoziné M C R™. Mad-li funkce f v bode
c € M absolutni mazimum na mnoziné M, potom bod c bud lezi na hranict
mnoziny M nebo md funkce f v bodé c lokdlni mazimum. Obdobné md-li
funkce f v bodé d € M absolutni minimum na mnoziné M, potom bod d bud
lezi na hranici mnozZiny M nebo md funkce f v bodé d lokalni minimum.

Dukaz. Neni-li bod ¢ krajnim bodem intervalu I, existuje § > 0 tak, ze
Ps(c) € M a podle predpokladu je f(z) < f(c) pro Va € Ps(c). Tedy funkce
f ma v bodé ¢ lokdlni maximum. Podobné pro minimum. O

Nakonec si postup pti hleddni absolutnich extrému na uzavienych a ome-
zenych mnozindch ukédzeme na nékolika prikladech.

Priklad 16.27 V trojihelniku tvoreném souradnymi osami a tecnou ke grafu

funkce g(x) = — v bodé [2,2] urdete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce
x
flay) =2y -2 —y* +a+y.
ProtozZe ¢'(z) = _—2 a ¢'(2) = =1, md prislusnd tecna rovnici y — 2 =

—x + 2. Tedy mnozZina M je uzavrend a omezend:
M={[z,y) eR*: >0,y >0,y <4—zx}.

Nejprve najdeme body, ve kterjych mohou byt lokdlni extrémy:

of of
B (x,y) =y —20x+1=0, By (z,y)=xz—2y+1=0
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Tato soustava rovnic md jedno tesend [1,1] € M a f(1,1) = 1.

Dalsi podezrelé body hleddme na hranici mnoZiny M. ProtoZe absolutni
extrémy mohou nastat v krajnich bodech tusecek, muzeme mezi podezrelé body
pridat vSechny krajni body isecek: f(0,0) =0, f(4,0) = =12 a f(0,4) = —12.
Nyni budeme hledat vazané extrémy wvnitr jednotlivych usecek podle poznamky
(16.23):

1. y =0, z € (0,4). Po dosazeni dostaneme u(x) = f(z,0) = z —x
a hleddme lokdlni extrémy této funkce na intervalu (0,4). PoloZime derivaci

1 1 1
rovnu nule u'(z) = 1 —2x = 0 a najdeme podezrely bod x = 3 f 57 0)=-.

2

4
2.2 =0,y € (0,4). Po dosazeni dostaneme v(y) = f(0,y) = y — y?

a hledame lokdlni extrémy této funkce na intervalu (0,4). PoloZime derivaci

1 1 1
rovnu nule v'(y) = 1—2y = 0 a najdeme podezrely bod y = 3 f (0, 5) =71

3. y=4—=z, xz € (0,4). Po dosazeni dostaneme
w(z) = f(z,4—z)=x(4—2)— 2> — (4—2)’+x+4—z = —322 + 12z — 12.
a hleddme lokdlni extrémy této funkce na intervalu (0,4). Polozime derivaci
rovnu nule w'(x) =12 — 62 = 0 a najdeme podezrely bod = 2. f(2,2) = 0.

Porovndnim funkcnich hodnot v nalezengch podezrelych bodech, zjistime,
Ze funkce f ve vySetrované oblasti nabjvd mazimdlni hodnoty 1 v bodé [1,1]
a minimdlni hodnoty —12 v bodech [0,4] a [4,0].

P¥iklad 16.28 Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(z,y) = 3 +
y> — 3zy v mnoziné M, dané podminkami

0<z<3, 0<y<22%
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Mnozina M je uzavrend a omezend. Nejprve najdeme body, ve kterych

mohou byt lokdlni extrémy:

%(az,y)=3m2—3y:0, g_g(x’y):3y2_3m:0
Z proni rovnice vyjddrime y = x2, dosadime do druhé a dostaneme: x* —x =
x(x—1)(224+22+1) = 0. Tato rovnice md dvé reseniz = 0 a x = 1. Prislusné
podezrelé body [0,0] a [1,1] lezi v mnoziné M. f(0,0) =0 a f(1,1) = —1.

Dale vysetrime funkci f na hranici mnozZiny M. Opét mezi podezrelé body
priddame krajni body jednotlivych krivek: f(3,0) = 27 a f(3,18) = 5697. Nyni
budeme hledat vazané extrémy woniti’ jednotlivijch krivek podle (16.23):

1.y =0, € (0,3). Po dosazeni dostaneme u(z) = f(z,0) = z* a hleddme
lokdlnt extrémy této funkce na intervalu (0,3). PoloZime derivaci rovnu nule
W/ (z) = 322 = 0. Podezrelyj bod x = 0 neleZi v intervalu (0, 3).

2.1 =3,y € (0,18). Po dosazeni dostaneme v(y) = f(3,y) = 27+y> -9y
a hleddme lokdlni extrémy této funkce na intervalu (0,18). PoloZime derivaci
rovnu nule v’ (y) = 3y2—9 = 0 a najdeme podeziely bod y = v/3. Body = —/3.
nelezi v intervalu (0,18). f(3,1/3) = 27 — 6+/3.

3.y =2z% x € (0,3). Po dosazeni dostaneme Zacitek

w(x) = f(xa 21'2) =g T 825 — 62% = 82% — 523 Strana 355
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y = 0 nelezi v intervalu (0, 3).

Porovnanim funkcnich hodnot v nalezengch podezrelych bodech, zjistime,
zZe funkce f we vySetrované oblasti nabyvd maximdlni hodnoty 5697 v bodé
[3,18] a minimdlni hodnoty —1 v bodé [1,1].

Priklad 16.29 Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(x,y) = xzy
v mnoZiné M dané podminkou z? + y* < 2.

MnoZina M je uzavrend a omezend. Nejprve najdeme body, ve kterych
mohou byt lokdlni extrémy:

) B
é(w,y):yZO, 8—£(x,y)=fc=0-

Tato rovnice md jediné resent bod [0,0] € M a f(0,0) = 0.
Ddle budeme hledat vdzané extrémy ma hranici mnoziny M. Postup neni
mozné pouzit v bodech splnujicich rovnice

Jg Jg
= 2 2 —_ = —_— = = —_— = =
g(x,y) =2 +y" —2=0, % (z,y) =2z =0, 2y (z,y) =2y =0.

Druhé a treti rovnici vyhovuje pouze bod [0, 0], ale tento bod nevyhovuje proni
rovnici. Soustava nemd reseni a miuzZeme sestrojit Lagrangeovu funkci:

F(z,y) =2y + M2® +° = 2)

a hleddme reseni soustavy rovnic

OF oF
8—$(x,y)=y+2)\a?:0, 8—y(:c,y)=x+2)\y:0, P +y°-2=0.
Z proni rovnice dostaneme y = —2A x a po dosazeni do druhé rovnice mdme

x —4X%x = 0. Jedno resent je x = 0, potom y = 0, ale toto reseni nevyhovuje
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1
treti rovnici. Druhé reseni je M\ o2 = £—-. Z toho plyne, Ze bud x = y nebo
T = —y a po dosazeni do treti rovnice obdrzime v obou pripadech
V¥+y2-2=0 N y = +1.

Nasli jsme tedy celkem ctyri podezrelé body: [1,1], [1,-1], [-1,1], [-1,—1]
a f(la 1) =1, f(]-) _1) =-1, f(_la 1) ==l f(_]-7 _1) =1.

Porovndnim funkcnich hodnot v nalezenych podezrelyjch bodech zjistime,
Ze funkce f ve vysetrované oblasti nabjvd maximdlni hodnoty 1 v bodech [1, 1],
[—1,—1] a minimdlni hodnoty —1 v bodech [—1,1], [1, —1].
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KAPITOLA 17

Obycejné diferencialni
rovnice

1. Zakladni pojmy

Diferencialni rovnici rozumime vztah (platny v urcité oblasti) mezi nezng- || ¢ld obrazovka

mou funkei a jejimi derivacemi. Je-li hledana funkce funkei jedné proménné, achtek
mluvime o obycejné diferencialni rovnici, je-li funkei vice proménnych
(v rovnici tedy vystupuji parcidlni derivace), mluvime o parcidlni diferen-
cialni rovnici. Je-li ddno m diferencidlnich rovnic pro n neznamych funkeci, Vyhled4vani
potom mluvime o soustavé diferencidlnich rovnic. Rad nejvyssi derivace,
obsazené v dané diferencidlni rovnici, nazyvame radem této rovnice. Ob-
dobné radem soustavy rozumime rad nejvyssi derivace, kterd se v soustaveé Zpét | Vpied
vyskytuje.
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Priklad 17.1

"1

y" 4+ +sinz(y)d +ay—2>=0

je obycejna diferencidlni rovnice éturtého tddu pro nezndmou funkci y(z).

Piiklad 17.2
9% f 9% f
2 —_— —
O w (z,y) 390y (z,y)

je parcidlni diferencidlnd rovnice druhého Tddu pro nezndmou funkci f(x,y).

=0, a>0

Priklad 17.3
u” +sinz(v')? + zu — 23 = 0, v" +cosz(u)d +v—2%=0.

je soustava obycejnych diferencidlnich rovnic druhého rddu pro dve nezndmé
funkce v(z), u(x).

Priklad 17.4 UvazZujme hmotny bod pohybujici se po primce. Predpokladej-
me, Ze v kaZdém case t z intervalu J zndme jeho rychlost v(t), kde v je
spojitd funkce na intervalu J. Hledejme funkci s(t) definovanou v intervalu J Fadatek
popisujici polohu pohybujicitho se hmotného bodu. Vime, Ze ¥Vt € J plati

s'(t) = v(t).
To je diferencidlni rovnice prvniho ridu. V tomto jednoduchém pripadé to
vlastné znamend najit primitivnd funkci k funkci v na intervalu J :

s(t) = /v(t) dt.
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Predpokladame-li ddle, Ze v daném case tg € J zndme polohu pohybujiciho
se hmotného bodu s(tg) = so (takzvanou pocateéni podminku). Potom
snadno zjistime, Ze této pocdtecni podmince vyhovuje jedind funkce

s(t):/tv(t) dt + so.

to

Definice 17.5 Obycejnou diferencialni rovnici prvniho radu rozumi-
me rovnici ve tvary

F(z,y,4') =0 (17.1)
nebo ve specidlnim pripade, je-li rozresena vzhledem k pruni derivaci, ve tvaru
y' = f(z,9). (17.2)

Poznimka 17.6 Geometricky vyznam rovnice (17.2): Je-li funkce f
definovana v oblasti 0, potom rovnici (17.2) je kaZdému bodu [z,y] €
pritazen smér, dany bodem [x,y] a smérniciy’'. Tim je v oblasti Q ddno pole
smeéri, tzv. smérové pole. Cilem je najit v oblasti Q) krivky, které se v kazdém
bode dotykaji prislusného smeéru. Na obrdzcich se mizeme podivat na nekolik
smeérovych poli pro jednoduché diferencidlni rovnice. Nicméne situace maize
byt podstatne komplikovanéjsi. Napriklad mize dojit k ,vétveni” resent.

Definice 17.7 Obycejnou diferencialni rovnici n-tého radu rozumime
rovnict ve tvary

F (x,y,y’,y”,~~~,y(”)) =0 (17.3)
nebo, je-li rozresena vzhledem k n-té derivaci, ve tvaru
g™ = f (%y,y’,y’ﬂ 000 ,y(”_”) : (17.4)

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 360

Vyhledavani

Zpét | Vpred

Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

PLPPAAP PP A
PPl SV e Vel o S o
PRRARP AP R IAApp s
PARAR PR A PR A
N N
FIIASS T
PLAPAPPPPRARP PP AP
P Y N N NN
PLEIPL LI A IS IFS S
PLPAPP AT p
T R A R L S e o
RV D
PO s R
P Y N e NN
PP P P P
PARAAP AP PR
PNy SN
PLPPPRPIRIAP AP PR AP
PLPPPL I LIRSS IPPIT
PN
N N C NN
e T o N N T
R A R R s AR R R s e e
N L A NN
N N
L LN
N N N NN NN N
N N NN NN
R N
L Y N N NN
T R R T BT W R
././././fﬂ/././././u/./././././././././
R N N
N A N NN NN
e T N T T
Y NN
N N LN
N N N N NN NN
N L LN
S N N L NN NN

Obrazek 17.1: ¢y’ =1,

3
4
>
Q
N
<
=
0o
o
o)
i
o
O

R
e R
Y
e Y
L N Y
LY
e Y
e L LY
e LY
B e R B

|
|
|

SN
e R SN
)
e Y
L L
R Y
Y
T P N
L

s
5
N
N
Y
)
"
5
\
Y
)
By
5
.
N
.
)
5
N

|
|

L L
R it L
R
B S
TR R R
S T T e T L T

. R
N NN EN
% AR
! AT
7/ e
A~ PPy
e P
PR P P
PR A ey |
P

T T R
e w8 = _n_»_n_n_do

AP
A
AP
AP

My
"

NN
AR

N e
g
L

Strana 361
Vyhledévani

Ho? 2 2 m e e
[ 77t o s
PP e
L g e

[ 75 o n
Hff 227 m e

A N
Lt SIS
e
S N NN
[ e B S e S R
[, T T T e T T T e
R T TN
SO
TR

Ers

axigzx

e
A

o
o
o

e

pr
\\\
o

Ny e
M
N e

7 ;
7/ Ve
A A~
DA o o
B e
e o e o o
L
H\I\I\\a\l\a\a\l\\u\l
e I i

Yy =Y

:m’

Obrazek 17.2: ¢


https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

Definice 17.8 (Partikuldrnim) reSenim rovnice (17.3) nazgvime kazdou
funkciy = g(x), kterd md v wwaZovaném oboru derivace do n-tého 1ddu vietné
a vyhovuje identicky rovnici (17.3). (Podobné i v ostatnich pripadech.)

Poznamka 17.9 Bude-li © € I, potom je funkce y = g(x) TeSenim rovni-
ce (17.3) v intervalu I, md-li v kaZdém bodé intervalu I derivace do n-tého
7ddu véetné (v pripadé uzavieného intervalu [a,b] v bodé a zprava a v bo-
dé b zleva), a dosadime-li do rovnice (17.3) g(z) za y, ¢'(z) za y' atd., je
rovnice (17.3) splnéna pro kazdé x € I.

Priklad 17.10 Funkce y; = sinz a ys = cos z jsou resenim rovnice y"’ +1y =
0 v intervalu (—oo, 00).

Piiklad 17.11 Reseni maize bijt ddno také implicitné. Napriklad vztahem
at
22 +y? = 1 je v implicitnim tvaru ddno veseni rovnice y' = —=, nebot

v kazdém bodé kruznice plati 2x + 2yy’ = 0, nebo-li y' = —5 (kromé bodi
[_LO] a [170])

2. Existence a jednoznacnost reseni obycejnych diferencialnich rov-
nic prvniho radu

Predpoklddejme, ze madme zaddnu rovnici ¢y’ = f(x,y), potom nas nejprve
bude zajimat otazka existence a jednoznacnosti reseni. Proto v této casti
vyslovime vétu, kterd udava podminky, za kterych ma zadana rovnice jedi-
né feseni. Dukaz je zaloZzen na metodé postupnych aproximaci a je znacné
komplikovany, takze ho nebudeme uvadeét.
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Véta 17.12 (O existenci a jednoznacnosti Feseni obycejnych dife-
rencidlnich rovnic prvniho fadu.) Necht funkce dvou proménnygch f(x,y)
je definovana a spojitd v otevrené mnoziné D. Ddle necht parcidlni derivace
B0 je spojitd v mnoziné D. Potom pro rovnici y' = f(z,y) plati:
Y
o pro libovolng bod [xg,yo] € D° existuje funkce y = o(x) a éislo h > 0
tak, Ze funkce y = p(x) je pro x € [xg — h,xo + h] TeSenim rovnice
y' = f(z,y) a vyhovuje pocdtecni podmince yo = p(xo),
o jestlize dvé funkce y = p(x) a y = ¥(x), které jsou Tesenim rovnice
y' = f(x,y), sijsou rovny alespori pro jednu hodnotu x1 € [xo—h, zo+h],
tedy @(x1) = ¥(x1), potom si jsou rovny ve vSech bodech intervalu
[!IZO — h,l‘o + h]

Poznamka 17.13 Z véty vyplyvd, Ze kaZdgm bodem [xo,yo] € D° prochdzi
pravé jedno teseni rovnice y' = f(x,y).

Poznamka 17.14 Pokud bychom v mnoziné D predpoklddali pouze spojitost
funkce f, dostali bychom pro rovnici y' = f(x,y) pouze existenci resent ale
ne jednoznacnost. Napriklad funkce y1 = 0 a yo = (z — a)® jsou dvé riznd
fesend rovnice i = 33/y2, prochdzejici bodem [a, 0].

0
Poznamka 17.15 Podminka spojitosti 6_f v mnozin€ D mauze byt nahrazena
Y
slabsi Lipschitzovou podminkou, kterd pozaduje existenci cisla N tak, aby
nerovnost
|f(zsy1) — f(z,92)] < Nly1 — 32

platila pro libovolné dva body [x,y1], [z,y2] z mnoZiny D.
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Pozndmka 17.16 (ProdluZovani feSeni, maximalni feseni.) Reseniy =
o(x), uwwazované ve vété 17.12, lze casto prodlouZit na vétsi interval nez je
interval [xg — h,xo + h]. Jsou-li totiz opét v okoli bodu [zo + h,(xo + h)]
([xo — by o(zo — h)]) splnény predpoklady véty 17.12, bude opét v dostatecné
malém okoli bodu [xo+h—hy, xo+h~+hi] ([to—h—ha, 2o—h+hs]) existovat jed-
noznacné reseni y = 1(x), (y = p2(x)) prochdzejici bodem [xo+h, p(xo+h)]
([xo — h, (zo — h)]). Toto Tesent bude v dusledku jednoznacnosti splijvat v le-
vém (pravém) okoli bodu [xo + h, p(xo+ h)] ([xo — h, e(xo — h)]) s predchozim
resenim y = @(x). Definujme nyni funkci y = p3(x) predpisem

wa(x) pro x € [xg—h — ha,zg — h),
p3(x) =14 @(x) pro z € [wg— h,z0+ A,
v1(z) pro x € (xo+ h,zo + h + hy].

Funkci y = @3(x), kterd je opét resenim rovnice y' = f(x,y), prochdzejicim
bodem [xq, yo] a definovangm na vétsim intervalu nez pivodnd reseniy = ¢(x),
nazveme prodlouzenim piavodniho Feseni y = ¢(z).

O reseni dané rovnice prochdzejici zadanym bodem rekneme, Ze je maxi-
malni, jestlize je jiz nelze prodlouzit ani doleva ani doprava.

Poznamka 17.17 Md-li pravd strana diferencidlni rovnice spojité vsechny
parcidlni derivace vsech rddu v celé roviné, nemusi byt maximalni FeSeni
prochdzejict zadangm bodem definovano na celém intervalu (—oo,0).
Napriklad jediné reseni rovnice y' = y?, prochdzejici bodem [0,1], je y =

T Toto Tesent je definovano na intervalu (—oo,1) a nelze ho prodlouZit.
—x
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Definice 17.18 Obecnym FeSenim rovnice (17.2) nazgvame kazdou funkci
y = g(z,C), kterd md v uwvaZovaném oboru pruni derivaci podle proménné x
a vyhovuje identicky rovnici (17.2).

Priklad 17.19 Obecnym tesenim rovnice y' = y je funkce y = g(x,C) =
Ce”.

Definice 17.20 Singularnim fFesenim rovnice (17.2) nazjvdme kaZdou
krivku, v jejimZ kaZdém bodé je porusena jednoznacnost teseni. (KazZdym

Priklad 17.21 Singuldrnim teSenim rovnice y' = 3/y? je krivka y = 0,
nebot kazdym bodem [a,0] této krivky prochdzi jesté dalsi reseni y = (z — a)3.

Poznamka 17.22 Pro f(z,y) # 0 je rovnice
dy 1

= 17.5
dr  f(x,y) (175)
ekvivalentni s rovnict
W fy) (17.6)
= @) :

V bodech, kde f(x,y) = 0, nemd rovnice (17.5) smysl, ale rovnice (17.6) smysl
md. Proto se nékdy reSenim rovnice (17.5) rozumd i Teseni rovnice (17.6)

8

a naopak. V tomto smyslu je kruznice x> + y2 = 1 resenim rovnice y' = —=

d
i v bodech [—1,0] a [1,0], nebot v okoli téchto bodi vyhovuje rovnici =z __

dy
(viz. priklad 17.11).
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3. ReSeni vybranych typt obyé&ejnych diferencialnich rovnic
3.1. Separace proménnych

Pojem rovnice se separovanymi proménnymi bude znamenat, Ze pravou
stranu diferencidlni rovnice y' = f(z,y) lze napsat ve tvaru y' = g(x)h(y).
Napriklad rovnice y' = z, ¥’ = y a 3y’ = zy jsou diferencidlni rovnice se
separovanymi proménnymi.

a) Obecné FeSeni rovnice y' = f(x) dostaneme jejim integrovinim

d
d—y=y’=f(w) = yé/ldyé/f(w)dl‘-
i
K existenci a jednoznacnosti feSeni staci spojitost funkce f na daném inter-
valu I a partikuldrni FeSeni spliiujici poc¢dteéni podminku y(zg) = yo je

yzyo-l-/ f(t)dt.

Piiklad 17.23 Resme rovnici y' = 3+/z. Pravd strana je spojitd v intervalu
[0,00), takze kaZdym bodem oblasti M = {[z,y]|, = > 0} prochdzi prdvé jedno
resent. Integrovanim zadané rovnice dostaneme obecné reseni y = 23 + C.
Napiiklad bodem [1,1] prochdzi partikuldrni esent y = 2vx3 — 1.

b) V piipadé, ze f(y1) = 0 md rovnice y' = f(y) feSeni y = y;. Pro
f(y) # 0 muzeme rovnici ¥y’ = f(y) vydélit funkel f a jejim integrovanim
opét dostaneme obecné feseni

dy_ o dy < ich
oy = = @—/Mﬂf—x‘
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Obrézek 17.3: Nékolik partikuldrnich feSeni rovnice y' = 3v/z.

K existenci a jednoznac¢nosti reseni staci spojitost funkce f na daném interva-
lu I. Potom partikuldrni feseni spliujici po¢dteéni podminku y(xg) = yo # 1,
je
Yodt
T =T+ —

Yo f(t)

Piiklad 17.24 Res$me rovnici y' = y?. Pravd strana a jeji derivace podle
promenné y jsou v celé rovin€ spojité, takze kazdym jejim bodem prochdzi
prave jedno teseni. Jedno reseni je y = 0. Vydelenim zadané rovnice funkci
y? (pro y # 0) a jejim ndsledngm integrovdnim dostaneme obecné 7‘e§16m’

— T

x = —— + C. Napriklad bodem [1,1] prochdzi partikuldrni TesSeni y = 5
Y

a bodem [1,0] prochdzi partikuldrni reseni y = 0.
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-04

Obrézek 17.4: Nékolik partikuldrnich feSeni rovnice 3/ = y°.

c) V piipadé, ze g(y1) = 0 m4 rovnice y' = f(z)g(y) FeSeni y = y;. Pro
g(y) # 0 mtzeme rovnici y' = f(z)g(y) vydélit funkei g a jejim integrovanim | Celd obrazovka

opét dostaneme obecné reseni s
Zacatek

% = y’ — f(x)g(y) = /% = /f(a:) dz. Strana 368

K existenci a jednoznac¢nosti feseni staéi spojitost funkce fg a jeji derivace Vyhledévin

podle proménné y na dané oblasti M. Potom partikularni reseni splnujici
pocatecni podminku y(zg) = yo # y1, je

Zpét

/y: % - /a: f(@)ds. Zaviit
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z(y* — 1)
(2 =1)y

V tomto pripadé mdme f(z) = 2L17 9(y) =
2 _

Priklad 17.25 Res$me rovnici y' =
y’ -1

. Funkce f a je-
Jji derivace podle proménné y jsou spojité na intervalech (—oo,—1), (=1,1)
a (1,00). Funkce g a jeji derivace podle proménné y jsou spojité na intervalech
(—00,0) a (0,00). Rozdélime-li tedy rovinu na Sest oblasti:
(=00, —1) x (—00,0), (=1,1) X (=00,0), (1,00) x (—00,0),

(—OO,—].) X (0700)7 (_1’1> X (0,00)7 (]-,OO) X (0700)7
potom v kaZdé z téchto oblasti prochdzi libovolnym bodem prdvé jedno resent.
Abychom mohli provést separaci proménnijch, potrebujeme zadanou rovnici
vydélit funkci g. Musime tedy jesté oddélit dvé trividlni resend y = £1 (spl-
nujici g(£1) = 0) a plvodnich Sest oblasti se rozpadne na dvandct:

(—00,—1) x (—00,—1), (=1,1) x (—o0,—1), (1,00) X (—00,—1),
(—OO, _1) X (—1,0), (_17 1) X (_15 0)7 (].,OO) X (—1,0),
(=00, —1) x (07 1), (_17 1) x (0, 1)7 (1, OO) x (0, 1)?

(—o0,—1) x (1,00), (=1,1) % (1,00), (1,00) %X (1,00).
V kazdé z téchto oblasti je zarucena existence a jednoznacnost, miZeme v nich
zadanou rovnici vydelit funkci g a ndslednou integraci dostaneme:

ydy ¢ rdx 1 9 1 5
= —1 —1|==1 -1
/y2—1 /x2—1 & 2n|y | 2n|:r |+C

& ly? — 1| = |22 — 1]e%C.

Napriklad bodem [3, 3] prochdzi partikuldrni reseni y = x pro z € (1,00),
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bodem [—3, 3] prochdzi partikuldrni reseni y = —x pro x € (—oo, —1) a bodem
[3,1] prochdzi partikuldrni reseni y = 1 pro x € (—o0,00). Ddle napriklad
v oblasti (1,00) x (1,00) dostaneme obecné Teseni:

¥ —1=(2?-1)e° & y=1/(22-1)e2C +1.

Na obrdzku 17.5 vidime, Ze napriklad bodem [1,1] prochdzi nékolik resent.

4

IR ™
4 N AR 2

Cela obrazovka
b Zadtek
Strana 370
z(y® —1)

Obréazek 17.5: Nékolik partikuldrnich fegeni rovnice y' = @21y Vyhledavéni

3.2. Homogenni rovnice Zpét | Vpred

T Zavrit

(nultého stupné). Tyto diferencidlni rovnice lze pomoci substituce y(

(NS

Rovnice ve tvaru y' = f (%) (z # 0) se ¢asto nazyvd homogenni (z # 0
z)

Ukoncit
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xz(x) prevést na rovnice se separovanymi proménnymi.

.’E2+2

Piiklad 17.26 Rowvnici iy = prevedme pomoci substituce y(z) =

xz(z) na rovnici se separovanymi proménnymi. KaZdym bodem [z,y] € RZ,
kde x # 0 a y # 0 prochdzi pravé jedno reseni. Pro x # 0, y # 0 dostaneme
2 2 2 2,2 1 2 1

(e i SN z—l—xz':x_:xz _1tE Ly .

xy 2z z 057

Vyndsobenim posledni rovnice funkci z a jejim ndsledngm integrovanim spo-
2
z
Citdme obecné Tesent 5= In |z| + C. Napriklad pro x >0, z>0 (=y >0)
a zpetné substituci mdme obecné reseni y = x/21nx + 2C.

b
Poznamka 17.27 Rouvnici y' = artyte lze v nékterych pripadech pre-
de+ey+ f
vést substituct
d d Celé obrazovka
r=u+A y=v+B = dx = du, dy:dv,—y:—v
dr  du Zacatek

na homogenni rovnici. Po substituci totiz dostaneme
dv  au+bv+aA+bB+c

@ - du+ ev + dA + eB ‘|‘f Vyhleddvani
a lze-li konstanty A, B zvolit tak, aby aA+bB+c=0adA+eB+ f =0,
dostdvame homogenni rovnici

dv  au+bv a+by

@_du—l—ev_d—l—e%'

Strana 371
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Priklad 17.28 Rowvnice
2z —y+9

T —3y+2
md jednoznacné resent pro x — 3y # —Z.yBudeme postupovat podle predchozi
pozndmky a zkusime aplikovat substituci x =u+ A, y =v + B:
, _dv _dy , 2x—y+9 2u+2A-v-B+9

VT dr YV T r-3y+r2 wu+tA-30-3B+2
Nejprve vyresime soustavu rovnic 2A—B+9 =0, A—3B+2 = 0 a dostaneme
A= -5, B=—1. Po substituci xt =u —5, y =v — 1 mdme pro u # 0:

;_ 2u—10—v+149 2u—v 2-—1%
U T u—5-30+3+2 u-3v 1-3%

Ddle pomoci substituce v(u) = uz(u) prevedeme posledni rovnici na rovnici
se separovanymi promeénnymi. Po separaci proméennych dostaneme:

ot = 2= - uz,:2—2z+322 - (1—32)dz _du
1— 3z 1-3z 2—-22+322 wu’
Naslednygm integrovanim obdrZime obecné reseni:
1 e—2C
—Eln(2—2z+3z2)zln|u|+0 & 2-22+32%= 3

Nakonec zpétné dosadime z = v/u, u =+ 5, v =y + 1:
2 —2C
222438 =% o 922 2uw+ 3 =e %,
u u? u?
& 2x+5)?2-2@+5)(y+1)+3y+1)2 =2,
Na obrdzku 17.6 je modie zndzornéno nékolik partikuldrnich reseni. Cervené
je zndzornéna primka x — 3y = —2, na niz neni resent jednoznacné.
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2z — 9
Obréazek 17.6: Nékolik partikuldrnich feSeni rovnice y’ = Tyt

x—3y+2
3.3. Linearni rovnice
Linearni (vzhledem k y) diferencilni rovnice jsou rovnice ve tvaru: Celd obrazovka
y +a(x)y +b(x) =0. Zadatek
Jsou-li funkce a,b spojité v intervalu I, pak v tomto intervalu existuje jed- Strana 373

noznaé¢né reseni pro libovolnou pocdteéni podminku y(z) = yo, kde o € I.
Linedrni diferencidlni rovnice Tesime tak, ze hleddme feseni ve tvaru y(z) =

u(z)v(x) :
Y +ay+b=0 & w' +v'vt+auw+b=0 & w' + (W +au)v+b=0. (17.7) Zpst

Vyhledavani

Vpred

Nyni zvolime funkei u tak, aby byla nenulovym partikuldrnim fesenim rovnice Zavidt

Ukoncit
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u' 4+ au = 0. Tuto rovnici vyfesime separaci proménnych. Pro u # 0 mdme:

,u/

Wtau=0 & —=-a & ln|u|§—/a(x)dx.
u

Tedy napiiklad u = e~ Joo 9® 4t Nakonec po dosazeni u do (17.7) dopoéitdme
opét pomoci separace proménnych funkci v:

w+b=0 <& vz—/b(a:)ef:oa(t)dtdx a Yy =uv.

Piiklad 17.29 Vyresme diferencidlni rovnici: y' + 2xy = x°.

Punkce 2x,x3 jsou spojité v intervalu (—oo,00), takZe ma tomto intervalu
je zarucena existence a jednoznacnost reseni splnujici libovolnou pocdtecni
podminku. Reseni budeme hledat ve tvaru y(z) = u(z)v(z):

3

Yy 420y =23 & w +uv+22uw =2° o w'+ (v +2zu)v =23 (17.8)

Nyni zvolime funkci u tak, aby byla nenulovym partikuldrnim resenim rovnice
u' +2zu = 0. Tuto rovnici vyresime separaci proménnich a pro u # 0 mdme:

!/
WA2u=0 & L =-2% o In|u| = —22% + C.
u

Tedy napriklad v = e~ . Nakonec po dosazeniu do (17.8) dopocitame pomoci

separace promennych funkci v :
1
w' =13 & ov= /x3em2 dx = ie”ﬁz(x2 -1+C.

z2—1

Celkem mdme y = uv = +Ce .
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3.4. Bernoulliova rovnice

Bernoulliova diferencialni rovnice je rovnice ve tvaru:
y +ax)y +b(x)y" =0, neR n#0, n#L
Pro y # 0 rovnici vydélime y™ a nasledné vyuzijeme substituci:
z=y " = Y =(—n+1y

a dostaneme linearni diferencialni rovnici pro funkci z:
/ /

4 y"=0 & L b=0 <
Yy +ay+ by y"+yn_1+ P

+az+b=0.

Piiklad 17.30 Vyresme diferencidlni rovnici: y' + zy = xy°.
Funkce xy, xy> a jejich derivace podle proménné y jsou spojité v celé roviné,
takzZe existence a jednoznacnost reseni je zarucena pro libovolnou pocdtecni
podminku. Jedno teseni jey = 0. Proy # 0 rovnici vydélime y> a po substituci
z=y"? = Z=-293
dostaneme linedarni diferencidlni rovnici pro funkci z:
/ !
’ _ .3 Y r _
Yy +axy=2xy S st 5 =T &5 - TIz=12.
(A 2
Reseni budeme hledat ve tvaru z(x) = u(z)v(z). Po dosazeni dostaneme:
2 =212 = =21 & w'+u'v—2zuv = -2z & wv'+ (v —2zu)v = —2z. (17.9)

Nyni zvolime funkci u tak, aby byla nenulovym partikuldrnim resenim rovnice
u' —2xu = 0. Tuto rovnici vyresime separaci proménnych a pro u # 0 mdme:
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!
v —-2zu=0 <& %:2:1: & Injul=2*+C.

Tedy napriklad v = ¢®. Nakonec po dosazeniu do (17.9) dopocitdme pomoct
separace proménnich funkci v:

w' =—-2r & v= /—21:6_””2 dz=e® +C.

+1
V1+ Cer®’

Celkem mdme z = uv = 1 +0622, 1 +C€z2 >0=y12=

3.5. Exaktni rovnice

9(z,y)
h(z,y)
oblasti M véetné derivaci prvntho fddu spojité funkce a h(z,y) # 0 v M.
Potom je podle véty 17.12 pti danych pocatecnich podminkach zarucena v M
existence a jednoznacnost feseni. Zadanou rovnici muze byt nékdy vyhodné
prepsat do tvaru:

dy  g(z,y)

d " h(,y)

Rovnice y/ = f(z,y) mé ¢asto tvar y' = — , kde g a h jsou v urcité

Celé obrazovka

=0 < h(z,y)dy+g(z,y)dz =0. Zagdétek

Strana 376
Definice 17.31 Rovnice

h(x,y)dy + g(x,y)dx = 0 (17.10)

Vyhledavani

se nazyvd exaktni v oblasti M, jestlize jeji levd strana je totdlnim diferenci-
dlem néjaké funkce H(x,y).

Zpét | Vpred

Ditkaz nasledujici véty je slozity, takze jej nebudeme uvadét. Zaviit
Ukoncit
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Véta 17.32 (O resitelnosti exaktnich rovnic.) Necht funkce dvou pro-

0
mennych g, h a jejich parcidlni derivace 8_g’ e jsou spojité v otevrené
y' Ox

jednoduse souvislé mnoziné M C R? (neobsahuje diry). Pak rovnice (17.10)
je exaktni, pravé kdyz plati

dg Oh

—= == Yz, y] € M. 17.11

3y~ oz [z, 9] (17.11)

Poznamka 17.33 Potom plati, Ze rovnici H(x,y) = C je ddno reseni exaki-
nd rovnice (17.10). V ndsledujicim prikladu si ukdZeme, jak je nalézt.

Pi#iklad 17.34 Viyresme rovnici: (z° — y?)dx + (y° — 2zy)dy = 0.
Nejprve se presvédéime, Ze je rovnice exaktni a ovérime podminku (17.11):

B
—_ 2 — 2 = — = — 3 —
3y (x*—y") =2y . (y° — 2xy).

Podminka je splnéna a funkci H najdeme napriklad takto:

3
i
[ o —ytde =%~y + C),

kde C(y) je neznamd funkce nezdvisejici na x. Nalezenou primitivni funkci Strana 377
ndsledné zderivujeme podle y a vypoctend derivace se musi rovnat y* — 2xy: Vs e

0 (a3 9
9 (T _picw) =—-2uy+ 20k) = - 2x | <« [ >
dy \ 3 dy
. ’ 4
y z y
- CW=F+K = Hey=jg-a'+T+K=0
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¥,

3.6. Rovnice vyssich radu resitelné integrovanim

Véta 17.35 (O existenci a jednoznaénost feSeni obycejnych diferen-
cidlnich rovnic n-tého radu.) Necht je dana diferencidlni rovnice

y" = f@,y v,y ) (17.12)
n-tého 7ddu a bod Pla,by,bs, ..., b,]. Necht v okoli bodu P jsou funkce
f of of of

spojité (jako funkce n + 1 proménngch). Pak v urcitém okoli bodu a existuje
prdvé jedno teseni y = g(x) rovnice (17.12), které spliiuje pocdtecni podminky

g(a) =b1,4'(a) = ba, ... 7g(”_l)(a) =b,.

Diikaz je komplikovany, takze jej nebudeme uvadét. Véta 17.35 ma stejné
jako véta 17.12 lokalni charakter, takze zarucuje existenci a jednoznacnost
feseni jen u urcitém okoli bodu a. Budeme uvazovat pouze rovnice ve tvaru
y™ = f(z). Tyto rovnice fesime tak, Ze je n krat integrujeme.

Priklad 17.36 Vyresme rovnici: y”’ = 6.
y'=6z & Yy =324+C o y=2>4+Ciz+0C,.

3.7. Rovnice druhého radu s konstantnimi koeficienty

Uvazujme rovnici ve tvaru y” + ay’ + by = f(z). Nejprve se budeme vénovat
pripadu f(z) = 0. To je tzv. homogenni rovnice. Z tvaru diferencidlni
rovnice lze usuzovat, ze jejim TeSenim bude funkce, kterd se derivovanim az
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na konstantu reprodukuje. Tuto vlastnost ma exponencialni funkce. Z tohoto
diivodu budeme feSeni hledat ve tvaru y = e*®, kde k je zatim neurcens
konstanta. Dosazenim do diferencialni rovnice dostaneme

k2e* 4 ake® +be** =0 < (k? +ak+ Db =0.

Z toho plyne, Ze funkce y = €*? je fesenim zadané homogenni rovnice prave
tehdy, kdyz ¢islo k je feSenim rovnice k2 + ak + b = 0. Postupné probereme
jednotlivé pripady.

1a) Rovnice k% + ak + b = 0 m4 rtizné realné kofeny k; a ko. Potom
obecné TeSeni rovnice y” + ay’ + by = 0 ma tvar y = Cyeft* 4+ Cyekex.

Priklad 17.37 Vyresme rovnici: y"” — 2y’ — 3y = 0.
Reseni budeme hledat ve tvaruy = e** | kde k je zatim neurcend konstanta.
Dosazenim do diferencidlni rovnice dostaneme:

ket —2ke™ —3ef" =0 & (K® —2k—3)e"" =0

& K-2-3=0 & (k-3)(k+1)=0.

Tedy obecné teseni rovnice je y = C1e3* + Coe™". Provedeme jesté zkousku:
9C1e3% 4 Cye™® — 2(3C1€3% — Che™®) — 3(C1e3® 4+ Cre™%) =0

& (9-6-3)C1e* + (1+2—3)Cae " = 0.

1b) Rovnice k2 + ak + b = 0 m4 dvojnasobny ko¥en k. Potom obecné _“

e a /! / A kx kx
feseni rovnice y” 4+ ay’ + by = 0 mé tvar y = C;e* + Coxe™™. -
Priklad 17.38 Vyresme rovnici: y"' — 2y’ +y =0
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Reseni budeme hledat ve tvaruy = e** | kde k je zatim neurcend konstanta.
Dosazenim do diferencidlni rovnice dostaneme:

E?e*® —2ke*® t bt =0 o (K2 —-2k+ 1) =0
& K-2%+1=0 & (k-1)(k-1)=0.

Tedy obecné reseni rovnice je y = Cre* + Coxe®. Provedeme jesté zkousku
dosazenim:

Cre” + (24 2)Coe” — 2(Cre” + (1 + 2)C2e”) + (Cre” + Caze®) =0
& (1-241)Ce"+2+2—2—2x+2)C2e" =0.

1c) Rovnice k2 + ak +b = 0 m4 komplexni koFeny k = ki & iky. Potom

obecné feseni rovnice y” +ay’+by = 0 ma tvar y = (Cj sin kox + Cy cos kox)eki*.

Zde budeme potrebovat dilezitou identitu:

e = cos(kqx) + isin(kyx).

Priklad 17.39 Vyresme rovnici: y" +y = 0.
Reseni budeme opét hledat ve tvaru y = e, kde k je zatim neurcend
konstanta. Dosazenim do diferencidlni rovnice dostaneme:

Kk +e =0 o (B +1)e* =0.
& kK+1=0 < (k—i)(k+i)=0.

Tedy obecné Teseni rovnice je y = (Cysinx + Cycosz)e’. Provedeme jesté
zkousku dosazenim:

(=Cysinx — Cycosz) + (Cy sinx + Cy cosz) = 0.
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2) Uvazujme rovnici ve tvaru y” + ay’ + by = f(x).

Obecné fesené této rovnice se ziejmé skladd ze souctu obecného feseni
rovnice y” +ay’ + by = 0 a partikuldrniho Teseni rovnice y” +ay’ +by = f(x).
Na nékolika prikladech si ukdzeme, jak toto partikularni reseni v nékterych
specidlnich piipadech nalézt. Je-li f(x) = e®*p,(x), kde k € R a p,, je polynom
n-tého stupné, ma prislusné partikuldarni feseni tvar:

Xmek"(cmx’1 +ea 1 x® 14+ cp),

kde m je nasobnost kofene k v rovnici k2 +ak+b=0acg,...,c, € R jsou
neznamé konstanty. Je-li f(x) = e** sin(Ix)p,(x), kde k, I € R a p,, je polynom
n-tého stupné, potom prislusné partikularni feSeni je imaginarni cast:

xme(k"”l)x(cnxn +eax™ T+ 4 a),

kde m je ndsobnost kofene k; = k=il v rovnici k?+ak1+b=0acy,...,c, € C
jsou neznamé konstanty. Je-li f(x) = ¥ cos(1x)py(x), kde k, I € R a p, je
polynom n-tého stupné, potom prislusné partikularni reseni je realné cast:

xme(k"“l)"(cnxn +eax™ T+ a),

kde m je ndsobnost kofene k; = k=il v rovnici k?+ak;+b=0acy,...,c, € C
jsou nezndmé konstanty. V poslednich dvou pripadech vlastné vyresime rov-
nici s pravou stranou f(z) = e**D%p (2) a nakonec jeji feSeni rozdélime
na realnou a imaginarni ¢ast. Ve vsech trech pripadech dosadime do zadané
rovnice obecny tvar feseni a neznamé konstanty cg, ..., c, uré¢ime ze vznik-
1é polynomialni rovnice. Ukazeme si tento postup v nékolika nasledujicich
prikladech.

Priklad 17.40 Vyresme rovnici: y" — 2y’ — 3y = —3x + 1.
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Obecné resent rovnice y" — 2y — 3y = 0 je y = C1€3* + Coe™® (viz pri-
klad 17.37). Z toho plyne, Ze nula neni resenim rovnice k* —2k —3 = 0 a tedy
m = 0, takZe reseni budeme hledat ve tvaru x°e°(ciz + cp). Po dosazeni do
zadané diferencidlni rovnice dostaneme:

—2¢; — 3(c1x + ¢p) = =3z + 1.

Nakonec porovnanim koeficienti dostaneme c; =1 a ¢og = —1. Obecné resent
rovnice y"' — 2y’ — 3y = =3z + 5 je tedy y = C1e3 + Coe™® + 2 — 1.

Priklad 17.41 Vyresme rovnici: y" — 2y’ — 3y = 4e™*.

Obecné vesent rovnice y" — 2y’ — 3y = 0 je y = C1e3* + Coe™® (viz pri-
klad 17.37). Z toho plyne, Ze —1 je jednondsobnym korvenem rovnice k* —
2k —3 =0 a tedy m = 1, takZe reseni budeme hledat ve tvaru z'e %cq. Po
dosazeni do zadané diferencidlni rovnice dostaneme:

e " (=2co + cox) — 2¢ (e — cox) — 3¢ Teor = 4de” "
& (—2c0+cox) —2(co —coz) —3cpx =4 & —dcy = 4.
Obecné Tesent rovnice y' — 2y’ — 3y = 4e~% je tedy y = C1e3 + (Cy — z)e 7.

Priklad 17.42 Vyresme rovnici: y" + y = 5e* sin x.

Obecné resent rovnice y"' +y = 0 je y = Cysinz + Cycosx (viz pri-
klad 17.39). Z toho plyne, Ze 1 + i neni resenim rovnice k> +1 = 0 a tedy
m = 0, takse teseni budeme hledat ve tvaru xle(t)*cy. Po dosazeni do
zadané diferencialni rovnice dostaneme:

2ie(l+i)xco + e(l—i—i)xco _ 5e(l+i):v
5 1-—2i 1—2i

1
2' = = = :1—2'.
s ico+cp=5 & ¢ 11212 5 5 i
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Partikuldrni tesent rovnice y' +y = 5e(1t)7 je

Ypp = eITDT(1 — 21) = €% (cosz + isin(x))(1 — 2i).
Partikuldrni 7esent rovnice y" + y = 5e® sinx je potom imagindrni éist ()
resent predchozi rovnice. Tedy y, = (ypp) = €*(—2cosx + sinx) a obecné
resent zadané rovnice je y = (Cy sinx + Cy cosx) + e*(—2cosx + sinx).

Priklad 17.43 Vyresme rovnici: y"” +y = 2cosx

Obecné teseni rovnice y' +y = 0 je y = Cysinz + Cycosx (viz pri-
klad 17.39). Z toho plyne, Ze i je jednondsobny koren rovnice k? + 1 = 0
a tedy m = 1, takZe Teseni budeme hledat ve tvaru x'ecy. Po dosazeni do
zadané diferencidlni rovnice dostaneme:

(2i — x)ecy + 2Py = 267 & (20 —x)co + 200 =2
& 2cg=2 & 2c(—i)=2(-i) < co=—i.
Partikuldrni Tesent rovnice y" +y = 2% je
Ypp = z€7(—i) = 2(cos x +isinz)(—i) = z(—icosx + sinx). Cel4 obrazovka

Partikuldrni Tesend rovnice y" + y = 2cosx je potom redlnd cast (R) resent Zacétek
predchozi rovnice. Tedy y, = R(ypp) = xsinz a obecné resent zadané rovnice
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KAPITOLA 18

Priblizné reseni obycejnych
diferencialnich rovnic

1. Eulerova metoda

Budeme hledat priblizné reseni diferencialni rovnice

yl = f(xay)v T € [aa b]v (181)

s pocatecni podminkou
y(a) = yo. (18.2)
Asi nejjednodussi metodou numerického (piiblizného) feSeni obycejnych di-
ferencidlnich rovnic prvniho fddu je (explicitni) Eulerova metoda. K jejimu
odvozeni vyuzijeme Tayloruv vzorec, proto budeme predpokladat, ze reseni

rovnice (18.1) mé omezenou druhou derivaci v intervalu [a, b]. Za¢neme tim,

b
7e rozdélime interval [a, b] na N stejnych dilku délky h = a

délicimi body
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ZTp = a+nh,n=0,...,N. Potom podle Taylorovy véty pro &, Zn+1 € [a, D]
existuje &, € (Tn,Tnt1) tak, ze
hZ
Y(@nt1) = y(zn) + hy'(2,) + ?y”(fn) (18.3)
h2

V ptipadé, Ze éislo h je malé, je ¢len ?y"(ﬁn) maly a miizeme jej zanedbat.
Dale vyuzijeme toho, Ze vy'(z,) = f(zn,y(x,)) a presné hodnoty y(x,),
y(2n+1) nahradime pfibliznymi hodnotami y,,, Yn+1. Tim jsme odvodili Eu-
lerovu metodu:

y(XO) = Yo, Yon+1 = Yn + hf(xn7 yn)7 n= 07 ooo 7N =1 (184)

Cislo h se nazyvé integraéni krok. Eulerova metoda tedy umoziiuje postup-
né (rekurentné) spocitat priblizné feseni rovnice (18.1) v bodech x,, = a+nh,
n=1,...,N.

Poznamka 18.1 Derivaci jsme tedy v rovnici (18.1) nahradili konecnou di-
ferenci:

x —y(x h 0 —y(x
y/(xn) _ y( TL+1) y( n) _ _y//(gn) -~ y( n+1) y( n)
h 2 h
Integract rovnice (18.1) od x,, do Zn11 a aplikaci obdélnikového pravidla:

Tn41 Tn41
Y(@nt1) —y(@n) = [yl = / yde= [ f(z,y)de~ hf(@ni1,y(Tns1))

n T

odvodime tmplicitni Eulerovu metodu:

y(xo) = Yo, Ynt1 = Yn + hf(Tny1,Ynt1), n=0,...,N -1
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Poznamka 18.2 Geometricky vyznam FEulerovy metody je ndsledujici: Pri-
blizné Tesent aproxzimuge presné reseni lomenou ¢arou prochdzejici body [y, Yn],
spliiuje pocdtecni podminku (prochdzi bodem |a,yo]) a smérnice dsecek, které
ji vytvdreji, souhlasi se smerovym polem vZdy v levém krajnim bode.

Je-li fesenim rovnice (18.1) pifimka, najdeme jeji feseni Eulerovou me-
todou presné. Pokud nenf{ feSenim rovnice (18.1) pfimka, dopustime se pti
aplikaci Eulerovy metody chyby, kterou nazyvame celkovou diskretizacni
chybou:

€ = Yu — ¥(Xa)-
Potom potfebujeme mit k dispozici nastroj, jak tuto chybu libovolné zmen-
Sit. Protoze jediny volny parametr v Eulerové metodé je integracni krok h,
je mozné velikost celkové diskretizacni chyby ovlivnit pouze jeho zménou.
Zjistime-li, ze plati

lim e, =0,
h—0,x,=x

pro kazdé z € [a,b], potom mluvime o konvergenci metody. Zduraznéme
jesté, ze vyse uvedeny limitni prechod se rozumi pro pevné x = x, = a + nh,
takze pri zmensovani integra¢niho kroku je tfeba index n imeérné zvétsovat.
Nyni se pokusime o odhad celkové diskretizacni chyby. Nejprve si uvedeme
jednoduché lemma, které lze snadno dokézat pomoci matematické indukce.

Lemma 18.3 Necht A, B > 0, N je celé kladné, C,, € R a |Cry1| < A|C, |+
B pron=0,...,N. Pak

(Cul < A"[Co| + 0B pro A=1,
Ar—1
A-1

|Cy| < A™|Co| + B pro A#1.
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Véta 18.4 (O odhadu chyby Eulerovy metody.) Necht funkce f(x,y)
dvou promeénngch je spojitd v oblasti O = {[x,y], a < z < b, —00 < y < oo}
a splnuje Lipschitzovu podminku s konstantou L > 0 tak, Ze plati:

|f(z,y) — f(z,2)| < Ly — 2| Vz € [a,b], y,z € R.

Ddle necht y, je priblizné tesent dlohy: yv' = f(z,y), = € [a,b], y(a) = yo
vypoctené Eulerovou metodou a y(z) je prislusné presné reseni. Potom plati

L+1)"—1 1
LA DTZL 0, N, hde M(z) = & max [y (1)

nl < hM(z,
|€ I_ h (ZZJ ) L 2 tela,x]

Dikaz. Uzitim definice e, 41, pfedpisu Eulerovy metody, jednoduchych tprav
a nakonec vztahu (18.3) dostaneme:
en+1 = Yn+1—Y(@n+1) = Ynt1=Yn+¥n—Y(@n+1) = Af(Tn, Yn) +yn—y(@nt1)
= hf(Tn, Yn) +Yn—Y(@n) +y(T0n) —y(Tni1) = hf (@0, Yn) +en+y(Tn) —y(Tni1)
= hf(@n,yn) = hf(Tn, Y(Tn)) + €n + Y(@n) = Y(@n+1) + hf (@0, y(@0))
= hf (@, Yn) — hf (@0, y(zn)) + en + Y(@n) — Y(@nt1) + hy'(20))

2
= 1f @, n) = P o () + en — (60,

Nyni prejdeme k absolutni hodnoté a vyuzijeme Lipschitzovu podminku
2

eneal = [ ns ) = hf @, ylan)) +en — oy (6n)

2
< B (@) = F @, @)+ len] + oy (6]

h2
< WLlyn — y(@n)| + lenl + %1y ()]

ERES
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h2
= (hL+ Dlen] + Sy (&) < (hL + 1)en| + h*M ().

Dale zfejmé plati eg = yo—y(x0) = yo—yo = 0. Nakonec aplikujeme predchozi
lemma na ptipad Co =0, C,, = e,,, A = (hL + 1), B = h>M (x,,). Takze

(hL+1)" -1 , (hL+1)" -1
<—h*M =hM —_
O
Poznamka 18.5 MiZeme odhadnout
hL)? -1 hLn)?
(14+hL)" = 1+th+%+... <1+hln+ (hLn) 4. = ek
a navic hn = x,, — a. Potom plati:
hL +1)" —1 hnl _ g L(zn—a) _ |
len| < hM(:cn)% < hM(gcn)eT — hM(wn)eT.

Posledni vyraz se pouzivd castéji, protoze umoznuje snadno posoudit velikost
chyby v zdvislosti na integracnim kroku.

Poznamka 18.6 V pripadé, Ze reseni rovnice y' = f(z,y), = € [a,b], y(a) =
Yo mda spojitou druhou derivaci plyne z predchozi véty konvergence Fulerovy
metody a rychlost jeji konvergence je umeérnd integracnimu kroku h. Nevgho-
da odhadu chyby z predchozi vety spocivd jednak v tom, Ze ve vétsine pripadi
vede ke znacnému nadhodnoceni odhadu chyby a jednak v tom, Ze k vypoctu
tohoto odhadu je treba znalost druhé derivace presného reseni, které obvykle
nezndme. Proto se v praxi véetsinou k odhadu chyby pouzivd tzv. metoda
polovi¢niho kroku. Tato metoda je zalozena na tom, Ze se priblizné resent
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spocte dvakrdt se dvéma riuznymi integracnimi kroky. Abychom rozlisili pri-
bliznd resent a odhady chyby pro ruzné délky kroku budeme misto e, a y, psdt
en(h) ayn(h). ProtoZe podle odhadu z predchozi véty plati es, (h/2) =~ ey (h)/2,
dostaneme:

en(h) = yn(h) - y(‘rn) = yn(h) - y2n(h/2) + y2n(h/2) — gillans )
= yn(h) — y2n(h/2) + €20 (h/2) = yn(h) — y2n(h/2) + €5 (h)/2
= en(h) ~ 2(yn(h) — you(h/2)).

Piiklad 18.7 Resme diferencidlni rovnici y' = vy s pocdtecni podminkou
y(0) = 1. Presngm resenim je funkce e*. Lipschitzova konstanta je L = 1.
Zvolime h = 1/5. Priblizné teseni budeme pocitat pomoci Eulerovy metody:
Ynt+1 = Yn + hyn (napr. y1 = yo + yo/5 = 1 + 1/5). Ddle spocitdime presné

Tn 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Yn 1,2 1,44 1,728 | 2,0736 | 2,48832

en | -0,02140 | -0,05182 | -0,00412 | -0,15194 | -0,22996 Celd obrazovka
O1n | 0.02443 | 0,06564 | 0.13265 | 0.23893 | 0.40457 Zadatek
Osp | 0,02 | -0.0482 | -0,08712 | -0,13998 | -0,21084 Strana 389
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2. Obecna jednokrokova metoda

P1i Euleroveé metodé jsme ptibliznou hodnotu feseni y,,+1 v bodé x,, 1 pocitali
pouze ze znalosti priblizného feseni y,, v bodé z,. Obecnou jednokroko-
vou metodou budeme rozumét jakykoliv algoritmus pro feseni tilohy (18.1),
(18.2), v némz se priblizné reseni y,+1 v bodé z, 1 pocitd pouze ze znalosti
veli¢in y,, £, a h. Tuto zavislost muzeme zapsat v obecném tvaru:
Yon+1 = Yn + h@(xn, Yn, h)7

kde @ je funkce t¥i proménnych, kterd zavisi na zadané diferencialni rovnici.
V ptipadé Eulerovy metody je ®(zy, yYn, h) = f(Zn, yn)-

Nejprve zformujeme obecné pozadavky na funkci ®. Rekneme, Ze obecnd
jednokrokova metoda je regularni, jestlize plati:

o funkce ®(z,y,h) je spojitd v oblasti O = {[z,y], a < x < b,0 < h <
ho, —00 <y < oo} (ho je kladnd konstanta),
o existuje konstanta L > 0 tak, ze plati:
|‘I)(.’,C,y, h) o (I)(.’E,Z, h)| < L|y - Z|
pro kazdé dva body [z,y,h] a [z, 2z, h] z mnoziny O (tzv. Lipschitzova
podminka).
Rekneme, Ze obecné jednokrokové metoda je konzistentni, jestlize plati
®(x,y,0) = f(z,y) pro kazdy bod [z,y, 0] z mnoziny O.
Lokalni chyba obecné jednokrokové metody je definovana vyrazem:
1(y(x),h) = y(x +h) — y(x) — h®(x,y(x), h),
kde y je presné fesSeni tlohy (18.1), (18.2).
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Nejvétsi celé cislo p, pro néz plati:
1(y(x),h) = ChP™! kde C € R
se nazyva rad obecné jednokrokové metody.
R4d metody zavisi na hladkosti feseni zadané diferencialni rovnice a patii

k jejim dulezitym charakteristikdm. Napfiklad pokud FeSeni dlohy (18.1),
(18.2) ma spojitou druhou derivaci, dostavdme pro Eulerovu metodu:

l(y(z),h) = y(z + h) — y(z) — h®(z,y(x), h)

2
= y(a + 1)~ y(a) — hf(m,y(@) = o (©)

Takze Eulerova metoda je jednokrokova metoda prvniho radu.

Podobné jako jsme dokazali odhad pro celkovou diskretizacni chybu Eu-
lerovy metody miizeme snadno pomoci lemmatu 18.3 dokazat, ze pokud plati
[l(y(z), k)| = ChP*L potom pro regulérni jednokrokové metody plati:
(hL+1)" -1

L

Z toho plyne, zZe o celkové diskretizac¢ni chybé v podstaté rozhoduje lokélni
diskretizacni chyba. Lokalni chyba je tedy dilezitou charakteristikou zadané
tlohy.

len] < Ch. (18.5)

Poznamka 18.8 Podobné jako u Eulerovy metody je predchozi odhad cel-
kové diskretizacni chyby obuykle velmi pesimisticky. Proto se opét k odhadu
chyby pouzivd tzv. metoda polovicniho kroku. Tato metoda je zaloZena
na tom, Ze se priblizné reseni spocte dvakrdt se dvema riznymi integracnimi
kroky. Abychom rozlisili pribliznd resent a odhady chyby pro rizné délky kroku
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budeme misto e, a yn psdt e,(h) a y,(h). ProtoZe podle odhadu 18.5 plati
ean(h/2) ~ e, (h)/2P, dostaneme:

en(h) = yn(h) = y(@n) = yn(h) = yon(h/2) + Y20 (h/2) — y(2s)

= yn(h) - y2n(h/2) + 62n(h/2) ~ yn(h) - y2n(h/2) + en(h)/Qp

= ea(b)~ o= (yu(h) — yzu(h/2)).

[\

Poznamka 18.9 Na zdver si jesté ,,odvodime* dve Runge-Kuttovy metody
druhého rddu. Postupujeme stejné jako v pozndmce 18.1. Integraci rovnice
(18.1) od x,, do xp+1, aplikact lichobéznikového pravidla a Eulerovy metody:

Y(@nt1) —y(zn) = /wnﬂ flz,y)de ~ hf(I”“’y(x”“)) + [0, y(@n))

o 2
~ hf(xn-i-lv y(xn) + hf(ﬂ?n, y(mn») + f(xn7 y(a:n))
2
odvodime: Y1 = Y + o (F(sn) + £ + By g+ hf @)

2
A integraci rovnice (18.1), aplikaci obdélnikového pravidla a Eulerovy metody:

Tn+1 h h
Y(@ni1) —y(za) = / f(z,y)dz ~ hf <xn +3.9 <$n n 5))
g”
h h
~ hf (a:n + §,y($n) + Ef(wn,y(mn))> n“
hf(@n, yn)
2

n

h
odvodime: Yp 11 = Yn + hf (ﬂvn + 5 Yn +
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KAPITOLA 19

Integralni pocet funkci
vice proménnych

1. Riemannuv integral na obdélniku

Nejprve zavedeme Riemannuv integral na obdélniku [a,b] X [c,d]. Postup
je podobny jako v pripadé Riemannova integrdlu funkce jedné proménné.
Predstavme si nasledujici problém: Necht je ddna omezend nezaporna funkce
f(z,y) v intervalu [a,b] X [¢,d] (a < b,c < d). Nyni sestrojme obrazec P,
ohraniceny rovinou xy, primkami x = a, x = b, y = ¢, y = d, a funkei f. Jak
spocitat objem obrazce P? Rozdélime interval [a, b] na nékolik dilka délicimi
body a = 29 < 21 < -+ < 1 < T, = b a interval [c,d] na nékolik dilka
délicimi body ¢ = yo < y1 < -+ < Ym—1 < Yn = d. Kazdy takto vznikly
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interval [z;_1,2;] X [yj—1,y;] 1 = 1,2,--- ,n j = 1,2,--- ,m bude tvofit za-
kladnu dvou kvadrf. Prvni kvddr bude mit vysku M;; rovnou supremu funkce
f(z,y) v intervalu [z;_1,2;] X [y;—1,y;] a druhy bude mit vysku m;; rovnou
infimu funkee f(z,y) v intervalu [x;_1, ;] X [y;—1,y;]. Potom soucet objemu
prvnich kvadru tvori obrazec opsany obrazci P a jeho objem je:

DO Mig(wi — @) (y; — y5-1)-
p=Iil g=Il

Soucet objemu druhych kvadru tvori obrazec vepsany obrazci P a jeho objem

jer
n m
DD mi(wi — wiea) (Y5 — yim0)-
i=1 j=1

Definice 19.1 Necht [a,b] X [c,d] (a < b,c < d) je dvourozmérny interval.
Je-li ddnon € N a n+1 délicich bodi intervalu [a,b] a zdroveim € N a m+1
délicich bodi intervalu [c, d] :

a=20<T1 < <Tp1<Tp=b, c=yo<y1 < <Ym-1<Yn=4d,
rikdme, Ze mnozina vsech obdélniki
I’L” - [xiflwri] X [yjflvy]] pro 1= 1723"' , 1 J: 1327"' , M

definuje d&leni D intervalu [a,b] x [c,d]. Rekneme, Ze déleni D' zjemiuje
déleni D, jestlize kaZdy bod déleni D je také bodem déleni D'.

Nyni se dostavame k jadru nasi hypotézy: Budou-li prumeéry jednotlivych
obdélnicku konvergovat k nule, bude objem obou obrazct konvergovat k né-
jakym limitdm. Budou-li se tyto limity navzajem rovnat, budou se zfejmé
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rovnat i objemu obrazce P. Nejprve se podivame na vlastnosti hornich a dol-
nich soucti.

Definice 19.2 Necht funkce f je omezend v intervalu [a,b] X [¢,d] (a <
b,c < d). Ddle necht D je délent tohoto intervalu. Oznacme symbolem M;;
supremum funkce f v intervalu [z;_1,x;] X [y;—1,y;] @ symbolem m; infimum
funkee f v intervalu [x;—1,x;] X [yj—1,y;]. Danému déleni D priradime dvé
cisla:

@

S(f,D) =D > Myj(wi — mio1)(yi — vim1),

i=1 j=1

s(f,D) =YY mig(w; — xim1)(yi — yim1)-

i=1 j=1
Prunit c¢islo nazveme hornim souc¢tem a druhé dolnim souctem.

Lemma 19.3 Necht funkce f je omezend v intervalu [a,b] X [¢,d] (a < b,c <
d). Potom plati nasledugici tri tvrzeni: OB ehmaoia
o Je-li M supremum a m infimum funkce f v intervalu [a, b] X [c, d], potom

pro libovolné déleni D intervalu [a,b] plati:

m(b—a)(d—c) < s(f,D) < S(f,D) < M(b—a)(d—c). Strana 395
Vyhledévani

Zacatek

o Je-li déleni D' zjemnénim déleni D, je

S(f,D'") < S(f,D) a  s(f,D")=s(f,D).

Zpét | Vpred

o Jsou-li D1 a Dy dvé libovolnd délent intervalu [a,b], je

s(f,D1) < S(f, D2). Zaviit
Ukoncit
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Priklad 19.4 Necht a < b a necht Yz € [a,b], Yy € [c,d], je f(z,y) = e.
Potom pro libovolné déleni D je

e(b—a)(d—c) < s(f,D) < S(f,D) < e(b—a)(d—c).

Definice 19.5 Necht funkce f je omezend v intervalu I = [a,b] X [¢,d] (a <
b,c < d). Potom definujeme

s(f)=sup s(f,D) @  S(f)=inf S(f,D).
D

Proni c¢islo nazveme dolnim Riemannovym integralem a druhé hornim
Riemannovym integralem funkce f pres interval [a,b] X [c,d]. Supremum
a infimum bereme pres vSechna déleni D intervalu [a,b] X [c,d]. Je-li s(f) =
S(f), pak Tekneme, Ze funkce f md na intervelu I Riemannuv integral
(roven s(f) = S(f)) a budeme ho znacit symbolem

/If(w,y) dz dy.

Poznamka 19.6 Mnoziny {s(f,D) : D délent intervalu I = [a,b] X [c,d]}
a {S(f,D) : D délent intervalu I} jsou podle lemmatu 19.3 omezené a tedy
podle véty o supremu a infimu prislusné supremum a infimum v definici 19.5
existuji a jsou komecné.

Piiklad 19.7 Necht a < b a necht Vx € [a,b], Yy € [c,d], je f(z,y) = e.
Potom z prikladu 19.4 plyne

e(b—a)(d—rc) < s(e) < S(e) <e(b—a)(d—rc).
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Tedy ve vech nerovnostech musi platit rovnost a /e dedy =e(b—a)(d—c),
I
kde I = [a,b] X [e,d].

FiY

Existuje-li Riemannuv integral / f(z,y) dz dy, mizeme v prvnim tvrzeni
I
lemmatu 19.3 nahradit dolni a horni sou¢ty Riemannovym integralem.

Lemma 19.8 Necht f je funkce omezend v intervalu I = [a,b] X [¢,d] (a <

b,c < d). Oznacime-li A= inf f(x), B= sup f(z) a K= sup |f(x)].
[z,ylel [z,ylel z,y]eT
Potom plati:

A(b—a)(d—c) < /If(ﬂc,y) dzdy < B(b— a)(d - c)

Definice 19.9 Necht D je libovolné délent intervalu I = [a,b] X [c,d]. Oznac-

me Ii]’ = [Llii_l,fi] X [yj—lyyj] ’L = 1,2,"' ,n j = 1,2,"' ,m a

U(D) = max{d(Iijv Iij)? Iij < I}' Celd obrazovka
Cislo v(D) nazveme normou déleni D. R
Véta 19.10 (O existenci Riemnannova integralu.) Necht f je spojitd Strana 397

funkce v intervalu I = [a,b] x [¢,d] (a < b,c < d), potom /f(a:,y) dx dy Vyhledavan{

ezistuje. Navic, je-li D; libovolnd posloupnost deleni intervalu I takovd, Ze
llim v(D;) = 0. Potom
—00

[f6x.y) dxdy = tim s(6.D) = lim S(6,Dy).
I l— l— o0
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2. Vlastnosti Riemannova integralu

Dikazy v této kapitole jsou takika identické s obdobnymi diukazy vét pro
funkce jedné proménné a proto je nebudeme provadeét.

Véta 19.11 (Linearita Riemannova integralu.) Necht funkce f a g jsou
omezené v intervalu I = [a,b] X [¢,d] (a < b,c < d), které maji na intervalu I
Riemannuv integrdl a k,l € R. Potom i funkce kf+1g md Riemannuv integrdl
a plat?

/ (kf (@) + lg(z, ) de dy = k / f(z,y) dedy +1 / oz, ) de dy.
I I I

Vétu 19.11 mtzeme pomoci indukce snadno rozsitit na libovolny pocet
séitancu.
Véta 19.12 Necht funkce f1, fa, ..., fi jsou omezené v intervalu I = [a,b] x

[e,d] (a < b,c < d) amaji na tomto intervalu Riemanniv integrdl. Ddle necht
!

ki,ka, ...k € R. Potom i funkce Z k; fi md Riemannuv integrdl a plati

1=1
l l
/Izkifi(x,y) dwdy:zki/lfi(%y) dz dy.
=1 i=1

Definice 19.13 Charakteristickou funkci mnoziny M C R? nazjvdme
funkci xar, definovanou na R? predpisem
1 pro[z,y] € M,

X (@,y) = { 0 prolz,y] ¢ M.

@
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Predchozi véta ma tento dulezity dusledek:
Véta 19.14 Necht KNL = 0 a funkce f definovand na mnoZiné M = KUL
md oba Riemannovy integrdly / flz,y)dzdy a / f(z,y) dzx dy, pak existuje
K L

1 integrdl / f(z,y)dzdy a plati
M

| f@ydsay= [ fepdods+ [ fadedy
M K L
Dikaz. Protoze K N L = (), plati

Xv =Xk txr ataké f-xu=f xx+f xv

A protoze existuji Riemannovy integraly funkeci

/fmwmw=/fmmwmww@,
K M

[ tewdsdy= [ sty dedy,
L M
existuje podle véty 19.12 také integral / f(z,y) dz dy a plati
;
/ f(w,y)dwdy=/ f(fc,y)dwder/ f(z,y) dx dy.
M K L
o Ll >
Na zavér této casti si jesté uvedeme uzitecnou vétu o monotonii Rieman-
nova integralu. Zaviit

Ukoncit
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Véta 19.15 (Monotonie Riemannova integralu.) Necht funkce f a g

jsou omezené v intervalu I = [a,b] x [c,d] (a < b,c < d). Ezistuji-li inte-

grdly / f(z,y) dz dy, / g(z,y)dzdy a je-li f(z) > g(z) pro vsechna [z,y]
I

z intervalu I. Potom plati

/If(w,y) dx dy > /Ig(x,y) dx dy.
Specidlné pokud g(x,y) = 0 tak f; f(z)dx > 0.

3. Fubiniho véta

Definice 19.16 Jednoduchou konec¢nou po castech hladkou rovin-
nou kfivkou rozumime mnozinu bodi [x,y] v roviné xy, dangch paramet-
ricky rovnicems

z=@), y=9E), a<t<p,
pricemz predpokldddme, Ze

o @(t), P(t) jsou v intervalu [, B] spojité a maji tam po Edstech spojité
derivace @' (t), V' (t).

o Tyto derivace nejsou pro Zddné t € [a, 8] zdrover rovny nule (v bodech
nespojitosti a v koncovych bodech intervalu [, 8] rozumime hodnotami
funket @' (t), ¥'(t) hodnoty jejich spojitého prodlouzent).

e Pro Zddnou dvojici t| # to z [a, 8] (popTipadé s vijimkou dvojice t; = «
a to = B) neplati zdrovern

p(t1) = p(t2), P(t1) = P(t2).

@
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Poznamka 19.17 Posledni podminka vyjadruje jednoduchost krivky — tedy
krivka sama sebe neprotind. Je-li o(a) = @(B) a zdroven ¥(a) = ¥ (B), rikd-
me, Ze krivka je uzaviena. Geometricky tedy jednoduchd konecnd po cdstech
hladka krivka je krivka konecné délky, sama sebe neprotinajici a sloZend z ko-
necného poctu krivek se spojité se meénici tecnou.

Priklad 19.18 Obwvod ctverce je jednoduchd konecnd po cdstech hladkd uza-
viend krivka (sklddagjici se ze c¢tyr hladkijch krivek). Kruznice a elipsa jsou
rovnéz jednoduché po castech hladké uzavrené krivky.

Definice 19.19 Necht Q0 je omezend oblast v roviné. Tvori-li jeji hranici
konecny pocet jednoduchych konecniych po cdastech hladkych krivek, budeme
rikat, Ze oblast ) je typu A. Jsou-li tyto krivky navic uzavrené, mluvime
0 uzavrené oblasti typu A.

Véta 19.20 (Fubiniova.) Necht f je spojitd funkce v intervalu I = [a,b] x
[e,d] (a <b,c<d), potom

d rb b ,d
/f(x, y)dxdy = // f(x,y)dxdy = // f(x,y) dy dx.
I cJa aJec

Integrdl vlievo se nazyvd dvojny a oba integrdly vpravo se nazjvaji dvojna-
sobné.

Poznamka 19.21 Plati-li I = [a,b] X [¢,d] a f(z,y) = g(z)h(y), potom
z Fubiniovy véty plyne

/If($ay)d$dy=/th(y)dy/abg(w)dx-
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Poznamka 19.22 Geometricky vyznam Fubiniovy véty pro spojitou a klad-
d
nou funkci: Pro pevné x predstavuje funkce F(x) := / f(z,y)dy obsah
(¢
grafu pod funkei f(x,y) v bodé x — tedy obsah Tezu v bodé x. Dalsi integract
b

/ F(z) dx secteme zhruba Teceno obsahy téchto Tezi a dostaneme objem té-
a

lesa ohraniceného rovinou xy, primkami x = a, x = b, y = ¢, y = d, a funkci

f.

Priklad 19.23 Spoctéte /1 —62%ydady, kde I = {[z,y], 0 <z <2, -1<
I

y <1}
Podle Fubiniovy véty

1,2 1
/1 — 622y dxdy = / / 1— 62’y dudy = / [z — 22°y] zj dy
I —-1J0 -1

1
:/ 2 - 16ydy = [2y — 8y°] =4

1
nebo

2l 2
/1 — 622y drdy = // 1 —62%ydyde = / [y — 3x3y2]zzl_1 dy
I 0J-1 0

:/02(1—3333)—(—1—3x3)da::/1 2dr = 4.

-1

Fubiniovu vétu lze zobecnit i pro oblasti, které nejsou obdélnikové:
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Véta 19.24 (Fubiniova (obecnéjsi).) Necht f je spojitd funkce v oblasti
I= {59}, 0 <z < b gi(s) <y < g2(x)}, kde funkce g1 @ go jsou spojité
v intervalu [a,b]. Potom

b rga(x)
/f(x7 y)dxdy = // f(x,y) dy dx.
1 aJgi(x)

Necht f je spojita funkce v oblasti I = {[z,y],c <y < d, hi(y) < z <
ha(y)}, kde funkce hy a hy jsou spojité v intervalu [c,d]. Potom

d rhy(y)
/f(x, y)dxdy = // f(x,y) dxdy.
1 ¢ Jh(y)

Priklad 19.25 Spoctéte /3 —x—ydxdy, kde I = {[z,y],0 <2 <1,0<

I
y <z}
Podle Fubiniovy vety
/3—x—ydxdy:// 3—:E—ydyd:1::/ 3y —zy — = dx
:/13x—x2—%2dx:/13—;2—%3d1':1_
° :

Priklad 19.26 Prevedte dvojny integrdl / f(z,y) dz dy na dvojndsobny. Ob-
I

Zpét

. . . oL y .. Vpred
last I lezi v pronim kvadrantu a je omezena kruznici se stredem v pocdtku Lo

a polomeérem jedna a primkou x +y = 1. Zaviit

Ukoncit
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Nejprve zjistime pruseciky. Rovnici primky y = 1 —x dosadime do rovnice
kruznice 2% +y? =1 a dostaneme

=2+ (1-2)2=2+22-22+1 & 0=2z(z—1).

Tedy priseciky obou krivek maji soutadnice [0,1] a [1,0]. Ddle v pronim
kvadrantu plati
2+y?=1 & y=+1-—z2

(g2(x) =) V1—22>1—2x (= g1(x)) prox e 0,1].

Celkem tedy mdme
1 pV/1—22
/If(fc,y)dxdyZ// f(z,y)dy da.
0J1—x

1 pv/1—22
Priklad 19.27 Zamérite poradi integrace v integrdlu / / f(z,y) dy dx.
0J1—x

Oblast je tedy vymezena nerovnostmi

0<z<1l l-z<y<+1-2?

a nasim cilem je najit popis oblasti, kde souradnice y bude mit pevné meze
a souradnice x pohyblivé. Vzhledem k tomu, Ze funkcey =1—x ay = v1 — 22
jsou momnotonni, staci ke zjisténi pevnych mezi souradnice y do nich pouze
dosadit krajni hodnoty = 0 a x = 1 - v obou pripadech dostaneme y = 1
ay =0, takze 0 <y < 1. Ddle z rovnic y =1 —x a y = /1 — 22 vyjddrime
T - v pronim kvadrantu plati

y=l-2 & z=1—-y a y=v1-22 & z=1-—1y>
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a také nerovnost

(ha(y) :==) V1—=y2 21—y (= hi(y)) proye€l0,1].

Celkem tedy mame

/01/:_7 f(z,y)dydx = /Ol/jyﬁ f(z,y) dx dy.

V nékterych pripadech muze byt obtizné najit integrac¢ni meze, potom
je lepst si nakreslit obrazek. Jak uvidime v nasledujicim ptikladu na poradi
integrace zalezi v tom smyslu, ze pokud zvolime Spatné poradi, tak si v lepsim
pripadé ztizime vypocet a v horsim pripadé nebudeme viibec schopni zadany
integral spocitat. Ukazeme si to na nasledujicim prikladu.

Priklad 19.28 Spoctéte /w dedy, kde I = {[z,y], 0 <z <1,0< y <
I X

Podle Fubiniovy véty

. i e o 1 . y=x
/smx dedy = // sin x dy da =/ [ysmx] i
i & oJo 7T 0 T ly=0

1o 1
rsinx .
:/ dx:/ sinzdr =1— cosl.
v & 0

Nicméneé pokud zameénime poradi integrace, dostaneme

/Sinxdxdyz/l/l Sinxdwdy
Iz 0Jy Z

a tento integrdl mejsme schopni spocitat.
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V pripadé, ze mame zadany kiivky ohranicujici integracni oblast, urc¢ime
nejprve pruseciky krivek a poté oblast rozdélime na jednotlivé podoblasti tak,
aby v kazdé podoblasti byla horni (dolni) mez popsana jedinou funkci.
Priklad 19.29 Urcete integracni meze oblasti urcené trojihelnikem s vrcholy
[07 0]7 [27 1]7 [_27 1]

Integracni oblast A je ohranicena primkami 2y = x, 2y = —x, y = 1. Tedy

A: 0<y<1, —2y<zx<2y,

nebo pomoci dvou oblasti Ay, As

IN

<
IN
[

A 0<z<2, ggygl, Ay: —2<2<0, —

NS

Je-li tedy f spojitd funkce dvou proménnych, plati
1 2y 2 0 1
// f(w,y)dwdy=// f(x,y)dyder/ / f(z,y) dy da.
0J—2y 0Jx/2 —2J—x/2

1 rx
Priklad 19.30 Zamernite poradi integrace v integrdlu / / zy? dy dz.
0Jx?

Cela obrazovka
Zacatek
Hranice je popsdna rovnicemi y = x a y = x>, nebo téZ rovnicemi x = y

ax =y prox >0 (nalezli jsme tedy vlastné inverzni funkce k funkcim

popisujici pivodni hranici). Souradnice priseciki jsou [0,0] a [1,1]. Oblast Vyhled4vani
tedy mizeme ekvivalentné popsat nerovnicemi 0 <y <1,y <z < \/y a tedy

L 1rvy
// xy’ dydx:// zy? dz dy. Zpét
0Jz2 0Jy

Zavrit
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4. Substituce v dvojném integralu

Véta 19.31 (Substituce v dvojném integralu.) Necht otevrend oblast N
(promeénngch u, v) se zobrazi pomoci rovnic

x = x(u,v), y = y(u,v)
vzdjemné jednoznacné na otevienou oblast M (proménngch x, y). Necht N
i M jsou typu A, funkce x(u,v), y(u,v) maji v N spojité pruni parcidlni
derivace a ddle necht jakobidn

| B E | ooy oxoy
’ % % Oudv OvOu

je v N rizng od nuly. Necht funkce f(x,y) je spojitd v M. Potom
[ f@wydedy= [ fatwo).yw o)l )] duds,
M N

Poznamka 19.32 V pripadé, Ze bychom provedli substituci v dvojném inte-
grdlu a poté bychom provedli inverzni substituci, musime dostat opét puvodni
integrdl:

/ F (@) de dy = / F@(2,9), 5, )| T, 0)| s do
M N

— [ 1@l @)l didy = [ o) dedy.
M M
Proto must platit |J(u(z,y),v(z,y)||J(z,y)| = 1. To miZeme v pripade,
Ze je vypocet jakobidnu inverzni substituce jednodussi mez vypocet jakobidnu
puvodni transformace, vyuzit k jeho vypoctu.

Celé obrazovka
Zacatek
Strana 407

Vyhledavani

Zpét | Vpred
Zavrit

Ukoncit



https://kmd.fp.tul.cz/cs/cb-profile/finek

Poznamka 19.33 Dukaz je prilis ndrocny a nebudeme jej provadet. Uvedme
st pouze jednoduchou geometrickou interpretaci. Predpoklidejme, Ze integro-
vand funkce f je identicky rovna jedné a oblast M je kruh o poloméru jedna
a se stredem v pocdatku. Tuto oblast nyni transformujme do poldrnich sourad-
nic:
x=rcosp, y=rsinp, re(0,1), »e/(0,2m),
dr dy Oz Jy
J(r,p) = ——=— — — == = cosp rcos rsin @sing = r.
(r, ) or g 00 0r p T COS p + 7 sin psin g
Potom / 1dz dy je roven obsahu kruhu o poloméru jedna (7). A podle véty

. M .
o substituci plati

27 pl 2r 271
/ 1dﬂcdy:/ / rdrdcp:/ [—] dy
M o Jo 0 2]y

2
1 1
= —d :—2 = .
/0 B ©® 5 ™ ™

Transformace do poldrnich souradnic tedy prevadi kruh na obdélnik a Jakobidn
transformace mizeme interpretovat jako miru deformace puvodni oblasti na
novou oblast.

Priklad 19.34 Spoctéte /43:2 + 3y dx dy, kde I = {[z,y], 2* +y* < 9}.

I
Pouzijeme transformaci do poldrnich souradnic. Potom podle véty o sub-
stituct plati

21 3
/4x2 + 3ydrdy = / / (4r2 cos? ¢ + 3rsin @)r dr dp = 817.
I 0o Jo
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Priklad 19.35 Spoctéte /3y dx dy, kde I = {[x,y], 2* + y? < 4z, y > 0}.
Integracni obor je popsén nerovnostms

(x—2)% +y? < 2% y > 0. (19.1)
Je to tedy pulkruh v horni poloroviné se stredem v bodé [2,0] a polomérem 2.
Pouzijeme transformaci do zobecnénych poldrnich souradnic

r=2+rcosp, y=rsine.
Nyni musime urcit meze nové oblasti — to provedeme tak, Ze dosadime x(r, p)
a y(r, @) do nerovnosti (19.1)

(2+7rcosp —2)* + (rsingp)? <22, rsinp >0
& r2cos? o+ r2sin?p =712 <22, rsing >0
& 0<r<2 rsinp>0 & 0<r<2 sinp>0
= 0<r<2 0<p<m.

Potom podle véty o substituci plati Celé obrazovka
T 2
/ 3ydrdy = / / 3rsin rdrdp = 16. Zacatek
! o Strana 409

Priklad 19.36 Spoctéte /3y drdy, kde I = {[z,y], 1 <22+ 4y*> < 4,y > Vyhleddvini
I

0, z > 0}.
Pouzijeme opét transformaci do zobecnéngjch poldrnich souradnic Zpét

Vpred
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Nyni musime urcit meze nové oblasti — to provedeme tak, Ze dosadime x(r, @)
a y(r, @) do nerovnosti popisujicich oblast I

2
1§(rcosgo)2+4(gsin<p) <4, rsinp>0, 7rcosp>0

& 1§r2c082g0+rzsin2<p=r2§4, rsinp >0, rcosp >0
& 1<r<2, rsinp>0, rcosp>0

& 1<r<2, sing>0, cosp>0 & 1<r<2 Oggogg
Ox 0 0x 0 i
J(r,p) = %%—éa—f = cos gcosgo—i—rsingo mggp = g

Potom podle véty o substituci plati

TI'/2 2 r Tl'/27 7
/3yd:cdy:/ / 3rsincp—drdg0:/ —sinpdp = —.
I 0o J1 2 o 2 2

Priklad 19.37 Spoctete /:Cy dx dy, kde I je oblast ohranicend krivkami x =
I
y?, 2z = y2, y = 22, 2y = 22 a nerovnostmi x > 0, y > 0.

Oblast I je tedy omezena nerovnostmi

y§x2§2y, m§y2§2x
2

s 1<Z <2 1<L <o
Y i
Potom bude nejvhodnéjsi pouzit transformaci
2 2
x
u="" v=%L, 1<u<2 1<v<?
Y at
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3

Z toho plyne uv = xy, 4_ x_g nebo-li
vy

u 3 uv 3
= {’/juv = Vu2v, y=—— = Vurl
v Vu2v

Nyni spocteme Jakobidn transformace

2Ty YT Ll e 2_4_
J(u,v)—3\/u v3\/uv 3\/uv 3\/u =3

1
3

Nl

Potom podle vety o substituci plati

2 (2 2
uY v 3
xydxdy:// —dudvz/ —dv=-.
/I 13 02 4

Spocteme tento priklad jesté jednou s vyuzitim jakobidnu inverzni trans-
formace.

Priklad 19.38 Spoctéte / zy dx dy, kde I je oblast ohranicend krivkami x =
I
y?, 2z = y?, y = 22, 2y = 22 a nerovnostmi x > 0, y > 0.

Oblast I je tedy omezena nerovnostms

y<a®<2, z<y’<2u
2
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Nyni spocteme Jakobidn inverzni transformace

22y  —x? —y?
J =——-———F=4-1=3.
(z,y) Sz
Tedy podle pozndmky 19.32 je J(u,v) = ! _ ! a potom podle
Y D p Y . J ) - J(I(u,v),y(u,v)) - 3 p p

vety o substituci plati

2 02 2
uUY v 3
xyd:cdy=// —dudv=/ —dv=-.
/1 113 0o 2 4
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