Matematika 1 - priklady k procviceni
Véclav Finék (KMD FP TUL)

1 Inverzni funkce

2 — t -1
Piiklad 1.1. Najdéte inverzni funkci k funkci f(z) = al"CCOQg(ZE ) a urcete de-

finiénd obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

Vysledek: f'(z) = 1+ cotg (2 —2z), D(f ') = R(f) = (2 _W, 1) , R(f ) =D(f) =
R.

2 — 5sin(2z — 1)

Piiklad 1.2. Najdéte inverzni funkci k funkci f(x) =

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.
1 + arcsin (ﬂ

Vysledek: f~'(z) = 5 K ), D(f™) = R(f) = {_73;] , R(f™Y) = D(f) =
l2 -7 2+7r} |

a urcete definicni

4 7 4

1-3 1—-2
arccos ( ?) a urcete de-

Piiklad 1.3. Najdéte inverzni funkci k funkci f(x) =

finicni obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

Vysledek: /() = L= 55 sy Ry - {

2
0,1].

1—-3n 1 NN B
L] R = o -

1-— 1
Piiklad 1.4. Najdéte inverzni funkci k funkci f(x) = I-tglz+1)

obory a obory hodnot tak, aby na teéchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

a urcete definicni

Vysledek: f'(z) = arctg (1-3z)—1, D(f ') = R(f) =R, R(f) = D(f) = (—Z — 1,% — 1) :

2
2 — arctg (3 — 2x)

Piiklad 1.5. Najdéte inverznd funkci k funkci f(x) =

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

PR by = w) = (PR RO -

a urcete definicni

Vysledek: f~'(z) =
D(f)=R.



1-— tg (1 —
arccotg ( 7) a urcete de-

Piiklad 1.6. Najdéte inverzni funkci k funkci f(z) =

finiénd obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

1—7 1
2 2

Vysledek: f'(z) =1 —cotg (1 —2x), D(f ') = R(f) = (
R.

) R = D) =

1-— tg (1 —
Piiklad 1.7. Najdéte inverzni funkci k funkci f(z) = arctg (1 — )

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzajem inverzni.

Visledel: /4(a) = 1-tg (1-40), DU ™) = A = (257257 ) R = D) =
R.

a urcete definicni

3 in(2z) — 1
Piiklad 1.8. Najdéte inverzni funkci k funkci f(x) = arc51n2( 2) a urcete definicni

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

_sin() 2] R = i) =

Vysledek: f~'(z) = TB’ D(f Y =R(f) =
11
4

Piiklad 1.9. Najdéte inverzni funkci k funkci f(x) =

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

Vysledek: f'(z) = tg (21;;4) , D(f™") = R(f) = <_31_ 8> 37T4_ 8) ,R(f7Y) =

D(f) =R.

—4 4+ Jarctgw

a urcete definicni

3—-1 2
Piiklad 1.10. Najdéte inverznd funkci k funkci f(x) = +g4(x) a urcete definicni

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.
i B 4374x B B
Vistedel ~(a) = (5 ) D) = R = R B = DIP) = (0.0

2
1 — 3sin(4x)

Piiklad 1.11. Najdéte inverzni funkci k funkci f(x) =

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.
JEE
CD(fY) = R(f) = [-1,2), R(F) = D(f) = |

3
arccotg(2z) — 3

a urcete definicni

arcsin (

Vysledek: f'(z) = 1

- )

88

Piiklad 1.12. Najdéte inverzni funkci k funkci f(x) =

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

SECZED b = i = (<557 R = D) -

a urcete definicni

Vysledek: f~!(z) =
R.



tg(dz) — 3
Areco g( x) a urcete

Piiklad 1.13. Najdéte inverzni funkci k funkei f(x) = f(z) =

definiéni obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

cotg (2x + 3)
4

_3 T™—3
27 2

Vysledek: f~!(z) =
R.

DU = rp) = )R = DU =

tg(2x) — 1
Piiklad 1.14. Najdéte inverzni funkci k funkci f(x) = arctg(2z) — 1

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

_ w D(f ™) = R(f) = <—”;‘2,”g2) CR(f7N) = D(f) =

a urcete definicni

Vysledek: f~*(z)
R.

—3 4 2 arccotg x

Piiklad 1.15. Najdéte inverzni funkci k funkci f(z) =

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

Vislodel {7 (2) = ot (572 ) DG = R = (70 ) CRU) = DU =
R.

a urcete definicni

1) —
Piiklad 1.16. Najdéte inverzni funkci k funkei f(x) = tgle—1) =3 (z-1)-3

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

Vysledek: f'(z) = arctg (4z+3)+1, D(f ') = R(f) =R, R(f ") = D(f) = (1 — g, 1+ g) :

a urcete definicni

2 — 3
Priklad 1.17. Najdéte inverzni funkci k funkci f(z) = cos(2—x) +

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.
Vysledek: f'(z) = 2 — arccos (2z — 3), D(f') = R(f) = [1,2], R(f ') = D(f) =
2 —m,2].

a urcete definicni

t -2
Piiklad 1.18. Najdéte inverzni funkci k funkci f(x) = % a urcete definicni

obory a obory hodnot tak, aby na téchto oborech byly tyto funkce navzdjem inverzni.

Vysledek: f~'(z) = tg (52 + 2), D(f ") = R(f) = (_”10_ 4, ”1_04> ,R(f')=D(f) =
R.




2 Limity

1+ 2n+5n?
Priklad 2.1. Spoctéte limitu posloupnosti lim - endon?
n—oo 2N — n?

Priklad 2.2.

Priklad 2.3.

Priklad 2.4.

Priklad 2.5.

Priklad 2.6.

Priklad 2.7.

Priklad 2.8.

Priklad 2.9.

Priklad 2.10.

Priklad 2.11.

Priklad 2.12.

Priklad 2.13.

Priklad 2.14.

Priklad 2.15.

Priklad 2.16.

Priklad 2.17.

lim ————
2

lim (x +5)

z—5 12 — 25

ooy e . 1—3n
Spoctete limitu posloupnosti lim
n—o0 Tn — 4n?

lim zlnx

z—0t

" 22 4+ 4x +3
xin_lg, (I’Q _ 9)2

cisp e .. Tn —4n?
Spoctete limitu posloupnosti lim ———
n—oo 1 —3n

lim ¢/ In*(2?)

z—0

. 22 —5x+6
e (x2 —4)3

7+ 3n?
Spoctéte limitu posloupnosti lim on
n—oo 1 — 2n

alclg(l) el
_a\2
lim (z —3)

Spoctéte limitu posloupnosti lim
n—soo 2 —1mn

lim \4/5 In’z

z—0t
T 22 —4x +3
xlig (9 _ .Z'2>2

o .. 1+2n+5n?
Spoctéte limitu posloupnosti lim ——
n—00 —2n
. In?2?
lim
T—00 T

3n + 2n?

(Limita neexistuge).

(0).
(0).

(Limita neexistuge).

(Limita neexistuge).

(—00).
(0).

(Limita neexistuje).

(—00).

(0).



Priklad 2.18.

Priklad 2.19.

Priklad 2.20.

Priklad 2.21.

Priklad 2.22.

Priklad 2.23.

Priklad 2.24.

Priklad 2.25.

Priklad 2.26.

Priklad 2.27.

Priklad 2.28.

Priklad 2.29.

Priklad 2.30.

Priklad 2.31.

Priklad 2.32.

Priklad 2.33.

Priklad 2.34.

r—3

L\ oF (Limita neexistuje).
r— xr< —

Spoctete limitu posloupnosti nh_{](f)lo 4:;?_—;;;712 (—%)

JE&% (c0).

xl_i)r£15 ﬁ (=00).

Spoctéte limitu posloupnosti nh_)rxolo % (0).
3n° —5n3 + 1

Spoctéte limitu posloupnosti lim
P p P n—oo —Hn4 —+ 4n? —n

. —2r—4

lim ——

r—2 332—4

3nd —2n?+1
1-3n

o . obnt2nd —6n 42
Spoctete limitu posloupnosti lim
n—oo —4n* —5n2 — 2n

Spoctéte limitu posloupnosti lim
n—oo

. —2r+8
im-—-—
z—4 (:L‘2 — 16)2

—5n? —2n + 10
Spoctéte limitu posl ti li 1.
poctéte limitu posloupnosti lim —ome—r (-3)
_ —22% +8 — ot
zlgg T 27 £ 160 20 (Limita neexistugje)
n®+2nt +1

Spoctéte limitu posloupnosti nhjgo —n9 2P —n

—4n? — 11
Spoctéte limitu posloupnosti lim nont (—00).
n—o00 20n — 7
: —22? +8 o L
:}5% 527 — 160 520 (Limita neexistuje)
n® +2nt +1

Spoctéte limitu posloupnosti 1im
b P b n—oo —n8 4 2n5 —n

n?>—n+11

Spoctete limitu posloupnosti lim
7—20n

n—oo



Priklad 2.35.

Priklad 2.36.

Priklad 2.37.

Priklad 2.38.

Priklad 2.39.

Priklad 2.40.

Priklad 2.41.

Priklad 2.42.

Priklad 2.43.

Priklad 2.44.

Priklad 2.45.

Priklad 2.46.

Priklad 2.47.

Priklad 2.48.

Priklad 2.49.

Priklad 2.50.

Priklad 2.51.

(0).

e2z—1
322 — T — 6
llLI:l)) (9x_ xQ)(a; ) (Limita neexistuje).

" . 99 \"
Spoctéte limitu posloupnosti lim 1+—| +V105+ | — (e+1).
—n?+2n
Spoctéte limit [ ti lim — —00).
poctéte limitu posloupnosti lim — om (—o0)
2x
, e
e (=o0)-
i 20 — 4
A, gy (=o0).
14 2n

Spoctéte limitu posloupnosti lim
n—oo 2N — n2

641
li .
xl—{go Inz (00)
2 2
lim (z+2) (Limita neexistuje).

r—2 Qj‘2 — 4

3n? +1
Spoctéte limitu posloupnosti lim

2t + a3 —Tr+1
3zt + 422+
i 2x +4

xin_lz (12 _ 4)2

lim
xr—r00

(Limita neexistuje).

—4n + 2n?
Spoctéte limit l tr lim ——— —2).
poctéte limitu posloupnosti lim 7 Iy (—2)
. sin(1 —x) o o
}}1{& @oe (Limita neexistuje).
(1 —
i SR — ) (0).
T—00 er
—4n + 2n?

e 1o ; lim ———————
Spoctete limitu posloupnosti lim — R P——
sin(z + 1)

I;
1m 21

r——1



Priklad 2.52.

Priklad 2.53.

Priklad 2.54.

Priklad 2.55.

. 22z
Jm (1—22)?

ey 1 o 2n — n?
Spoctéte limitu posloupnosti lim

VA —
lim —mM8M8

z—0 x

n—oo —n2 —5n + 1

i 44 2z
xLIEIQ (332 — 4)2

(Limita neexistuge).

(Limita neexistuge).



3 Prubéh funkce

22

Piiklad 3.1. Vysetrete pribéh funkce f(x) = € véetne absolutnich extrémi.
T

Vysledek: D(f) = (—o0,0) U (0,00), funkce je spojitd na definiénim oboru a je lichd.

/ o 6502(21'2 - 1) k . ¢ . . t l h \/T \/T k
fi(x) = = , funkce je rostouci na intervalech | —oo, — 5] 50 > , funkce

1 1 1
je klesagici na intervalech <—\/;, O> a (O, \/2) , lokalni minimum je v bodé \/; a lokdlni

1
mazimum je v bode — 5

2
(4 4 2 2 2
f"(z) = e (4o 5 T ), funkce je konkdvni na intervalu (—oo,0), funkce je konverni

na intervalu (0,00) a nemd inflexni body.

x? x? x? x2

. € . € . € . .
lim — =00, lim — = —o0, lim — =00, lim — = —o0 a tedy x = 0 je asymptota.
x—o0 I x——00 I z—=0t X =0~ X

Vzhledem k tomu, Ze vyse uvedené limity vysly £oo, nemd funkce absolutni extrémy.

22

e
ko= lirin — = 00, takZe funkce nemd Zddné dalsi asymptoty.
r—xoo I’

B0
40+
0
04+
oF
ol
0 F
20
.30_

Aok

Obrazek 1: f(z) = —.
T



Piiklad 3.2. Vysetrete pribéh funkce f(x) = li véetné absolutnich extrémai.
nr

Vysledek: D(f) = (0,1) U (1,00). Funkce je spojitd na definicnim oboru.

_lnac—l

f'(x) = ———, funkce je rostouci na intervalu (e,00), funkce je klesajici na intervalech
n-x
(0,1) a (1,¢), lokdlni minimum je v bodé e.
2-—1
f(x) = 1—3nx’ funkce je konkduni na intervalech (0,1) a (62, oo) , funkce je konvexni na
n’
intervalu (17 62) a md inflexi v bodé 2.
lim Lo 00, lim B 0, lim B oo, lim L —o0 a tedy x =1 je asymptota.
z—o0 Inx z—0+ Inx e—1+ Inx z—1- Inx

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vyse uvedené limity vysly 00, nemd funkce absolutni extrémy.

x
k = lim =0aq= lim <— — k::z:) = 00, takZe funkce nemd Zadné dalsi asymptoty.
z—oo 1 In z—oo \In T

a0

40

30

20

10

o

i
&
1

£
=
T

0.4 1 1.5 2 24 3 3.4 4

Obrazek 2: f(x) = -

Inz



Piiklad 3.3. Vysetiete pribéh funkce f(x) = x® Ina® véetné absolutnich extrémai.
Vysledek: D(f) = (—o00,0) U (0,00). Funkce je spojitd na definicnim oboru a je lichd.

f'(z) = 2*(3Inz*+2), funkce je rostouci na intervalech (—oo, —6_1/3) a (6_1/3, oo) , Junkce

~1/3

je klesagici na intervalech (—6_1/3, 0) a (0, 6_1/3) , lokaln? minimum je v bodé e a lokdln7

mazimum je v bodé —e /3.
f"(z) = 22(3In 2 +5), funkce je konvezni na intervalech (—6_5/6, 0) a (e7°/%,00), funkce

~5/6 4 o=5/6

je konkdvni na intervalech (—oo7 —6_5/6) a (0, 6*5/6) a md inflexi v bodech —e ae

lim 23Ina? = oo, lim2®Inz? =0, lim 2°lnz? = —oco.
T—00 z—0 T——00

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vyse uwvedené limity vysly 0o, nemd funkce absolutni extrémy.

23 In 22

= 00, takZe funkce nemd Zddné asymptoty.
r—+o0 €x

Obrézek 3: f(r) = 2° Ina?,

10



-1 ) L
véetné absolutnich extréma.

Piiklad 3.4. Vysetrete pribéh funkce f(x) =
655

Vysledek: D(f) = (—o0,00). Funkce je spojitd na defini¢nim oboru.
—22 42 1
f(x) = w, funkce je rostouci na intervalu (1 —V2,1+ \/§> , funkce je kle-
em
sagici na intervalech (—oo,l — \/§) a (1 +/2, oo) , lokdlni minimum je v bodé 1 — V2 a
lokdini mazimum je v bodé 1 + /2.

22 —4dr+1

f"(x) = —————, funkce je konverni na intervalech (—00,2 - \/§> a (24 V3, 00) ,
€$
funkce je konkdvni na intervalu (2 — \/g, 2+ \/§) a md inflexi v bodech 2 — V3 a2+V3.
21 21
lim z =0, lim * = 00.
T—00 et T——00 er

Vzhledem k tomu, Ze jedna viyse uvedend limita vysla oo, nemd funkce absolutni mazximum.
Absolutni minimum funkce nabjvd v bodé 1 — /2.

x?—1

]{51 = lim

= 0, takZe funkce md asymptotu y = 0.
z—o00 get

10

11



2+ 1

Piiklad 3.5. Vysetrete pribéh funkce f(z) = véetné absolutnich extréma.

ex
Vysledek: D(f) = (—o0,00). Funkce je spojitd na definicnim oboru.

—r?+ 2z —1
f'(x) = ——————, funkce je klesajici na celém definicnim oboru a nemd tedy lokdlni
61'
extrémy.
24 3
f(z) = w, funkce je konverni na intervalech (—oo,1) a (3,00), funkce je
em
konkdvni na intervalu (1,3) a md inflexi v bodech 1 a 3.
241 241
lim < + =0, lim Tt = 0.
r—oo et z——00 %

Vzhledem k tomu, Ze funkce je definovana na otevieném intervalu a je klesajici, nemd
absolutni extrémy.

2
1

z—o00 et

= 0, takze funkce ma asymptotu y = 0.

101

g

12



x2/2—1
véetné absolutnich extréma.

Piiklad 3.6. Vysetrete prubéh funkce f(x) =

Vysledek: D(f) = (—00,0) U (0,00) . Funkce je spojitd na definicnim oboru.

ex2/2_1(:p2 _ 1)
f'(z) = 5 , funkce je rostouct na intervalech (—oo,—1) a (1,00), funkce je

klesajict na intervalech (—1,0) a (0,1), lokdlni minimum je v bodé 1 a lokdlni maximum
je v bode —1.

e? 2 (gt — 12 4 2)
f(x) = S , funkce je konverni na intervalu (0,00), funkce je konkdvni

na intervalu (—oo,0) a nemd tedy inflexnd body.

x2/2—1 612/271

lim = 400, lim
T—100 T z—0%t X

(&

= +00 a tedy x = 0 je asymptota.

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vijse uvedené limity vysly 00, nemd funkce absolutni extrémy.

612 /2—1

k?LQ = lim

I >— = 00, takZe funkce nemd dalsi asymptoty.
x—+o00 x

24

20

14

10

-10

14

=20

_25 1 | | | 1 | |
.4 .

Obrazek 6: f(x) =

13



3_ .2
- 9
Piiklad 3.7. Vysetrete pribéh funkce f(x) = % véetné absolutnich extréma.
l‘ —
Vysledek: D(f) = (—o0, —3) U (—3,3) U (3,00). Funkce je spojitd na definicnim oboru.
2,2
;o 2 (x? = 27)
f (.T) - (.T2 . 9)2 )
je klesajici na intervalech (\/ﬁ, —3) , (—3,3) a (3, \/ﬁ) , lokdlni minimum je v bodé V27
a lokdlnt mazimum je v bodé —v/21.

18z (22 4 27)

funkce je rostouct na intervalech (—oo, —\/ﬁ) a (\/ﬁ, oo) , Junkce

f(z) = CETIR funkce je konverni na intervalech (—3,0) a (3,00), funkce je
:Z' —
konkdvni na intervalech (—oo, —3) a (0,3) a md inflexi v bodé 0.
3_ 4219 35 _ 4240 3_ 2249
lim rorty = 400, lim oty = 400, lim rorty = #0090, takze funkce
a—too 12 —9 a—-3t 12-9 3t 12 —9

ma asymptoty x = £3.

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vyse uwvedené limity vysly 00, nemd funkce absolutni extrémy.

3 _ 2 9 3 _ .2 9
kio = xgglwﬁ =laqo= Il_l}riloo (% —x) = —1 takZe funkce md

jesté asymptotu y = x — 1.

20r

10F

0k
20k

A0

3.2
Obrazek 7: f(x) = xx?—x_;g

14



Piiklad 3.8. Vysetrete pribéh funkce f(x) = véetné absolutnich extrémal.

2 _
Vysledek: D(f) = (—oo, —4) U (—4,4) U (4,00) . Funkce je lichd a spojitd na definicnim
oboru.

—2? — 16
f(z) = ﬁ, funkce je klesajici na intervalech (—oo, —4), (—4,4) a (4,00) a nemd
x J—
tedy lokdlni extrémy.
2z(x? + 48
f"(z) = %, funkce je konvexni na intervalech (—4,0) a (4, 00) , funkce je konkdvni
x E—

na intervalech (—oo, —4) a (0,4) a md inflexi v bodé 0.

m1—1>r:iloo z2 — 16 - 0’ zilrjﬁlli 2 — 16
T = +4.

= £o00, lim

= to0, takzZe funkce md asymptoty
x—4F .CL'2 — 16

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vijse uvedené limity vysly 00, nemd funkce absolutni extrémy.

X
kio = li _—
12 x—lgzloo I(IQ — 16)
y=0.

=0a qi12 = lim

S 1 0, takze funkce mad jesté asymptotu

10

-

-0 1 1 1 1 1 ]
14 -10 5 1l ] 10 15

T

Obrézek 8: f(r) = — 6
22 —

15



—224+x+9

Priklad 3.9. Vysetrete pribéh funkce f(z) = o2 véetné absolutnich extréma.
-z
Vysledek: D(f) = (—o0,—3) U (—3,3) U (3,00) . Funkce je spojitd na definicnim oboru.
2
9
f(z) = ;——'—22, funkce je rostouci na intervalech (—oo, —3), (=3,3) a (3,00) a nemd
-z

tedy lokdlni extrémy.
2z (z? + 27)

f(z) = ORI funkce je konvexni na intervalech (—oo,—3) a (0,3), funkce je
—x
konkdvni na intervalech (—3,0) a (3,00) a md inflexi v bodé 0.
o =2’ +x+9 . =24 z+9 . =2’ +x4+9 5
Ao b T T i e T ootk funkee

ma asymptoty y =1 a x = £3.

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vise uvedené limity vusly oo, nemd funkce absolutni extrému.

10

e

_-‘“:I ] 1 ] ] 1 1 ] 1 ] |
-10 -8 Sa -4 -2 a 2 4 b g 10

—2*+x+9
9—2ax2

Obrazek 9: f(x) =

16



—212 1
Piiklad 3.10. Vysetrete prubéh funkce f(x) = % véetné absolutnich extréma
—x

a bez vysetreni konvexnosti a konkdvnosti.
Vysledek: D(f) = (—o0,—2) U (—2,2) U (2,00). Funkce je spojitd na definicnim oboru.

214 4
f(z) = ﬁ, funkce je tedy rostouci na intervalech (—oo, —2), (—2, 7— 3\/3) a

<7 + 3v/5, oo> a klesajici na intervalech (7 —3v/5, 2) a <2, 7+ 3\/3) a md lokdlni maxi-
mum v bodé 7 — 35 a lokdlni minimum v bodé 7 + 3v/5 (neni v grafu zretelné).
223 — 4222 + 24z — 56

" _
f (SL’) - (4 o JI2>3

Y e | o =224+ +1 o =222+ +1 5
acl—1>I:Poo 4 — g2 =2 zgr—nﬁ 4 — 2 = T :pligli 4 — g2 = Foo, takZe

funkce md asymptoty y =2 a v = £2.

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vise uvedené limity vysly 00, nemd funkce absolutni extrémy.

10

2224+ x+1

Obrazek 10: f(x) = -
-z

17



22 2r 1
Piiklad 3.11. Vysetrete prubéh funkce f(x) = TT T 28T 0 péetne absolutnich extrémii.
ex
Vysledek: D(f) = (—o0,00). Funkce je spojitd na defini¢nim oboru.
2 _
f(z) = ’ funkce je rostouct na intervalech (—oo,—1) a (1,00), funkce je klesagici

T 9

na intervalu (—1,1), lokdlni minimum je v bodé 1 a lokdlni mazimum je v bodé —1.

1" —x? +2r+ 1 . , . . P
f"(x) = —————, funkce je konvexni na intervalu (1 —V2,1+ \/5) , funkce je konkduni
6(13

na intervalech (—oo, 1-— \/5) a (1 + 2, oo) a md inflexi v bodech 1 — /2 a 1+ /2.

—x? -2 —1 % —2r—1
lim —— =0, lim —— = —o0, takZe funkce ma asymptotu y = 0.
T—00 e’ T——00 er

Vzhledem k tomu, Ze jedna vyse uwvedend limita vysla —oo, nemd funkce absolutni minimum.
Absolutni mazimum funkce nabyvd v bodé —1.

Obrazek 11: f(x) =

18



9.2
Piiklad 3.12. Vysetrete prubéh funkce f(x) = 1—932 véetné absolutnich extréma.
—x
Vysledek: D(f) = (—oo,—1) U (—1,1) U (1,00). Funkce je sudd a spojitd na definicnim
oboru.
—4
f(z) = —:E”, funkce je rostouci na intervalech (—oo,—1) a (—1,0) a klesajici na
—x

1
intervalech (0,1) a (1,00) a md lokdlni mazimum v bodé 0.

1" _4(1 + 3%2) . . . L,
f(z) = NI funkce je konvexni na intervalech (—oo, —1) a (1,00) a konkdvni na
—x
intervalu (—1,1) a nemd tedy inflexni body.
—2z2 — 222 — 222
xgrfoo ] _22 = 2, xgr_rii ] _22 = Foo, xlg{li ] _3;2 = 400, takZe funkce md asymptoty
y=2ax ==+l

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vise uvedené limity vysly oo, nemd funkce absolutni extrémy.

181

-10

_15 | | | 1 | 1 | 1 | 1
.5 . . . .

— 272

T 12

Obrazek 12: f(x)
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—x2+x+16

Piiklad 3.13. Vysetrete pribéh funkce f(x) = 62 véetné absolutnich extréma.
—x
Vysledek: D(f% = (—00,—4) U (—4,4) U (4,00) . Funkce je spojitd na definiénim oboru.
16
f(z) = ﬁ, funkce je rostoucti na intervalech (—oo, —4), (—4,4) a (4,00) a nemd
—x
tedy lokalni extrémy.
2x(x? + 48
f(z) = (ﬁ%x—w, funkce je konverni ma intervalech (—oo,—4) a (0,4), funkce je
—x
konkdvni na intervalech (—4,0) a (4,00) a md inflexi v bodé 0.
. —22 + 2+ 16 ) —2? + x4+ 16 . =22+ +16 .
lim ———— =1, lim ————— = Foo, lim ———— = Foo, takzie
z—too 16 — x? -1t 16 — 22 4t 16 — 22

funkce md asymptoty y =1 a x = £4.

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vyse uvedené limity vysly =00, nemd funkce absolutni extrémy.

— 224+ x+16

Obrazek 13: f(z) = T

20



—22—z+9

Piiklad 3.14. Vysetrete prubéh funkce f(x) = a9 véetné absolutnich extréma.
x —
V}'fsledek:QD(f) = (—00,=3) U (—3,3) U (3,00) . Funkce je spojitd na definiénim oboru.
9
f(x) = %, funkce je rostouci na intervalech (—oo, —3), (=3,3) a (3,00) a nemd
x —
tedy lokdlni extrémy.
—2x(x% 4 27
f(x) = (:ng——;—)g)’ funkce je konvexni na intervalech (—oo,—3) a (0,3), funkce je
a:‘ —
konkdvni na intervalech (—3,0) a (3,00) a md inflexi v bodé 0.
I —22—2x+9 Lo —xz—x+97 I —22—x+9 B tak
e e R

funkce md asymptoty y = —1 a v = +3.

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vyse uvedené limity vysly 00, nemd funkce absolutni extrémy.

—x2—x+9
2 -9

Obrazek 14: f(z) =

21



202 — 8x + 8

Piiklad 3.15. Vysetrete prubéh funkce f(x) = N rvE véetné absolutnich extréma.

Vysledek: D(f) = R. Funkce je spojitd na defini¢nim oboru.

f(z) = (8;22%43)22, funkce je rostouci na intervalech (—oo,—2) a (2,00) a klesajici na

intervalu (—2,2) a md lokdlni mazimum v bodé —2 a lokdlni minimum v bodé 2.

f(z) = %, funkce je konvexni na intervalech (—oo7 —\/E) a (0,V12) a

konkdvni na intervalech <—\/ﬁ, O) a (\/ﬁ, —oo) a md tedy inflexi v bodech £1/12 a 0.
lim M = 2, takzZe funkce md asymptotu y = 2.

z—+oo 2+ 4
Absolutn? mazimum je v bodé —2 a absolutni minimum je v bodé 2.

222 — 8x + 8

Obrazek 15: f(x) = o
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xT

Piiklad 3.16. Vysetrete prubéh funkce f(x) = € véetné absolutnich extréms.
x

Vysledek: D(f) = (—o0,0) U (0,00). Funkce je spojitd na definicnim oboru.

e’(r —
f(z) = (—2, funkce je rostouci na intervalu (1,00) , funkce je klesajici na intervalech

(—00,0) a (0,1), lokdln? minimum je v bodé 1.
e®(x2? — 2z + 2)

() = 3 , funkce je konvexni na intervalu (0,00), funkce je konkdvni na
intervalu (—o0,0) a nemd tedy inflexni body.

lim & = 0o, lim - 0, lim - F00 a tedy x =0 a y =0 jsou asymptoty.

T—00 T T——00 I z—0+ T

Vzhledem k tomu, Ze nékteré vyse uvedené limity vysly 00, nemd funkce absolutni extrémy.
X

e
k= lim — = oo, takZe funkce nemd dalsi asymptotu.
rT—00 I

10

Obrazek 16: f(z) = —.
xXr
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Piiklad 3.17. Vysetrete prubéh funkce f(x) = e *|x| véetné absolutnich extrémii.
Vysledek: D(f) = (—o0,00). Funkce je spojitd na definicnim oboru.

oy JeFl=2) x>0 : Lo ,
fl(x) = e (z — 1) <0 funkce je rostouci na intervalu (0,1), funkce je klesajici
na intervalech (—o00,0) a (1,00), lokdlni mazimum je v bodé 1 a minimum v bodé 0.

wey o e t@=2) x>0 . A .
f(x) = { (2 — z) o0 funkce je konkdvni na intervalu (0,2), funkce je kon-
vexni na intervalech (—o00,0) a (2,00) a ma tedy inflexi v bodé 2.

lim e |z] =0, lim e ®|lz| =00 a tedy y =0 je asymptota.
T—00 T—r—00

Vzhledem k tomu, Ze jedna vyse uvedend limita vysla oo, nemd funkce absolutni maximum.

Absolutni minimum je v bodé 0.
e *lr
k= lim =1 = —00, takzZe funkce nemd dalsi asymptotu.
T——00 x

Obrazek 17: f(z) = e *|x|.
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Piiklad 3.18. Vysetrete pribéh funkce f(x) = x°e* véetné absolutnich extrémii.
Vysledek: D(f) = (—o0,00). Funkce je spojitd na definicnim oboru.

f'(x) = 2(z* + x)e**, funkce je rostouci na intervalech (—oo,—1) a (0,00), funkce je
klesajict na intervalu (—1,0), lokdlni mazimum je v bodé —1 a minimum v bodé 0.
V2 V2

f"(z) = 2(22° +4a+1)e**, funkce je konkdvni na intervalu | —1 — -5 -1+ -5 | funkce

2 2
je konvexni na intervalech <—oo, —-1- \/7_> a <—1 + g, oo> a md tedy inflexi v bodech
V2
-1+ 4.
lim 2%e** = 0o, lim z%e** =0 a tedy y = 0 je asymptota.
T—00 T—>—00

Vzhledem k tomu, Ze jedna vyse uvedend limita vysla oo, nemd funkce absolutni mazimum.

Absolutni minimum je v bodé 0.
2 2z

k= lim
rz—00 I

= 00, takZe funkce nemd dalsi asymptotu.

Obrazek 18: f(z) = z%e*.
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4 Integraly

1/2 1
Piiklad 4.1. / 4x arctg(2x) dx (arctg 5)
0
14 1 —
Piiklad 4.2. / SR c
o (e*”) 25
Piiklad 4.3 /0 sinx cosx dx 1
fiklad 4.3.
—n2 25+ 10sinz + sin®x 4
Priklad 4.4. Spoctéte obsah obrazce ohraniceného funkciInx a primkou prochdzejici body
1
[1,—1], [2,0] na intervalu [1,2] (2 In(2) — 5) :
w/2
Piiklad 4.5. / 8z cos(2z) dx (—4).
0
¢ s
Priklad 4.6 /V 423 (1 — tg(2*))? do 1
/s cos?(x*) ‘
4
“ (In®z +21 1)d 8
Piiklad 4.7. / (o c+2ine+l)de (3—3111 (—))
e x(In"z+5Inz+4) 5

Priklad 4.8. Spoctéte obsah obrazce ohraniceného funkci arctgx a primkou prochdzejict

1 7
body [0, —2], 2, —1] na intervalu [0, 1] <arctg(1) ~3 In(2) + 4_1)
1/2 1
Priklad 4.9. / re** dx (—) .
0 4
V2
Priklad 4.10. / dr <ar‘3tg O _ 7 ) .
0o 242 V2 442
e? 3 2
Piiklad 4.11. / (In” +21n z+inztl)de (9 In <§> - ﬁ)
e z(ln"z+4lnz 4 4) 3 1

Priklad 4.12. Spoctéte obsah obrazce ohraniceného funkci (x + 1)In(x + 1) a primkou

2
prochdzejici body [—5, —4], [7, 8] ez) .
o 0 1 =
Piiklad 4.13. / 4z arctg(—2z) dx ——— .

. 2 1
oy 1/3 dz 1 1
Priklad 4.14. /0 912 (garctg (5)) .

26



O _sinzcostzdr 2 11 3
Priklad 4.15. — + 350 —20001In [ — 125In (=) |.
e /_W50+15COSI—|—COSQZL‘ <3+ n(9)+ H(Z))

Priklad 4.16. Spoctéte obsah obrazce ohraniceného funkcemi —In(x + 1) a e **7% na

e?—et
intervalu [0, 1] <2 In2+ —5 1) :
1/4 <1
Priklad 4.17. /0 x arctg(4e) dx (6_4 - @) .
/8 . 3
Piiklad 4.18. / a tgﬁzx)) de h.
0 cos?(2x) 8
In2 « T 2x 3x
e”(20 4 23e” + 9e* 4 €’%) dx 5 5 15
Piiklad 4.19. —+ -1
e /0 15 + 8¢* + ¢2= (2 2 n(14))
Priiklad 4.20. Spoctéte obsah obrazce ohraniceného funkcemi arctgx a —arctgx a primkou
r=1 (5-m2).
1/3 1
Piiklad 4.21. / 9z arccotg(3x) dx (5) .
0
2 2
12z°d
Priklad 4.22. / # (Integrdl neexistuje).
1 23In” 23
0 i 1 4\ 1
Piiklad 4.23. / sin(2z) cos(2e) d “(m(2)-2)).
—r/4 16 + 8sin(2x) + sin”(2z) 2 3 3
2 3
Piiklad 4.24. /0 Bre " dx (—6 —1 668)
12
d 1
Piiklad 4.25. / e <— (1- e-4)) .
0 (eis) 12

Priklad 4.26.

4
“ (In’z+ I’z +1 1)d
/ (In°z 4+ In“z+Inx + 1) de (8+2In3).
o2

z(In”x — 1)

Priklad 4.27.

et 13 12 1
/ (In’z 4+ In’z + Inz + 3) dx (8+4In3 —Inb5).

z(In®z —1)

Priiklad 4.28. Spoctéte obsah obrazce ohraniceného funkciIn (””T“) a primkou prochdzejici

1 27
body [1,—1] a [—1,—3] na intervalu [1, 2] (—5 +1In ( 3 )) .
Piiklad 4.29 /1(2 +2)e *d 50
fiklad 4.29. i x e T 5 5.2 )

27



Priklad 4.30.

Priklad 4.31.

Priklad 4.32.

Priklad 4.33.

Priklad 4.34.

Priklad 4.35.

Priklad 4.36.

Priklad 4.37. /
e w(ln®z+2Inz+1)

Priklad 4.38.

[0, 1]

Priklad 4.39.

Priklad 4.40.

Priklad 4.41.

Priklad 4.42.

Priklad 4.43.

Priklad 4.44.

L arccot g

1—|—a:2

cosz dx

arctg )2 +1

—xj2 12+ Tsinzx +sin’x

/ 6(1 + %) In(4x) dx
1/4

o142 e

He* dx

15 4 8e® + e2®
x arccotg(x) dx

11 — arccosz

1_x2 — dx

(2+Inz)de

1
/ arccotg(z) dz
0

/2
/0 22 cos(x?)(1 — sin(z?)) dx

(2 + arctgz) dx

1+ 22) (arctg®z + 4)

(arctg (g) +

Spoététe obsah obrazce ohraniceného funkcemi x sin(rz) a z%(

/2
/ 4x sin(2x) dx
0

(6+4) -t

/\/“_/4 22(1 — tg(x?)) dx

cos?(z?)

Spoctéte obsah obrazce ohraniceného funkcemi xe® a x(x — 1) na intervalu

(Z)-
)
( )
)
D20,



Priklad 4.45.

Priklad 4.46

Priklad 4.47.

Priklad 4.48.

Priklad 4.49.

Priklad 4.50.

Priklad 4.51

Priklad 4.52

Priklad 4.53.

Priklad 4.54
[_17 1] a [175]

Priklad 4.55.

Priklad 4.56.

Priklad 4.57.

Priklad 4.58

Priklad 4.59

—(2 + arccotgr)? dw

0
/_OO (1 + 22) (arccotg?z + arccotgr — 12)

T 4 m 25 |m 4 5
———=1 (4 —) —1 ‘—— ‘ —1In (4 ——1 — .
<2 sl (445 )+ =g 3+7n( + ) n|mr — 3
vy - v s : T 2 4 4
. Spoctete obsah obrazce ohraniceného funkcemi cos (7) ax —1(—+ 3]
T
! T 1
t d Z_Z2).
/0 x arctg(z) dx <4 2)
12 — 3arcsinx ( 37r2)
——dx m™T——".
o  V1—2x? 8
/62 (2+1Inz)de I 4
e x(n*z+4lnz+4) 3))°

1
./4xe
0

—2x dl’

. /01 2z (ex2)2 dx

2

z(In®z —1)

/64 (1+Inz —In*z)de

3
Spoctéte obsah obrazce ohraniceného funkcemi z sin(zx) a x(x—m) (7? + %) :

. Spoctéte obsah obrazce ohraniceného funkei x* a primkou prochdzejici body

/12(x — 2)In(4x) dz

—4x

2
d
/0 412 ™

/7r sinz(5 — 3cosx + cos® x) dz
0

4 —4cosx + cos?x

1
. / 8z arctg(2x) dz
0

1
1
. dx
/0 V1 — x2¥arccos x

29

(11-%).
<§_3m@0-
(=21n(2)).

(4 — In(3)).

(barctg(2) — 2).

3 5/ m?
2 4 |



In5 3z 2z
e’ + e dw
Priklad 4.60. 2+1In(3)).
Fikla / e (2+1n(3))
Piiklad 4.61. / 4z 1In(27) dz (€ +1+ (26> —2)In2).
1
! 1
Priklad 4.62. d .
ra /0 (14 a?)\/arctg x ’ (v7)
N 1 1
Piiklad 4.63. / nrdr (1n(2) - —) .
1 z(14+2nz+1In"2) 2
Priklad 4.64. / 227 cos(2z) dw (7).
0
V2/2 1
Piiklad 4.65. / dx (In(2)).
0 V1 — z2arccos x
0 e2dx arctg (2)
Priklad 4.66. —_— — .
e /_ o T4 dete < 4 )
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