Cviceni 12 - 14

Priklad 1. Nejjednodussi je separace proménnych, lze-li ji provést! Funkce ze* Y
je spojita a tedy integrovatelna:

1 1 1 1 1 1
/ / re"Vdr dy = / / xeveY dr dy = / e’ dy/ re*dr =e— 1.
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Priklad 2. Na poradi integrace zalezi! Funkce z¥ je pro x > 0 a y > 0 spojitad a tedy
integrovatelna:

1 p2 1.2
/ / Y dydr = / xl Ldr. . jak dal? ... Zkusime radéji zménit poradi integrace.
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Priklad 3. Integrujte funkci z+y? ptes obdélnik s vrcholy [0, 0], [1, 0], [1,2], [0, 2]. (§>

Priklad 4. Urcete integracni meze oblasti urc¢ené
a) trojuhelnikem s vrcholy [0, 0], [2,1], [-2, 1],
b) lichobéznikem s vrcholy [0, 0], [1,0], [1,2], [0, 1].
a) Integracni oblast A je ohranicena pfimkami 2y = z, 2y = —z, y = 1. Tedy
A 0<y<1, =2y<ux<2y,

nebo pomoci dvou oblasti A;, A,

A 0<z<2, ggygl, Ay: —2<2<0, —
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Je-li tedy f spojita funkce dvou proménnych, plati

1 p2y 2 1 0 /1
/ f(z,y)dxdy =/ / f(z,y) dydw+/ f(z,y)dydx.
0 J—2y 0 Jx/2 —2J—x/2

b) Integrac¢ni oblast B je ohrani¢ena pfimkami y =0, x =1,y =2+ 1, x = 0. Tedy
B:0<z<1, 0<y<zx+1,
nebo pomoci dvou oblasti By, Bs
Bi: 0<y<1, 0<Zz<1, By: 1<y<2 y—-1<z<1

Je-li tedy f spojita funkce dvou proménnych, plati

/01 /Ox+1f($,’y) dydx:/ol /Olf(x,y) dxdy+/12 /yllf(x,y) dz dy.



V pripadé, ze mame zadany kiivky ohranicujici integracni oblast, urc¢ime nejprve pri-
seCiky kiivek a poté oblast rozdélime na jednotlivé podoblasti tak, aby v kazdé podoblasti
byla horni (dolni) mez popséna jedinou funkei.

Piiklad 5. Integrujte funkci xy? pies oblast ohrani¢enou nerovnicemi 0 < z < 1 a 22 <

y <.
1 x ) 1
dydr = —

Jesté si ukadzeme, jak v tomto pripadé zménit poradi integrace. Hranice je popséana
rovnicemi y = x a y = 2, nebo téZ rovnicemi * =y a v = VY (nalezli jsme tedy inverzni
funkce ptvodnich hranic). Soufadnice prusecikii jsou [0,0] a [1,1]. Oblast tedy mtzeme
ekvivalentné popsat nerovnicemi 0 <y <1, y <z < ,/y a tedy

1 o 1 vy
/ / xy? dy do = / / zy? dx dy.
0 Jaz2 0 Jy

P¥iklad 6. Urdete obsah obrazce ohrani¢eného obloukem hyperboly zy = a? a pfimkou
2z 4 2y = ba, kde a > 0.

2a pba/2—x 1
(/ / dy dr = a® (—5—21n2>)
a/2 Ja?/x 8

Piiklad 7. Vypoctéte oba dvojnasobné integraly funkce z:2 4 2y? pies oblast ohrani¢enou
nerovinicemi 0 <zx <2a-1<y<1. (8)

Priklad 8. Vypoctéte oba dvojnasobné integraly funkce 5 bres oblast ohra-

(2z4+y+1)

1.9
ni¢enou nerovnicemi 0 <xr <4a0<y < 1. (5 In 5)

Piiklad 9. Vypoctéte oba dvojndsobné integraly funkce f(x,y) = % na c¢tverci
rTy
0<z<1,0<y<LlL

T-y T-y 1
s dydz = s drdy = —=
(// (x+y)3 yer= // (x+y)? v 2>

Vidime, Ze jsme dostali ruzné hodnoty. Integrovana funkce totiZ neni spojita v
bodé [0,0], a neni tedy na zadané oblasti integrovatelna!



Priklad 10. Integrujte funkci f(z,y) = xy pfes parabolickou tise¢ ohrani¢enou kiivkami
y=x—4ay? =21

4 py+4 2 2z 8 prV2z
/ / xydxdy:/ / xydydx—i—/ / xy dy dz = 90
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Priklad 11. Zmérnte poradi integrace v integralu / / f(z,y) dydz, kde (a > 0).

V2azx—ax?
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Priklad 12. Integrujte funkci f(z,y) = x® + y pres oblast ohranifenou kfivkami y = BL
y=2zrazxzy=2proz > 0.

1 2x 2 2/x 17
/ / x2+ydydx+/ / 2?4+ ydydr = —
0 /2 1 z/2 6

Priklad 13. Integrujte funkci f(z,y) = 22% + 2y pies oblast A ohrani¢enou nerovnicemi
1<z?+y*<4dalyl >z

Nejprve transformujeme oblast i funkci f do polarnich soutadnic:
X = 1 Ccosp, Yy = rsinp, J=r, pror >0, 27 > ¢ > 0.
Potom mame

1§x2+y2§4 & 1§r2c052g0+7“2sin2g0§4 &
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Priklad 14. Spocitejte integral / rsin @ dr de. Oblast A je urcena plochou ohranic¢enou

S
e

Tedy

A
kiivkami r = 1 a r = 2 4 cos ¢ (v polarnich soufadnicich).

27 24-cos ¢
(/ / rsingpdrdgsz)
o J1



Priklad 15. Spocitejte obsah oblasti A ohrani¢ené hyperbolami zy = a, xy = b, kde
0 < a < b a parabolami y?> = ma, y?> = nx, kde 0 < m < n.

Provedeme nasledujici transformaci souradnic:

y?
u =y, v=—.

Vyhodou této transformace je, ze ptvodni (slozité popsatelnd) oblast se transformuje na
pravouhelnik. Jesté potfebujeme spocitat Jakobian této transformace. Vzhledem k tomu,
Ze vySe uvedeny predpis popisuje inverzni transformaci soutadnic a ze Jakobian transfor-
mace se rovna prevracené hodnoté Jakobidnu inverzni transformace, je v tomto pfipadé
vyhodnéjsi spocitat Jakobian inverzni transformace. (Pokud bychom chtéli poé¢itat Jako-
bian transformace museli bychom z vyse uvedeného predpisu nejprve vyjadrit x a y jako
funkce proménnych u a v.)
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Priklad 16. Vypoctéte integral / v 22 + y? dy dx. Navod: transformujte do po-
0o Jo

larnich souradnic.
/2 2cos ¢ 16
/ / r?drdp = —
0 0 9

22 2
Priklad 17. Vypoctéte integral / 1—— - ?2_2 dy dz, kde integracni oblast A je ohra-
A a
2
nic¢ena elipsou urcenou rovnici — + z—Q = 1. Navod: pouzijte zobecnéné polarni souradnice
a
T = ar cos p, y = brsin ¢, pror >0, 2m > ¢ > 0.

1 2m 2ab
(J = abr, / / V1—r2abrdpdr = a37T>
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Piiklad 18. Pomoci Eulerovy metody najdéte pfiblizné feseni diferencialni rovnice 3’ =
x

Ty, které odpovida pocateéni podmince y(0) = 1. Toto feSeni najdéte na intervalu [0, 1] a
volte krok h =0, 1.

(1,00000; 1,00500; 1,01505; 1,03028; 1,05088; 1,07715; 1,10947; 1,14830; 1,19423; 1,24797)

Piiklad 19. Opakovani a procvi¢ovani probrané latky (tieba priklady z loniskych
pisemek).



