Matematika 2 - priklady k procviceni
Vaclav Finék (KMD FP TUL)
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2 Limity
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3 Tayloruv rozvoj

Piiklad 3.1. Urcete Tayloruv polynom druhého stupné se stredem v bodé [0, 1] pro funkci

sin(zy) (

f(x,y) = ™ + arccotg(2x) + :
Y

1
1+g+x+§(4x2+2x(y—1))>

Piiklad 3.2. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [1,0] pro funkci
tg(zy)

f(x,y) = 2"7Y + arctg(2y) + - (14 3y +In(2)y(x —1))
Priklad 3.3. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [1,0] pro funkci
f(z,y) = logy(x — zy) + arctg(x — 2y — 1) + y cotg (% — g) )
-1 -1 (x—1)? -1 y?
14+ (In2) " )xz—1)— 24+ (In2)" )y — (In2) 5 + ((In2) —1)?
Piiklad 3.4. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [0, 1] pro funkci
5 —1
fz,y) = 47 4 arctg(2x) + 2£ (1 + ; + (In4)z* — %)
Y

Priklad 3.5. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stiedem v bodé [0, 1] pro funkci

f(z,y) =1n (%) + arcsin(3z) + sin « (6x —3x(y — 1))

Piiklad 3.6. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [0, 1] pro funkci

flz,y) = 25 4y aresin(2z) + 22
)

<1+ <§+ln2) T+ <1n;2) z® + (ngan) z(y — 1)>

Priklad 3.7. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [0, 1] pro funkci

f(z,y) =1In (%) + 2sin(y) y arcsin(2z). (1 +1n(2)2? + 4a(y — 1))
y+x
Priklad 3.8. Urcete Tayloruv polynom prvého stupné se stiedem v bodé [1,1,0] pro funkci
flx,y,2) = (& —y2)™ + T2 + zarcsin(2zy — 2). 243z-1)+2y—1)—=2)
Piiklad 3.9. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [2,0] pro funkci
25 31
flavy) = e + arctg(2y) + - (1+ 2w s+ 3o - 2)

Priklad 3.10. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [1,1] pro funkci
xy—1 2 2 Ccosy
flag) = e Fn(a? 4y — 1)+ L

(x — 1)
2

(y —1)?
Ty (=1 — cos 1))

(1—1—(:081—1—(3—(:081)(:5—1)+(3—sin1)(y—1)+ (=14 2cos1)

+(=3+sinl)(y—1)(z—1)+



Piiklad 3.11. Urcete Tayloriv polynom tretiho stupné se stredem v bodé [0,0] pro funkci
f(z,y) = 2® + 327y + 3ay® + 1> (x3 + 32%y + 3ay® + y?’)

Priklad 3.12. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [1,—1] pro
funkci f(x,y) = 2 + 2%y — ¥ —Inx.
—1)2
<—el ') (@@-1)+(1-e")(y+1)+ (= 5 ) (1—e)
Ly +1)?
2

+2(y+1)(x—1)—e

Priklad 3.13. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [—1,1] pro
funkci f(x,y) = 2+ 2y* — e ¥ — Iny.
(r+1)?

(—e+(e—1)(3c+1)+(—3—e)(y—1)+ (2—e)

+2+2e)(y—D(@+1)+ (-1 _@@)

Piiklad 3.14. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [0, 2] pro funkci

2 3
f(z,y) = ™ + arctg(—2z) + Q_x
Y

11 3
(1 + 77 + 82% + <20 — g) (y — Q)x)

Piiklad 3.15. Urcete Tayloriv polynom tretiho stupné se stiedem v bodé [1,0] pro funkci
f(z,y) = 2 + 327y + 3ay® +5°.

(143(x—1)+3y+3(x— 1)+ 3y> + 6(z — V)y+

(=12 + > +3(x - 1)y* +3(z — 1)2y)

Piiklad 3.16. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [0, 1] pro funkci
f(z,y) = @ 4 arctg(2z) + <
Y
22
1+4 —
( . )

Piiklad 3.17. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [1,1] pro funkci

fla,y) = e@=D=1 4 (3 — 1)%arccotg(2x) + g
x

(2—(x—1)+(y—1)+<x_21> —(y;” —2(:17—1)(@/—1))

Priklad 3.18. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [—1,0] pro

. 2
funkei f(z,y) = eEVFTH L (0 4 1)%arctg(2y) + =4
x

(xJ;DQ + y; ~oy(x + 1)>

<1—|—(x+1)—3y—|—



Priklad 3.19. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [0,—1] pro

funkei f(z,y) = 2@ 4 22arcsin(2y + 2) + %

(1+ <—ln2— %) x+(1n2)2%2 + (1n2— %) :c(y+1)>

Piiklad 3.20. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [1,0] pro funkci
flx,y) = 4@ 4y aresin(2y) + 5&
x

(1 + (ln4+ %) y+ ((In4)®+4) y; + (1114 - é) y(x — 1))

Piiklad 3.21. Urcete Tayloriv polynom druhého stupné se stredem v bodé [0, 1] pro funkci

f(z,y) = 8" 4y arcsin(4z) + 41
Y

(1+ (ln8—|— 117) T+ (1n8)2°%2+ <ln8+14—5) x(y — 1))



4 Implicitni funkce

Priklad 4.1. Vysetrete lokalni extrémy funkce y(x) pro krivku uréenou implicitné rovnici
F(z,y)=a*+y*— a2 —y* = 0.
Vysledek:

Minimum:

V2 1+ V2 142
PR e

V2 1442
’ 2 2

Piiklad 4.2. Vysetrete lokdlni extrémy funkce y(x) pro krivku uréenou implicitné rovnict
F(x,y) =2 +y* — 222 — 2% = 0.

Vysledek:
Minimum;: [0,\/5],{ 1+\/'} { 1,—\/14+V2|.

Mazimum: [0, —v/2), {1,\/1+\/§ ,{—1, 1+V2].

Piiklad 4.3. Vysetrete lokdlni extrémy funkce y(x) pro krivku uréenou implicitné rovnici
F(z,y) = (y* +2%)* + 2y — 222 = 0.

Vysledek:

o [ )
e

Priklad 4.4. Ke krivce implicitné uréené rovnici F(x,y) = 2? +2xy +y* —e?* % -3 =0
napiste rovnici tecny v bodé [1,1] a ddle urcete, zda-li tato krivka lezi v okoli bodu [1,1]
nad tecnou nebo pod tecnou.

Mazimum: [0, —1],

MIE

—1
Vysledek: y = ?(as — 1) + 1. Krivka lezi v okoli bodu [1,1] nad tecnou.
Piiklad 4.5. Vysetrete lokdlni extrémy funkce y(x) pro krivku uréenou implicitné rovnict

F(x,y) =y*+ 2% — 2yz — 22 — 4y = 0.

1
Vysledek: Minimum: {g, _6] .

Piiklad 4.6. Vysetrete lokdlni extrémy funkce y(x) pro krivku uréenou implicitné rovnici
F(x,y) =2y + 22 —2yxr — 5 — 4y = 0.

Vysledek: Minimum: [—1,—1] a mazimum: [5,5].



Priklad 4.7. Vysetrete lokdlni extrémy funkce y(x) pro krivku uréenou implicitné rovnict
F(z,y)=z*—222+y*—1=0.
Vysledek:

Mingmum: [0, 1], [1, —\/5] , [—1, —\/5} .

Mazimum: [0, —1], [1, \/5] , [—1, \/5] :

Priklad 4.8. Ke krivce implicitné uréené rovnici F(x,y) = 2%+ 2zy +y? —e** ™ +1 =0
napiste rovnici tecny v bodé [—1,1] a ddle urcete, zda-li tato kiivka lezi v okoli bodu [—1,1]
nad tecnou nebo pod tecnou.

Vysledek: y = —z. Krivka leZi v okoli bodu [—1, 1] na tecné.

Priklad 4.9. Ke krivce implicitné uréené rovnici F(z,y) = x* + 2zy + y* — 4 = 0 napiste
rovnici teény v bodé [1,1] a ddle urcete, zda-li tato krivka lezi v okoli bodu [1,1] nad tecnou
nebo pod tecnou.

Vysledek: y = —x + 2. Krivka lezi v okoli bodu [1,1] pod tecnou.

Piiklad 4.10. Najdéte lokdlni extrémy implicitné zadané funkce y(x), kterd je reSenim
rovnice F(z,y) = 22 + y* + 22y + 2y — 6 = 0.

Vysledek: Minimum: [3, —6] a mazimum: [—1,2].

Piiklad 4.11. Najdéte lokdlni extrémy implicitné zadané funkce y(x), kterd je reSenim
rovnice F(z,y) = 22 + y* + 6z + 2y = 0.

Vysledek: Minimum: [—3, 11— 10] a maximum.: [—37 —1++v10].

Priklad 4.12. Najdéte lokdlni extrémy implicitné zadané funkce x(y), kterd je reSenim
rovnice F(x,y) = 2? + y* — 4z + 2y = 0.

Vysledek: Minimum: [2 — \/5, —1} a maximums: [2 + /5, —1} .

Priklad 4.13. Ke krfivce implicitné urcéené rovnici F(z,y) = 2*> —2zy+y* —e* 2 +1 =0
napiste rovnici tecny v bodé [1,1] a ddle urcete, zda-li tato krivka lezi v okoli bodu [1,1]
nad tecnou nebo pod tecnou.

Vysledek: y = z. Krivka lezi v okoli bodu [1, 1] na teéné.

Piiklad 4.14. Ke krivce implicitné uréené rovnici F(z,y) = x4+ 2xy+y* — et +1 =0
napiste rovnici tecny v bodé [1, —1] a ddle urcete, zda-li tato kiivka lezi v okoli bodu [1, —1]
nad tecnou nebo pod tecnou.

Vysledek: y = —1. Krivka lezi v okoli bodu [1, —1] nad tecnou.

Priklad 4.15. Ke krfivce implicitné urcené rovnici F(x,y) = 2z* + 4y + y* + 33 =0
napiste rovnici tecny v bodé [—1,1] a ddle urcete, zda-li tato kiivka lezi v okoli bodu [—1,1]
nad tecnou nebo pod tecnou.

(x+1)

Vysledek: y = 3

44
+1,9'(-1) = 3 krivka tedy leZi pod tecnou.



Priklad 4.16. Ke krivce implicitné uréené rovnici F(z,y) = x* — 3zy +y* + 3271 =0
napiste rovnici tecny v bodé [1,1] a ddle urcete, zda-li tato kiivka lezi v okoli bodu [1,1]
nad tecnou nebo pod tecnou.

Vysledek: y =4z — 3, 3y"(1) = 205, krivka tedy lezi nad tecnou.

Piiklad 4.17. Ke krivce implicitné uréené rovnici F(z,y) = 22 —bxy+2y* +e3 21 = 0
napiste rovnici tecny v bodé [1,1] a ddle urcete, zda-li tato krivka lezi v okoli bodu [1,1]
nad tec¢nou nebo pod tecnou.

Vysledek: y = —6x + 7, y'(1) = —1173, krivka tedy leZi pod teénou.

Priklad 4.18. Ke krivce implicitné uréené rovnici F(x,y) = 22* —bzy+2y*+e* ¥ 2 = 10
napiste rovnici tecny v bodé [1,—1] a dale urcete, zda-li tato krivka lezi v okoli bodu |1, —1]
nad tecnou nebo pod tecnou.

1
Vysledek: y =z — 2, ¢/'(1) = ~5 krivka tedy lezi pod tecnou.

10



5 Aplikace parcialnich derivaci

Piiklad 5.1. Napiste rovnici teéné roviny v bodé [—1,—1,0] k plose uréené rovnici F(x,y, z) =
8

arcsin(z? — y* — 2%) + 2?2 + ¥ + V22 + 1+ ayz — 2 = 0. (—2(37 +1)+ 3¢ = O)

Priklad 5.2. Necht f(z,y) = (22 — 6y)* + In(—zy) a u = (—1,2). Vypocitejte smérovou

841 +4In8)+1 _—24(8%)—1
(‘ 5 T 5 )

Priklad 5.3. Necht f(z,y) = (y —3z)***! +arcsin(zy) au = (1,1). Vypoéitejte smérovou

derivaci gf(() 1). (—%)

Priklad 5.4. Pomoci transformace do novijch nezavisle proménnijch v = 2x 4+ 3y a v =

derivaci g(l, —1).

ou

o*f 10°f . o
2x — 3y zjednoduste vinovou rovnici — 522 —(z,y) + §W(x,y) = 0. Predpoklddejte, Ze funkce
92 92
f ma vsechny deriwace druhého radu spojité. < T ];( ,0) + 8 5 ]20( v) = ())

Piiklad 5.5. Do vyrazu (1+2°)%y" (z)+2x(1+2%)y (z)+y(z) = 0 zaved'te novou nezdvislou

promeéennou t vztahem x = tgt, t € . Predpokladejte, Ze funkce y md spojitou

22
druhou derivaci. (y"(t) +y(t) = 0)
af  of x
Priklad 5.6. Vyraz ma— +y8 = 0 transformujte do novych nezdvisle proménnych u = —
y’
v =vy. Predpoklddejte, Ze funkce f md spojité parcidlni derivace. ( )
Priklad 5.7. Pomoci transformace do novych nezdvisle proménnyjch u = 2z+y av = 2x—y
82 2
zjednoduste vinovou rovnici 8—];(x,y) -+ 4a—£(x,y) = 0. Predpoklddejte, zZe funkce f md
x
; . R iy >’f *f
vSechny derivace druhého Tddu spojité. 8W( v) + SW( v) =0
Priklad 5.8. Napzste rovnici tecné romny v bodé [1,1,0] k plose uréené rovnici F(x,y, z) =
arcsin(z* — y? + 21) + /(2292 — 1)6 + 2yz = 0. (4(x—1) —2(y — 1)+ =0)
o o 1 , . 0%f
Piiklad 5.9. Dokazte, Ze funkce f(x,y,z) = vyhovuje rovnici +
Va2 4y + 22 Ox0x
82 2
;P
Oydy 020z
~ » - “ . .o an 2 azf
Piiklad 5.10. Dokazte, zZe funkce f(x,y) = vyhovuje rovnici —c =
Ox0x 0ydy
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Piiklad 5.11. Napiste rovnici tecné roviny v bodé [—1,0, 1] k plose uréené rovnici F(x,y, z) =

arctg(—z? + y* + 22) + Vazdy = 0. 2@+1)—y+2x—-1)=0)

Priklad 5.12. Pomoci transformace do novijch nezdvisle promennijch v = v + 2y a v =
0? 102

x — 2y zjednoduste vinovou rovnici —=(x,y) + ——f(x,y) = 0. Predpokladejte, Ze funkce
Ox? 4 Oy?

f md vsechny derivace druhého Tddu spojité. (2%(% v) + 2%(% v) = O)

Piiklad 5.13. Napiste rovnici tecéné roviny v bodé [—1,—1,0] k plose uréené rovnici
F(z,y,2) = arccos(—a2* +y* — 22) + 2%y — oy + Ve + 1+ oyz — 1 — g =0.
3

(—(x+1)+y—|—1+§z—0>
Piiklad 5.14. Napiste rovnici tecné roviny v bodé [1, —1, 0] k plose uréené rovnici F(x,y, z) =
arccos(—z% + y* — 2%) + a2yt20 + 2 — 5 =0.

2@ —-1)+2y+1)+2=0)
Piiklad 5.15. Napiste rovnici tecné roviny v bodé [1,1, 0] k plose uréené rovnici F(x,y, z) =
arctg(z? — y? — 22) + /x2ytz = 0.

2x—-1)—2(y—1)+2=0)

Piiklad 5.16. Napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1,0, —1] k plose uréené rovnici F(z,y, z) =
arctg(a? — y? — 22) + Vadz2y = 0.
2@-1)+y+2z+1)=0)

Piiklad 5.17. Napiste rovnici teéné roviny v bodé [1,1, 0] k plose uréené rovnici F(z,y, z) =
arctg(z® — y? — 2*) + Y/zy?z = 0.
Bx—1)=2(y—1)+2=0)

12



6 Extrémy funkci vice proménnych

Priklad 6.1. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(x,y) = % —xy+y* na mnoziné

M wuréené podminkou |x| + |y| < 1. Ddle ovérte, zda-li md funkce f lokdlni extrémy.
Vysledek:

Absolutn? minimum (i lokdlni): [0, 0].
Absolutni mazimum: [0, —1], [0, 1], [—1,0], [1, 0].

Priklad 6.2. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(x,y) = > —4xy+y* na mnoziné
M wréené podminkou |x — 1|+ |y — 1| < 1. Ddle ovérte, zda-li md funkce f lokdlni extrémy.

Vysledek:

Absolutni minimum: 33
272
0,1],1,0].

Priklad 6.3. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(x,y) = x*—3xy+y> na mnoziné
M tvorené trojihelnikem s vrcholy [1,1], [0, —1] a [—1,0]. Ddle ovérte, zda-li ma funkce f
lokdlni extrémy.

Vysledek:
Absolutn? minimum: [1,1],y
Absolutni ' L] L1
solutn? mazimum: |-, —=1|, |—=,=|.
37 3 3’3
Lokdlni minimum: [1,1].

Absolutni maximum: |0,

=—1—zproxe[-1,0].

Priklad 6.4. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(x,y) = 2> +3xy+y> na mnoziné
M tvorené trojihelnikem s vrcholy [—1,—1], [0,1] a [1,0]. Ddle ovérte, zda-li ma funkce f
lokdlni extrémy.

Vysledek:
Absolutn? minimum: F _1} [

Absolutni mazimum: [—1, 1], x pro x € [0,1].

Lokdlni mazimum: [— 1, —1].
Priklad 6.5. Najdéte lokdlni extrémy funkce F(x,y,z) = 2 + 2y* + 32% — 22y + 2yz +
2z — 6x + 35.
Vysledek: Lokdlni minimum: (8,5, —2].
Priklad 6.6. Najdéte absolutni extrémy funkce f(x,y,z) = 1+ 2z + x + y* na mnoZiné
2?2 <4
Vysledek:

Absolutni minimum: [—\/5, 0, —\/5} .

1 71 1 71
Absolutni maximum: [5, — —] , [— —1/ = —] .



Priklad 6.7. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 22? — 8xy + 4y* — 62 + 2y + 9.

Vysledek: Funkce nemd lokdlni extrémy.

Priklad 6.8. Najdéte absolutni extrémy funkce f(x,y) = 14+x+y? na mnoZiné x*+2y* < 4.

Vysledek:

Absolutni minimum: [—2,0].

Absolutni mazimum: [1, ;] , [1, —\/gl )

Priklad 6.9. Najdéte lokdlni extrémy funkce F(x,y,z) = —x? — 2y* — 32% + 22y — 2yz —
2z + 6z + 35.
Vysledek: Lokdlni mazimum: [8,5, —2].

2
Pi#iklad 6.10. Najdéte lokdlni extrémy: F(x,y,2) = 2y — 2z — y* — % + 3wz — 2.
Vysledek: Lokdlni mazimum: [2,1,4].

Priklad 6.11. Najdéte absolutni extrémy: f(x,y) = 1+x+vy na mnoZiné x*+2x+y* < 0.

Vysledek:
L 1 1 . ‘ 1 /1
Absolutni minimum: [—1 — \/;, —\/;] a absolutni mazimum: | —1 + \/;, \/;] .

Priklad 6.12. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(x,y) = x* + y* na mnoziné
M dané podminkami x > —1 —y? -2 < y < 2,2 < 1. Ddle ovérte, zda-li md funkce
f(x,y) = 2% +y* lokdlni extrémy.

Vysledek:
Absolutni (i lokdlnt) minimum: [0, 0].
Absolutn? mazimum: [—5,2], [-5, —2].

Piiklad 6.13. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = x° + 3xy + 3>
Vysledek: Lokdlni mazimum: [—1,—1].

Priklad 6.14. Najdéte absolutni extrémy funkce f(x,y) = 2% — 2x + y* — 2 na mnoziné
x? +y* < 5. Ddle ovérte, zda-li md tato funkce lokdlni extrémy.

Vysledek: Absolutni (i lokdlni) minimum: [1,0]. a absolutni mazimum.: [—\/5, 0} .

Priklad 6.15. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = * — 2xy — y* — 4o + 9.
Vysledek: Nemd lokdlni extrémy.
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Priklad 6.16. Najdéte absolutni extrémy funkce f(z,y) = x? — 2xy —y* — 4w +9 na isecce
prochdzejici body [0, —5], [2,3].

Vysledek:
Absolutn? minimum: [0, —5], [2,3].
Absolutni mazimum: [1,—1].

Priklad 6.17. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = 2* — 2y — y? — 62 + 2y + 9.
Vysledek: Nemd lokdlni extrémy.

Priklad 6.18. Najdéte extrémy funkce f(x,y) = 2% + 2xy + y* — 22 + 2y na kruznici
Py =2

—1-vV3 1-V3
2 72 '

Vysledek: Absolutni minimum: [1,—1] a absolutni maximum: [

Priklad 6.19. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y) = x* — 10xy + 4y* — 62 + 2y + 9.

Vysledek: Nema lokalni extrémy.

Priklad 6.20. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(z,y) = 2% — y* na mnoziné

M dané podminkami v > —1 —y* -1 <y <1l,2 <1.

Vysledek:
Absolutn? minimum: [0, 1], [0, —1].
Absolutni maximum: [—2,1], [-2, —1].

Priklad 6.21. Najdéte extrémy funkce f(x,y) = x* + 22y + y? — 22 + 2y na kruznici
4+ y? =4
Vysledek:

Absolutni minimum: [V/2, —v/2].

—1-V7 1-V7

Absolutni mazimum: ,
2 2

—14+V7 14+V7
R

Priklad 6.22. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(x,y) = x* + y? na mnoziné
M dané podminkami x > —y* —1 <y < 1,2 < 1. Ddle ovérte, zda-li md funkce f(x,y) =
't + y* v bodé [0,0] lokdini extrém.
Vysledek:

Absolutn? minimum (i lokdlni): [0, 0].

Absolutni maximum: [—1,—1],[-1,1], [1, —1], [1, 1].
Piiklad 6.23. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(x,y) = x*+y* na mnoZine M
dané podminkami 2*> < 4 —y* —1 < z < 1. Ddle ovérte, zda-li md funkce f(z,y) = x*+ y*
v bodé [0,0] lokdlni extrém.
Vysledek:

Absolutn? minimum (i lokdlni): [0, 0].

Absolutn? mazimum: [0, —2], [0, 2].
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Priklad 6.24. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(z,y) = 2% — y? na mnoziné
M dané podminkami x > —1 —y*, 2 < 1+ 9y% —1 <y < 1. Ddle ovérte, zda-li md funkce
f(x,y) = 2% — y* v bodé [0,0] lokdIni extrém.

Vysledek:

Absolutn? minimum: [0, 1], [0, —1].
Absolutn? mazimum: [2,1], [2, —1], [-2,1], [-2, —1].

Priklad 6.25. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(x,y) = 2y*+x%—3 na mnoziné
M dané podminkami x > —1 —y?,x < 1 —y?, =2 < y < 2. Ddle ovérte, zda-li md funkce
f(z,y) =2y* + 22 — 3 v bodé [0,0] lokdIni extrém.

Vysledek:
Absolutn? minimum (i lokdlni): [0, 0].
Absolutn? mazimum: [—5,2], [-5, —2].

Priklad 6.26. Urcete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkce f(z,y) = y* — 2zy + 2° — 3 na
mnoziné M dané podminkami y > —2% y < 22, —1 < x < 1. Ddle ovérte, zda-li md funkce
f(z,y) = y* — 2zy + 2> — 3 v podezrelyjch bodech lokdlni extrémy.

Vysledek:

2 2
Absolutni? minimum: [—1, —1]. Absolutn? mazimum: [1, —1]. Lokdlni minimum: {5’ 5] :
Priklad 6.27. Uréete nejmensi a nejuétsi hodnotu funkee f(x,y) = y*—z%y-+3 na mnoziné
M dané podminkamiy > —1 — 2%,y < 1+ 2% —1 < x < 1. Ddle ovérte, zda-li md funkce
f(z,y) = y* — 2%y + 3 v podezreljch bodech lokdini extrémy.

Vysledek:
1 1
Absolutni minimum: [1, 5] , {—1, 5} .
Absolutni mazimum: [1,-2], [-1, —2].
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7 Diferencialni rovnice

Piiklad 7.1. Reste diferencidlni rovnici y" — 2y + 5y = cos(z).

1 1
Vysledek: y = e (Asin(2z) + B cos(2z)) + 5 COST — o5 sin .

Piiklad 7.2. Reste diferencidlni rovnici xy' +y =14 Inz, y(1) = 1.
1

Vysledek: y = In(z) + —, z > 0.
x

Piiklad 7.3. Reste diferencidlni rovnici y” — 2y’ + 5y = e® sin(2x).

Vysledek: y = ¢° (A sin(2z) + B cos(2z) — Zcos 2:1:) .

Piiklad 7.4. Reste diferencidlni rovnici y' — 2xy = x, y(0) = 2.

5e7° — 1

5
Piiklad 7.5. Reste diferencidlni rovnici y” + 2y’ + 10y = e “sin(3z).

Vysledek: y =

Vysledek: y = e “(Asin(3x) + B cos(3z)) — %e’m cos(3x).

. 2
Piiklad 7.6. Reste diferencidlni rovnici iy’ — Y —z%y?, y(1) = 1.
x
5
Vysledek: y = .
ysledek: y = — i

Piiklad 7.7. Reste diferencidlni rovnici y" — 2y + 10y = e*sin(3z).
Vysledek: y = e” (A sin(3z) + B cos(3z) — %cos(&?c)) :

Piiklad 7.8. Reste diferencidlni rovnici y cosz + ysina = z cos® z, y(0) = 1.

{L‘2 COS T

Vysledek: y = + coszx.

Piiklad 7.9. Reste diferencidlni rovnici i — 2y’ + 2y = e” cos(z).
Vysledek: y = e” (A sin(z) + B cos(z) + gsin :13) :

Piiklad 7.10. Reste diferencidlni rovnici (2z —ye™ —y*xe™)dx + (2y — xe™ — xye™)dy =
0, y(0) = 1.
Vysledek: 2? — zye™ + ¢ = 1.

Piiklad 7.11. Reste diferencidlni rovnici y" — 6y’ + 10y = sin(2x)e*".

1 1
Vysledek: y = ¢** (Asin(z) + Bcos(z)) + e** (E cos 2x — 1 sin 2:70) .
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Piiklad 7.12. Reste diferencidlni rovnici y' +vy = e “xy, y(0) = e.
Vysledek: y = ¢¢ (72717242,

Piiklad 7.13. Reste diferencidlni rovnici i + 2y + 10y = e~* cos(3x).
Vysledek: y = e~ (A sin(3z) + B cos(3z) + %sin 3x) .

Piiklad 7.14. Reste diferencidlnd rovnici y” — 4y’ + 5y = €** cos(x).

Vysledek: y = ¢** <A sin(x) + B cos(z) + gsin a:) :

y? — xy + 22

Piiklad 7.15. Reste diferencidlni rovnici y' = 5 ,y(l) = 2.
x
T
Vysledek: y =z — .
ysledek: y =z — ——0, z € (0,e)

Piiklad 7.16. Reste diferencidlnd rovnici y" — 4y’ + 8y = cos(2x)e ™™,

Vysledek: y = ¢** (Asin(2x) + B cos(2x)) + ;25

(—12sin(2z) 4+ 9 cos(2z)) .

Piiklad 7.17. Reste diferencidlni rovnici y' +vy = e "xy, y(0) = 1.
Vysledek: y = ¢¢ “(@+D)—2+1,

Piiklad 7.18. Reste diferencidlnd rovnici y" + 4y’ + 4y = sin(z)e™>".
Vysledek: y = ¢ % (A+ Bx —sinz) .

Piiklad 7.19. Reste diferencidlnd rovnici i’ 4+ by = 4e "z, y(0) = 1.

1 5
Vysledek: y =e™* (x — é_l) + Ze_‘%.

Piiklad 7.20. Reste diferencidlni rovnici y" + 2y’ +y = 2e " cos x.
Vysledek: y = e * (A+ Bx —2cos ).

< 2 1
Priklad 7.21. Reste diferencidlni rovnici y' + 2 — na intervalu (0, 00).
r ox
C
Vysledek: y = ’ +2 .
x

Piiklad 7.22. Reste diferencidlng rovnici y" + vy — 2y = 2e “sinz.

Vysledek: y = Ae® + Be 2% + % (cosz — 3sinz).

Piiklad 7.23. Reste diferencidlni rovnici (x> — y*)dx + (y* — 2zy)dy = 0.

23 y
Vysledek: 3 ry? + 1 +C=0.

18



Piiklad 7.24. Reste diferencidlni rovnici y" — 2y’ 4+ y = 6e” cos 2.

3
Vysledek: y = Ae® + Bre® — % cos 2.

Piiklad 7.25. Reste diferencidlnd rovnici y' — 2y = y* + 1, y(2) = 0.

Vysledek: y = -1

3—=x ’

z € (—o00,3).

Piiklad 7.26. Reste diferencidlnd rovnici iy’ — 4y’ + 5y = 2sin(—x)e?*.

Vysledek: y = ¢* (Asinz + (B — x) cosz) .
Piiklad 7.27. Reste diferencidlni rovnici y' —y = e “ay, y(0) = 1.
Vysledek: y = e®%¢ "¢ "2,

Piiklad 7.28. Reste diferencidlnd rovnici y' + 2y = y* + 1, y(2) = 0.

1
Vysledek: y =1 — — € (1, 00).
x_

Piiklad 7.29. Reste diferencidlnd rovnici y" + 4y’ + 4y = sin(2z)e 2",

in 2
Vysledek: y = e ** (A + Bx — sm4 x) :

Piiklad 7.30. Reste diferencidlnd rovnici iy’ — 2y = e %xy, y(0) = 1.

T

V}"Sledekz Yy = 62$—me* —87954_1.
Priklad 7.31. Reste diferencidlnid rovnici " — 4y’ + 4y = cos(x)e—zzc.
—2x

(&
Vysledek: y = ¢* (A + B
ysledek: y = e (A + :L‘)+289

Piiklad 7.32. Reste diferencidlnd rovnici y' 4+ 3y = 4e "z, y(0) = 1.
Vysledek: y = (20 — 1)e " + 2757,

(15cosx — 8sinx) .

Piiklad 7.33. Reste diferencidlnd rovnici y” — 4y’ + 8y = sin(2z)e .
—2z

32
Piiklad 7.34. Reste diferencidlni rovnici y' + 2xy = —2x, y(0) = 1.
Vysledek: y = 2% — 1.

Vysledek: y = (Asin(2z) + B cos(2x))e*” + (sin(2z) + Cos(2:c))e

Piiklad 7.35. Reste diferencidlnd rovnici y" — 4y’ + 5y = cos(x)e ™.

672:1:

40

Vysledek: y = (Asin(x) + B cos(z))e** + (2cos(x) — sin(z))
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Piiklad 7.36. Reste diferencidlnd rovnici % + 22y = —2xy*, y(0) = 1.

1

Vysledek: Y = W
e>r” —

Piiklad 7.37. Reste diferencidlni rovnici i — 6y’ + 8y = sin(x)e*.

2x
Vysledek: y = Ae* + Be' + (2cos(x) — sin(x)) %.
Piiklad 7.38. Reste diferencidlni rovnici y' + vy = y*, y(2) = 1.
Vysledek: y = 1.

Piiklad 7.39. Reste diferencidlni rovnici i — 6y’ + 10y = cos(2x)e*”.
2x

Vysledek: y = ¢* (Asin(z) + B cos(z)) — (cos(2x) + QSin(Zx))el—O.

Piiklad 7.40. Reste diferencidlni rovnici y' — 3%y = ze®, y(0) = 5.

2
Vysledek: y — ¢*’ (% + 5) .
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8 Integraly

1
Piiklad 8.1. Integrujte funkci f(x,y) = 5+ 2x + 2y + 8xy + B2y a7 pres oblast
2 8
urcenou podminkou |z| + |y| < 1. (10 + 3 In (?)>
Piiklad 8.2. Integrujte funkci f(x,y) = 5+ 2z + 12zy + (10— 2y — 207 pres oblast
1
uréenou podminkou |x — 1| + |y — 1| < 1. <38 + 1_6)
Pi#iklad 8.3. Int te funkci f(z,y) =sin(2z+1) + 18 res oblast tvor
fiklad 8.3. Integrujte funkci f(x,y) = sin(2x res oblast tvorenou
gruj Y G 3y 2 !
9 3 9
trojuhelnikem s vrcholy [1,1], [0, —1] a [-1,0]. <§ sinl — 3 sin 3 + 1—10)
Piiklad 8.4. Integrujte funkci f(x,y) = cos(2z) + 50 res oblast tvorenou
S AT W)= (10 — 2y — 32)3 7
57 3
trojuhelnikem s vrcholy [—1, —1], [0,1] a [1,0]. (% = 4 C08 2>
iy . o 15
Piiklad 8.5. Spoctete [, 4wy dudy, kde I = {[x,y]; 1 < 2 +y* < 4;y > 0; x > 0}. 5
1
Piiklad 8.6. Integrujte funkci f(x,y) =y + 5201 2y) pres oblast tvotenou trojuhel-
nikem s vrcholy [0,0], [—1,—1], [2,0] _ 159
y ) Y Y 7 7 * 500
1 2 2
Piiklad 8.7. Integrujte funkci f(z,y) = % pres oblast urcenou vztahem 1 <
T Y
22 <, (f)
rr+y - <e 5
1
Piiklad 8.8. Integrujte funkci f(x,y) = /y+2 + (2r — 2y + 1) pres oblast tvorenou
In5 9
trojuhelnikem s vrcholy [0,0], [—1,—1], [1, —1]. (—1 - % + 1 (273 — 1))
Priklad 8.9. Integrujte funkci f(x,y) = (x2 4+ y*)e* " na mnoziné 2® +y? < 1. (m)

Priklad 8.10. Integrujte funkci xy pres oblast ohranicenou nerovnici 4z +y* < 4.  (0)

Priklad 8.11. Integrujte funkci f(x,y) =z +y + 5 pres oblast tvorenou troj-

(14+2z+y)
thelnikem s vrcholy [0,0], [1,—1], [2,0]. (1)
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Priklad 8.12. Integrujte funkci f(z,y) = xy — y + sin(2y) pres oblast tvorenou funkcemi
r=y*ax=-3y—2. (—3 4 2sin(4) + 2 cos(4) + 2sin(2) — 2 cos(2))

Piiklad 8.13. Integrujte funkci f(x,y) = (22 +4y2)e”” %" na mnozine x>+ 4y? < 1. (g)

Piiklad 8.14. Integrujte funkci f(z,y) = x*\/1 +y + cos(y) pres oblast tvorenou troj-

thelnikem s vrcholy [0,0], [1,2], [2,1]. (g)
1
Priklad 8.15. Integrujte funkci f(z,y) = x + (10— 37 1 29)° pres oblast tvorenou troj-
3
ihelnik hol -1 —4,0]. —10+ —
thelnikem s vrcholy [0, 0], [—1, 3], [—4, 0] ( 0+2090>
1
Piiklad 8.16. Integrujte funkci f(x,y) = y + (1= 6z 1 2)° pres oblast tvorenou troj-
144
thelnikem s vrcholy [0, 0], [—1, —3], [—4,0]. (—2—5>

Piiklad 8.17. Integrujte funkci f(x,y) = x +

nikem s vrcholy [0,0], [—-1, —1], [—2,0].
Vysledek: Funkce neni na zadané oblasti spojita, takzZe vysledek zdvisi na potadi integrace.

10
Pokud integrujeme nejprve podle promenné x dostaneme -3

m pres oblast tvorenou trojihel-
Ty

1
(34 2z + 2y)

Piiklad 8.18. Integrujte funkci f(z,y) = y+
s vrcholy [0, 0], [1,1], [2,0].

1 pres oblast tvorenou trojuhelnikem

2ot
3 7.6 2t.72.3 24.3%
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