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Literatura:

e Vicher , M.: Numerika (http://mbox.troja.mff.cuni.cz/ vicher),

e Mo3ovd, V.: Numerické metody,

e Cernd, D.: studijni materialy KMD/MA3-P pro denni studium
Konzultace:

e P3 9:30 - 10:30, budova G, 4.patro, mistnost & 04070/454

e Ut, St 10:00 - 14:00 (pouze po predchozi domluv&), budova G, 4.patro
Elektronické texty:

e http://kmd.fp.tul.cz/ (Hozman — Vyuka — MA3-K)
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Matematicky model je umé&ly objekt, ktery reflektuje a reprodukuje zakladni

J. Hozman | L, ) 4 )
FP TUL vlastnosti, vztahy (strukturu) a funkce konkrétniho objektu nebo jevu (skute&nosti)
ol 1 jednodus$im zpisobem a miZe tedy byt vyuZit pro vySetfovani a analyzu skuteénosti.
onzu

""“';;'(')jykké o redukuje realitu,

M e zjednoduZuje prici s objektem nebo jevem,

Igeb Ly - P . . . .

i o (ilel modelu je tfeba vzit v tvahu pFi vybéru vlastnosti modelovaného objektu
meely nebo jevu,
Gaussova
i‘b’t“”“e e lasto ma vlastnosti, které neodpovidaji nicemu v pivodnim objektu nebo jevu,
'Cohz:“::kého o lasto mame velké mnoZstvi modeli, které jsou vice & mén& vhodné k analyze a
rozklad popisu konkrétnich vlastnosti.
S\ch'\tyost ,
2 Uc&el modelu:

e ziskdvani informaci, nap¥. optimalizace tvaru k¥idla letadla,
e Iifeni informaci, nap¥. letecky simuldtor,
e technické aplikace, nap¥. autopilot.
Z4dna analyza modelu nebo simulace nemiize nahradit empirické experimenty.

Matematické modely se v8ak &asto formuluji jako tlohy spojité, u nichZ se mezi
vstupnimi nebo vystupnimi daty vyskytuji spojité funkce.

Diskretizace je proces pfi némz spojity problém nahradime vhodnym diskrétnim
problémem, ktery pracuje s kone€nym po&tem vyhodnoceni aritmetickych operaci.

Numerické dlohy pat¥i do skupiny tzv. diskrétnich dloh.
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Numerické metody (2)

Numerickou dlohou rozumime jasny a jednozna&ny popis vztahu mezi kone&nym
pottem vstupnich a vystupnich dat (redlnych &isel). Kone&nost vstupniho a
vystupniho souboru ndm umoZiiuje p¥i FeSeni pouzit po&ital. Postupy FeSeni
numerickych dloh se nazyvaji numerické nebo pocitatové metody.

Omezeni numerickych vypocta:

e poditate pouZivaji kone€nou mnoZzinu raciondlnich &isel (floating point numbers)

a ostatni &isla musi byt aproximovéana témito &isly,

vysledky aritmetickych operaci musi byt aproximovany, protoZe aritmetické
operace nejsou uzavfené na této mnoZzing,

funkéni hodnoty elementdrnich funkci musi byt aproximovany,

neexistuji libovoln& velka ani libovoln& mala &isla,

vypoéty mohou obsahovat jen koneény pocet kroki,

obvykle nelze spotitat pfesny vysledek,
e vypoletni naroénost viech vypoétil s maximalni p¥esnosti nelze zanedbat,

o cilem je nalézt p¥iblizné ¥e¥eni, které spIni poZadavky uZivatele na p¥esnost a je
co nejméné& vypocetn& naro¢né.

Numericky problém = matematicky problém 4 poZadovana p¥esnost vysledki.

Numerické metody musi obsahovat prostfedky k odhad(im p¥esnosti pFibliznych ¥e&eni.
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Numerické metody (3)

Chyby v numerickych vypoctech:

chyba matematického modelu - misto skute¢ného technického nebo fyzikdlniho
problému ¥e$ime jeho matematicky model,

aproximai&ni chyba - vznikd p¥i aproximaci matematického modelu jednodussi
tlohou (nap¥. z diivodu ndronosti & nemoZnosti Feeni plivodniho modelu),

chyby vstupnich dat - vstupni data mohou byt namé&¥ené veliiny, jejichz

nept¥esnost je ddna rozliSovaci schopnosti mé¥Ficich zatizenti,
chyba diskretiza¢ni - je dlsledkem nahrazeni spojitého problému diskrétnim,

zaokrouhlovaci chyba - k zaokrouhlovani mezivysledkil dochdzi v priib&hu celého
vypo&tu, protoze pro ukladani &isel je k dispozici pouze omezeny pamé&tovy
prostor

velikosti jednotlivych druhid chyb by mély byt vyvaZzené

pro mnoho numerickych metod je mozné odvodit odhad chyby

Nastane-li p¥i numerickém vypoltu situace, kdy se zaokrouhlovaci chyby
nekontrolovateln& hromadi a mohou znehodnotit vysledek, nazyvame takovyto
vypo&et numericky nestabilni. Za numericky stabilni vypo&et ozna&ime takovy
vypoclet, ktery je malo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb.
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Numerické metody (4)

Definice (Absolutni a relativni chyba:) Necht X je pfesnd hodnota redlného &isla a x
je jeho aproximace. Rozdil e(x) = X — x se nazyvd absolutni chyba. Odhad absolutni
chyby je &islo e(x), pro které plati

X — x| < e(x).
Je-li x # 0, pak ¢&islo
— X

r(x) =

se nazyvd relativni. chyba. Odhad relativni chyby je &islo §(x), pro které plati

X

X — X

" < 6(x).

V p¥ipadg, kdy pfesnd hodnota i jeji aproximace nejsou redlna &isla, lze definice
uvedené vySe snadno rozsi¥it nahrazenim absolutni hodnoty vhodnou normou.

Relativni chyba a jeji odhad se &asto uddvaji v procentech. Nerovnost
X — x| < e(x)
znamen3, %e X € (x — &,x + €), coZ symbolicky zapisujeme X = x £ ¢.

Poznamka: P¥i od¢&itani blizkych &isel x1, xa ma na velikost relativni chyby rozhodujici
vliv zlomek 1/|x1 — x2|, ktery ukazuje, Ze dochdzi ke ztraté relativni pFesnosti.
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Numerické metody (5)

Konvergence a ¥ad numerické metody

Numerickou metodu budeme povaZovat za konvergentni, pokud v n&jakém smyslu Ize
touto metodou ziskat libovoln& pFesné YeSeni dané tlohy, tedy je-li moZné chybu

metody libovolné zmensit, zpravidla sniZovanim kroku, nebo zvySovanim poétu uzld,
iteraci apod.

Definice (ﬁéd chyby numerické metody:) Necht h je parametr charakterizujici
metodu (nap¥. krok metody). Rekneme, Ze chyba metody e(h) je ¥adu f(h), kde
f: R — R, jestliZe existuji konstanty hg a C tak, Ze

e(hy< C-f(h) Yh<hy

a zna&ime pak e(h) = O(f(h)).
Specidlné, je-li f mocninna funkce, pak plati:

e(h) < C-hP Vh < hy,
kde C je konstanta nezavisla na h, a &islo p nazyvdme Fadem metody.

T¥idy konvergence a ¥adu metody

e linedrni konvergence: e(h) = O(h)
e kvadratickd konvergence: e(h) = O(h?)
e kubickd konvergence: e(h) = O(h3)
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Numerické metody (6)
Matematickou dlohu Ize chdpat jako zobrazeni y = U(x), které vstupnim datiim
x € D pfifazuje vystupni data y € R. Rekneme, Ze matematicka dloha

y=U(K), xeD,yeR
Jje korektni (well-posed), kdyZ jsou spln&ny nasledujici dv& podminky
e pro kazdé x € D existuje pravé jedno y € R,
e Fedeni zavisi spojité na vstupnich datech:

x — a= U(x) = U(a).

Definice (Cislo podmin&nosti:) UvaZujem dlohu ¥ = U(X). Necht x je porusend
vstupni hodnota a y je odpovidajici poruSena hodnota vysledku. Cislem podminénosti
tlohy U nazyvame ¢&islo Cy, pro které plati

Ir()l = Culr(x)l,
kde r(x) a r(y) jsou relativni chyby.

Cislo podmin&nosti vyjad¥uje citlivost tilohy na poruchu ve vstupnich datech. Je-li

Cy =~ 1, fikdme, Ze lloha U je dobfe podminé&na. Jinymi slovy, korektni tloha je dob¥e
podminéna, jestlize mala zména ve vstupnich datech zplsobi malou zmé&nu ve
vystupnich datech. Je-li Cy > 1, ¥ikdme, Ze tloha U je $patné podminéna.

V pfipadg, Ze mizZeme urdit jenom odhady relativnich chyb, stanovime ¢&islo
podminé&nosti pFiblizné
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Numerické metody (7)

Algoritmus

Algoritmem budeme nazyvat teoreticky princip &i pfesny postup ¥edeni daného typu
tloh.

SloZitost algoritmu

Necht N je parametr charakterizujici algoritmus (nap¥. parametr charakterizujici
velikost dat, velikost vektoru, potet uzll). SloZitost algoritmu C(N) je velitina
charakterizujici vypo&tovou naro¢nost algoritmu, nejéast&ji polet operaci s plovouci
¥adovou &arkou.

Definice (Slozitost algoritmu:) Rekneme, e sloZitost algoritmu C(N) je Fadu f(N),
kde f : R — R, jestliZe existuji konstanty No a C tak, Ze

C(N) < C-f(N) VN> Ny
a zna&ime pak C(N) = O(f(N)).

T¥idy sloZitosti algoritmu

e konstantni: O(1)

e logaritmicka: O(log N)

e linedrni: O(N) nebo O(N log N)

e polynomialni: O(N™), m € N - kvadratickd (m = 2) a kubickd (m = 3)
e exponencidlni: O(cV), c € Rt
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Numerickd linedrni algebra (1)
Definice (Norma vektoru:) Necht vektor u = (uy,...,un) € R", n € N. Pak
IP - norma vektoru u je definovdna vztahem:

1
o = {(zm )/, propeN,

maxi<i<n |Uil, pro p = +00.

Norma || - ||1 se nazyva oktaedrickd, norma || - ||2 Euklidovska a norma || - [|o
krychlova.

Definice (Norma matice a spektralni polomér:) Necht je ddna matice
A= (30')7]:1 € R"™". Maticovou p - normu definujeme nasledné:

A
Al = max 1A4lle
520 Jullp

Frobeniovu (Schurovu) normu:

1/2

n n
IAllE={ D > lagl

i=1 j=1

Spektralni polomér matice A je definovan:

p(A) = max{|\| : X je viastni &islo matice A}.
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Numerickd linedrni algebra (2)

Véta (Vlastnosti maticové normy:) Necht jsou ddny matice A,B € R™" a a € R.
Pak pro libovolnou normu matice || - || plati:

a) ||A|]| > 0 a pFitom ||A|| = 0 < A je nulovd matice,
b) [[@All = |l - [|All, VaeR,

) [[A+ B[ < [|All+IBIl,

d) [AB|| < [|A]l - [IB]-

Véta (Vlastnosti spektrdlniho poloméru:) Pro kaZdou matici A € R"*" a libovolnou
normu matice || - || plati

p(A) < ||A]l.

Véta (Zakladni maticové normy:) Pro kaZdou matici A € R"™" plati:
a) sloupcova:

n
Al = o > o
[l All1 max |ajl,
i=1
b) Fadkova:

[Alloo = max Zlau\

<) l|All2 = y/p(ATA),

d) Je-li matice A symetrickd, potom ||A|l2 = p(A).

o)
|
i
it
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Jednou ze zdkladnich numerickych dloh je ¥eSeni soustavy linedrnich algebraickych
J. Hozman
FP TUL rovnic, na které |ze pfevést ¥adu optimaliza&nich problému & numerického reseni
diferencidlnich rovnic.
Konzul. 1
Mene Budeme se zabyvat numerickym re¥enim soustavy m rovnic s n nezndmymi:
Nun}eri,cké
el a11x1 + a2xe + ... + aipxn = by,
algebra
P¥imé —
ey a21x1 + anxe + ...+ anxn = by,
Gaussova
eliminace
LU-
rozklad
Choleského amix1 + amex2 + ...+ amnxn = bm,
rozklad
SloZitost H H
pFimych kde aj, b€ Rproi=1,...,m, i=1,...,n.

metod

Castgji se véak milzeme setkat s vektorovym zépisem soustavy:
Ax = b.

Matici A = (aU)ﬁ’J»Zl € R™*" nazyvame matici soustavy, vektor b = (b1, ..., by)
vektorem pravé strany a vektor x = (x1,...,xn) se nazyvd vektor nezndmych.

Je-li b # 0, soustava se nazyvd nehomogenni. Je-li b = 0, soustava se nazyva
homogenni.

MnoZina
Ker(A) = {x € R" : Ax = 0}.

se nazyvd jadro (nulovy prostor) matice A.



Predmét
M3A-K

23. tinora
2015

J. Hozman

FP TUL

Konzul. 1
Numerické
metody
Numericka
linedrni
algebra
P¥mé
metody
Gaussova
eliminace
LU-
rozklad
Choleského
rozklad
SloZitost
primych
metod

Numerickd linedrni algebra (4)
Daéle zavadime pojem roz$ifend matice soustavy

an a2 - anm h

an a2 s ain b
Ap =

ami  am2 - amn  bn

Véta (Frobeniova véta:) Necht Ax = b pFedstavuje soustavu algebraickych rovnic
typu m X n, kde n < m.
a) Je-li hod(A) # hod(Ap), potom soustava Ax = b nemd Feseni.
b) Je-li hod(A) = hod(Ap) = n, potom soustava Ax = b m4 pravé jedno Fedeni.
c) Je-li hod(A) = hod(Ap) < n, potom soustava Ax = b ma nekone¢né& mnoho
Feseni.

Matice soustavy, kterd ma mnohem vice nulovych prvku neZ nenulovych prvku se
nazyva ¥idka. Matice, kterd neni ¥idka se nazyvd hustd (plnd).

Matice A € R"*", kterd ma nenulovy determinant se nazyva reguldrni, v opa&ném

p¥ipad& hovo¥ime o tzv. singuldrni matici.

Ke kaZdé reguldrni matici A existuje jedina inverzni matice A1, pro niz plati
AAL=A1A=

kde I je matice jednotkova.

Tedy pro ¥eSeni soustavy linedrnich algebraicjych rovnic Ize odvodit vzorec

x=A"1bh.
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Véta (Cislo podminé&nosti matice:) Necht A € R"%" je regulirni matice. Cislo

K’\T”Z“‘ _1k/ podminénosti matice matice A je definovano pFedpisem

umerické
metody

- -1
huperies w(A) = [IAll - 1Al
algebra
P¥imé
metody ’ . ’ . . . v
Gaussoua Véta (O podmin&nosti matice:) Necht A je reguldrni Etvercovd matice Fadu n a
e necht b€ R", b# 0 ax € R", x # 0 jsou vektory takové, Ze plati:
rozklad
e Ax=b.
S\vgiwgcit _
S Diéle necht b € R" a x € R" jsou vektory takové, Ze plati:
Ax = b.
Potom _
X —X b—b
I =51 _ 010 =B
Il Il 6]

Jestlize relativni malé zmény prvki matice zplisobi relativné velké zmény v Feeni je
matice $patné podmin&na.
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P¥imé metody (1)

Numerické metody ¥e¥eni soustavy linedrnich algebraickych rovnic délime na metody
pfimé a itera&ni.

P¥imé metody ¥eSeni soustav linedrnich rovnic jsou zaloZeny na eliminaci nezndmych.
Z3ikladni idea je zaloZena na tom, Ze z n&které rovnice vyjad¥ime jednu nezndmou a

dosadime ji do ostatnich rovnic tak, aby soustava po eliminaci byla snaze ¥eSitelna nez
soustava pdvodni.

Z3kladni algoritmus tohoto typu je Gaussova elimina&ni metoda. V maticovém zépisu
ji odpovidd LU-rozklad matice. Charakteristickym rysem p¥imych metod je vypocet
(pFesného) ¥edeni po kone&ném pottu eliminaci, tj. po kone¢ném pottu aritmetickych
operaci.
Mezi p¥imé metody Fedime

e Gaussovu eliminaci

e Gauss-Jordanovu eliminaci

e LU-rozklad

e Choleského rozklad



Predmét
M3A-K

23. tinora
2015

J. Hozman

FP TUL

Konzul. 1
Numerické
metody
Numericka
linearni
algebra
P¥mé
metody
Gaussova
eliminace
LU-
rozklad
Choleského
rozklad
SloZitost
primych
metod

Gaussova eliminace (1)

Gaussova eliminace (GEM)

UvaZujme soustavu Ax = b, kde A je &tvercova reguldrni matice ¥adu n. Gaussova
eliminace se sklddd z nésledujicich dvou &asti:

e piimy chod GEM - po n — 1 krocich dostaneme pomoci zndmych elementarnich
transformaci soustavu s horni trojihelnikovou matici Ux = y, kterd je
ekvivalentni s plvodni soustavou.
fork=1,...n—1

fori=k+1,...,n
ik
%k
forj=k+1,...,n
ajj = ajj — adikakj
end
b; = b; — aji by
end
end

ik =

e zpétny chod GEM - vypolet feSeni Ux = y postupnym dosazovanim 'od konce’
fori=mn,...,1

1 .5 e
Xi = o (b: Dojmis aUXJ)

end
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Gaussova eliminace (2)

Vybé&r hlavniho prvku (pivotace)

Prvek agy , ktery je v k-tém kroku Gaussovy eliminace na pozici (k, k) v matici A a
kterym délime, se nazyva pivot neboli hlavni prvek. Pokud je tento prvek maly ve
srovnani s ostanimi prvky, muze dojit k velkym zaokrouhlovacim chybdm, p¥ip. je-li
tento prvke nulovy nemiZeme s nim délit.

Cilem je tedy vybrat hlavni prvek tak, aby byl co nejvétsi v absolutni hodnot&. Tento
postup lze snadno realizovat p¥ehazovanim ¥adki. Do algoritmu dopfedného chodu
GEM stadi na za&dtek k-té faze vsunout nasledujici doplnnék:
- Ly k k) -
Najdi p, p > k, takové, Ze |a£k)\ = max{|a,(.k)|,l > k},
Prohod p-ty a k-ty Fadek matice v k-té fazi.
Tento proces se nazyva &astedna nebo také sloupcova pivotace.

Algoritmus dop¥edného chodu GEM s vyb&rem hlavniho prvku je pouZitelny pro
kazdou regularni matici.
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wt© Gaussova eliminace pro t¥idiagonalni matici
Numericka
linedrni

b Definice (Tt¥idiagonalni matice:) Matici A € R"™" nazyvdme tFidiagonalni, jestliZe

i pro jednotlivé sloZky matice palti

metody

Gaussova

eliminace I . .
aj=0 pro |i—j|>1.

LU- ij p li—Jl

rozklad

Choleského

rozklad

SloZitost

ptimych

metod 51 t 0 0 T 0
r S to 0

o
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FP TUL trojuhelnikovou matici U tak, aby platilo

Konzul. 1 LU = A.

Numerické
metody

Numericks Véta (LU-rozklad bez pivotace:) Necht A € R"*" je matice, kterou Ize dopFednym

linearni

algebra chodem GEM bez vybéru hlavniho prvku upravit na horni trojihelnikovou matici U.
ey Necht mjy,, k=1,...,n—1,i=k+1,...,n jsou multiplikdtory k-té fize, z nichZ
Gaussova vytvo¥ime dolni trojiihelnikovou matici L = (ly) tak, Ze Iy = —my, i >k, ;=1 a
LU- lix =0, i < k. Potom plati’
rozklad _
Choleského A=LU.
rozklad
S\vflii\tyost
primych Véta (Obecny tvar LU-rozkladu:) Necht A € R"" je matice. Pak existuji dolni
trojuhelnikova matice L, horni trojihelnikova matice U a permutacni matice P Fadu n
takové, Ze
PA=LU.
P¥i praktickém vypo&tu LU-rozkladu lze postupovat nasledné:
e vytvofime pomocné matice U= A, P=lal= I,
e v matici U provadime dopfedny chod GEM s pivotaci,
e v matici P prehazujeme ¥adky stejn& jako v matici U,
e do matice L zapieme v kaZdé fazi multiplikitory (s opa&nymi znaménky) a pf¥i
ptehozeni ¥adki v U ptehodime v L ¥adky i sloupce,

e nakonec poloZime P = P L=LaUu=0.
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Konzul. 1
Numerické Ax =b
metody

M s regularni &tvercovou matici ¥addu n a pfedpoklddejme, Ze P, L a U jsou matice, které
;'j‘i?bfa tvofi LU-rozklad PA = LU. Pak plati nasledujici ekvivalence:
Fimé

metody

SHEE Ax = b & PAx = Pb & LUx = Pb.
eliminace

LU-

rozklad

Choleského
rozklad

SloZitost — —
pFimych Ly - Pb’ Ux = y

metod

Posledni rovnici rozloZime s vyuZitim pomocné proménné y na dvé rovnice

a dostavame nasledujici algoritmus.

Algoritmus Feseni soustavy pomoci LU-rozkladu:

Vstup: A, b.

(1) Vypotti matice P, L a U, které tvo¥i LU-rozklad PA = LU.

(2) Vy¥es soustavu linedrnich rovnic Ly = Pb.

(3) Vy¥es soustavu linedrnich rovnic Ux = y.

Vystup: x.
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Algoritmus LU-rozkladu:

Uil = an
fori=1,...,n
— T
lll*u11
end
fork=2,...,n
Uik = aik
fori=1,...,k
i—1
Uik :alk_zj':1 l’.lujk
end
fori=k+1,...,n

— 1 . r=1,..
I = 35 (a/k 2o IUqu)
end
end

Dalsi uziti LU-rozkladu:
e vypolet inverzni matice,

e vypolet determinantu.

LU-rozklad (3)
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Choleského rozklad (1)

Pokud je matice soustavy A symetrickd pozitivn& definitni, potom Ize pouZit
Choleského rozklad A = LLT, kde L je dolni trojiihelnikova matice (nynf
nepredpokldddme jednitky na diagonale).

Matici L vypo&teme pomoci vzorci:

r—1 1/2

2
Iy = arr_g Irs 5 r:l,...n,
s=1

1 r—1
== "\ar = lsls |, i=r+1,...,n
s=1

lrr

Potom ¥eSeni soustavy Ax = b je ekvivalentni ¥e¥eni soustav

Ly=b a LTx=y.
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Numerické

metody ) . v v , .

Numerickd Necht n je rozmé&r &tvercové matice.

linedrni

Igeb s e .
i Porovnani sloZitosti p¥imych metod pro soustavy s obecnou matici:
metody o o )

Gaussova e Gaussova eliminace: =3~ + O(n?)

climinace

e e Gauss-Jordanova eliminace: n3 + O(n?)

Choleského o )

rozklad e LU-rozklad: <3- + O(n?)

SloZitost

primych n3

metod Choleského rozklad: % + O(n?)

Porovnani sloZitosti pfimych metod pro soustavy s t¥idiagondlni matici:
o Gaussova eliminace: O(n)
e LU-rozklad: O(n)
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