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Numerická matematika

Anotace:

• numerické metody a jejich paralelizace,

• řešeńı soustav lineárńıch algebraických rovnic,

• řešeńı nelineárńıch rovnic,

• interpolace funkce a numerická integrace,

• řešeńı ODR,

• metoda śıt́ı pro PDR 2.̌rádu.

Časová náročnost:

• 5 konzulatćı (G315, Univezitńı náměst́ı 1),

• 2 sousťreděńı (G315, Univezitńı náměst́ı 1) - zápočet.

Literatura:

• Vicher , M.: Numerika (http://mbox.troja.mff.cuni.cz/ vicher),

• Mošová, V.: Numerické metody,

• Černá, D.: studijńı materiály KMD/MA3-P pro denńı studium

Konzultace:

• Pá 9:30 - 10:30, budova G, 4.patro, ḿıstnost č. 04070/454

• Út, St 10:00 - 14:00 (pouze po p̌redchoźı domluvě), budova G, 4.patro

Elektronické texty:

• http://kmd.fp.tul.cz/ (Hozman → Výuka → MA3-K)
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Konzultace 1

• numerické metody

• paralelizace numerických metod - samostudium

• p̌ŕımé metody řešeńı úlohy Ax = b
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Numerické metody (1)
Matematický model je umělý objekt, který reflektuje a reprodukuje základńı
vlastnosti, vztahy (strukturu) a funkce konkrétńıho objektu nebo jevu (skutečnosti)
jednoduš̌śım způsobem a může tedy být využit pro vyšeťrováńı a analýzu skutečnosti.

• redukuje realitu,

• zjednodušuje práci s objektem nebo jevem,

• účel modelu je ťreba vźıt v úvahu p̌ri výběru vlastnost́ı modelovaného objektu
nebo jevu,

• často má vlastnosti, které neodpov́ıdaj́ı ničemu v původńım objektu nebo jevu,

• často máme velké množstv́ı model̊u, které jsou v́ıce či méně vhodné k analýze a
popisu konkrétńıch vlastnost́ı.

Účel modelu:

• źıskáváńı informaćı, nap̌r. optimalizace tvaru ǩŕıdla letadla,

• š́ı̌reńı informaćı, nap̌r. letecký simulátor,

• technické aplikace, nap̌r. autopilot.

Žádná analýza modelu nebo simulace nemůže nahradit empirické experimenty.

Matematické modely se však často formuluj́ı jako úlohy spojité, u nichž se mezi
vstupńımi nebo výstupńımi daty vyskytuj́ı spojité funkce.

Diskretizace je proces p̌ri němž spojitý problém nahrad́ıme vhodným diskrétńım
problémem, který pracuje s konečným počtem vyhodnoceńı aritmetických operaćı.

Numerické úlohy paťŕı do skupiny tzv. diskrétńıch úloh.
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Numerické metody (2)

Numerickou úlohou rozuḿıme jasný a jednoznačný popis vztahu mezi konečným
počtem vstupńıch a výstupńıch dat (reálných č́ısel). Konečnost vstupńıho a
výstupńıho souboru nám umožňuje p̌ri řešeńı použ́ıt poč́ıtač. Postupy řešeńı
numerických úloh se nazývaj́ı numerické nebo poč́ıtačové metody.

Omezeńı numerických výpočt̊u:

• poč́ıtače použ́ıvaj́ı konečnou množinu racionálńıch č́ısel (floating point numbers)
a ostatńı č́ısla muśı být aproximována těmito č́ısly,

• výsledky aritmetických operaćı muśı být aproximovány, protože aritmetické
operace nejsou uzav̌rené na této množině,

• funkčńı hodnoty elementárńıch funkćı muśı být aproximovány,

• neexistuj́ı libovolně velká ani libovolně malá č́ısla,

• výpočty mohou obsahovat jen konečný počet krok̊u,

• obvykle nelze spoč́ıtat p̌resný výsledek,

• výpočetńı náročnost všech výpočt̊u s maximálńı p̌resnost́ı nelze zanedbat,

• ćılem je nalézt p̌ribližné řešeńı, které splńı požadavky uživatele na p̌resnost a je
co nejméně výpočetně náročné.

Numerický problém = matematický problém + požadovaná p̌resnost výsledk̊u.

Numerické metody muśı obsahovat prosťredky k odhadům p̌resnosti p̌ribližných řešeńı.
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Numerické metody (3)

Chyby v numerických výpočtech:

• chyba matematického modelu - ḿısto skutečného technického nebo fyzikálńıho
problému řeš́ıme jeho matematický model,

• aproximačńı chyba - vzniká p̌ri aproximaci matematického modelu jednoduš̌śı
úlohou (nap̌r. z důvodu náročnosti či nemožnosti řešeńı původńıho modelu),

• chyby vstupńıch dat - vstupńı data mohou být namě̌rené veličiny, jejichž
nep̌resnost je dána rozlǐsovaćı schopnost́ı mě̌ŕıćıch zǎŕızeńı,

• chyba diskretizačńı - je důsledkem nahrazeńı spojitého problému diskrétńım,

• zaokrouhlovaćı chyba - k zaokrouhlováńı mezivýsledk̊u docháźı v pr̊uběhu celého
výpočtu, protože pro ukládáńı č́ısel je k dispozici pouze omezený pamět’ový
prostor

• velikosti jednotlivých druhů chyb by měly být vyvážené

• pro mnoho numerických metod je možné odvodit odhad chyby

Nastane-li p̌ri numerickém výpočtu situace, kdy se zaokrouhlovaćı chyby
nekontrolovatelně hromad́ı a mohou znehodnotit výsledek, nazýváme takovýto
výpočet numericky nestabilńı. Za numericky stabilńı výpočet označ́ıme takový
výpočet, který je málo citlivý na vliv zaokrouhlovaćıch chyb.
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Numerické metody (4)

Definice (Absolutńı a relativńı chyba:) Necht’ x̄ je p̌resná hodnota reálného č́ısla a x
je jeho aproximace. Rozd́ıl e(x) = x̄ − x se nazývá absolutńı chyba. Odhad absolutńı
chyby je č́ıslo ε(x), pro které plat́ı

|x̄ − x | ≤ ε(x).

Je-li x 6= 0, pak č́ıslo

r(x) =
x̄ − x

x

se nazývá relativńı. chyba. Odhad relativńı chyby je č́ıslo δ(x), pro které plat́ı∣∣∣∣ x̄ − x

x

∣∣∣∣ ≤ δ(x).

V p̌ŕıpadě, kdy p̌resná hodnota i jej́ı aproximace nejsou reálná č́ısla, lze definice
uvedené výše snadno rozš́ı̌rit nahrazeńım absolutńı hodnoty vhodnou normou.

Relativńı chyba a jej́ı odhad se často udávaj́ı v procentech. Nerovnost

|x̄ − x | ≤ ε(x)

znamená, že x̄ ∈ 〈x − ε, x + ε〉, což symbolicky zapisujeme x̄ = x ± ε.

Poznámka: Při odč́ıtáńı bĺızkých č́ısel x1, x2 má na velikost relativńı chyby rozhoduj́ıćı
vliv zlomek 1/|x1 − x2|, který ukazuje, že docháźı ke ztrátě relativńı p̌resnosti.
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Numerické metody (5)

Konvergence a řád numerické metody

Numerickou metodu budeme považovat za konvergentńı, pokud v nějakém smyslu lze
touto metodou źıskat libovolně p̌resné řešeńı dané úlohy, tedy je-li možné chybu
metody libovolně zmenšit, zpravidla snižováńım kroku, nebo zvyšováńım počtu uzl̊u,
iteraćı apod.

Definice (Řád chyby numerické metody:) Necht’ h je parametr charakterizuj́ıćı
metodu (nap̌r. krok metody). Řekneme, že chyba metody e(h) je řádu f (h), kde
f : IR → IR, jestliže existuj́ı konstanty h0 a C tak, že

e(h) ≤ C · f (h) ∀h ≤ h0

a znač́ıme pak e(h) = O(f (h)).
Speciálně, je-li f mocninná funkce, pak plat́ı:

e(h) ≤ C · hp ∀h ≤ h0,

kde C je konstanta nezávislá na h, a č́ıslo p nazýváme řádem metody.

Tř́ıdy konvergence a řádu metody

• lineárńı konvergence: e(h) = O(h)

• kvadratická konvergence: e(h) = O(h2)

• kubická konvergence: e(h) = O(h3)
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Numerické metody (6)
Matematickou úlohu lze chápat jako zobrazeńı y = U(x), které vstupńım dat̊um
x ∈ D p̌rǐrazuje výstupńı data y ∈ IR. Řekneme, že matematická úloha

y = U(x), x ∈ D, y ∈ IR

je korektńı (well-posed), když jsou splněny následuj́ıćı dvě podḿınky
• pro každé x ∈ D existuje právě jedno y ∈ IR,
• řešeńı záviśı spojitě na vstupńıch datech:

x → a⇒ U(x)→ U(a).

Definice (Č́ıslo podḿıněnosti:) Uvažujem úlohu ȳ = U(x̄). Necht’ x je porušená
vstupńı hodnota a y je odpov́ıdaj́ıćı porušená hodnota výsledku. Č́ıslem podḿıněnosti
úlohy U nazýváme č́ıslo CU , pro které plat́ı

|r(y)| = CU |r(x)|,

kde r(x) a r(y) jsou relativńı chyby.

Č́ıslo podḿıněnosti vyjaďruje citlivost úlohy na poruchu ve vstupńıch datech. Je-li
CU ≈ 1, ř́ıkáme, že úloha U je dob̌re podḿıněná. Jinými slovy, korektńı úloha je dob̌re
podḿıněná, jestliže malá změna ve vstupńıch datech způsob́ı malou změnu ve
výstupńıch datech. Je-li CU � 1, ř́ıkáme, že úloha U je špatně podḿıněná.

V p̌ŕıpadě, že můžeme určit jenom odhady relativńıch chyb, stanov́ıme č́ıslo
podḿıněnosti p̌ribližně

CU ≈
δ(y)

δ(x)
.
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Numerické metody (7)
Algoritmus

Algoritmem budeme nazývat teoretický princip či p̌resný postup řešeńı daného typu
úloh.

Složitost algoritmu

Necht’ N je parametr charakterizuj́ıćı algoritmus (nap̌r. parametr charakterizuj́ıćı
velikost dat, velikost vektoru, počet uzl̊u). Složitost algoritmu C(N) je veličina
charakterizuj́ıćı výpočtovou náročnost algoritmu, nejčastěji počet operaćı s plovoućı
řádovou čárkou.

Definice (Složitost algoritmu:) Řekneme, že složitost algoritmu C(N) je řádu f (N),
kde f : IR → IR, jestliže existuj́ı konstanty N0 a C tak, že

C(N) ≤ C · f (N) ∀N ≥ N0

a znač́ıme pak C(N) = O(f (N)).

Tř́ıdy složitosti algoritmu

• konstantńı: O(1)

• logaritmická: O(log N)

• lineárńı: O(N) nebo O(N log N)

• polynomiálńı: O(Nm), m ∈ IN - kvadratická (m = 2) a kubická (m = 3)

• exponenciálńı: O(cN), c ∈ IR+
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metody

Numerická
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Numerická lineárńı algebra (1)
Definice (Norma vektoru:) Necht’ vektor u = (u1, . . . , un) ∈ IRn, n ∈ N. Pak
lp - norma vektoru u je definována vztahem:

‖u‖p =

{(∑n
i=1 |ui |p

)1/p
, pro p ∈ N,

max1≤i≤n |ui |, pro p = +∞.

Norma ‖ · ‖1 se nazývá oktaedrická, norma ‖ · ‖2 Euklidovská a norma ‖ · ‖∞
krychlová.

Definice (Norma matice a spektrálńı poloměr:) Necht’ je dána matice
A = (aij )

n
i,j=1 ∈ IRn×n. Maticovou p - normu definujeme následně:

‖A‖p = max
u 6=0

‖Au‖p
‖u‖p

Frobeniovu (Schurovu) normu:

‖A‖F =

 n∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2
1/2

Spektrálńı poloměr matice A je definován:

ρ(A) = max{|λ| : λ je vlastńı č́ıslo matice A}.
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Numerická lineárńı algebra (2)
Věta (Vlastnosti maticové normy:) Necht’ jsou dány matice A,B ∈ IRn×n a α ∈ IR.
Pak pro libovolnou normu matice ‖ · ‖ plat́ı:

a) ‖A‖ ≥ 0 a p̌ritom ‖A‖ = 0⇔ A je nulová matice,

b) ‖αA‖ = |α| · ‖A‖, ∀α ∈ IR,

c) ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖,
d) ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖.

Věta (Vlastnosti spektrálńıho poloměru:) Pro každou matici A ∈ IRn×n a libovolnou
normu matice ‖ · ‖ plat́ı

ρ(A) ≤ ‖A‖.

Věta (Základńı maticové normy:) Pro každou matici A ∈ IRn×n plat́ı:

a) sloupcová:

‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |,

b) řádková:

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |,

c) ‖A‖2 =
√
ρ(ATA),

d) Je-li matice A symetrická, potom ‖A‖2 = ρ(A).
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metody

Numerická
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Numerická lineárńı algebra (3)
Jednou ze základńıch numerických úloh je řešeńı soustavy lineárńıch algebraických
rovnic, na které lze p̌revést řadu optimalizačńıch problému či numerického rešeńı
diferenciálńıch rovnic.

Budeme se zabývat numerickým rešeńım soustavy m rovnic s n neznámými:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

...
...

...

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

kde aij , bi ∈ IR pro i = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , n.

Častěji se však můžeme setkat s vektorovým zápisem soustavy:

Ax = b.

Matici A = (aij )
n,m
i,j=1 ∈ IRm×n nazýváme matićı soustavy, vektor b = (b1, . . . , bn)

vektorem pravé strany a vektor x = (x1, . . . , xn) se nazývá vektor neznámých.

Je-li b 6= 0, soustava se nazývá nehomogenńı. Je-li b = 0, soustava se nazývá
homogenńı.

Množina
Ker(A) = {x ∈ IRn : Ax = 0}.

se nazývá jádro (nulový prostor) matice A.
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lineárńı
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Numerická lineárńı algebra (4)
Dále zavád́ıme pojem rozš́ı̌rená matice soustavy

Ab =


a11 a12 · · · a1n b1

a11 a12 · · · a1n b2

...
...

...
...

am1 am2 · · · amn bn


Věta (Frobeniova věta:) Necht’ Ax = b p̌redstavuje soustavu algebraických rovnic
typu m × n, kde n ≤ m.

a) Je-li hod(A) 6= hod(Ab), potom soustava Ax = b nemá řešeńı.
b) Je-li hod(A) = hod(Ab) = n, potom soustava Ax = b má právě jedno řešeńı.
c) Je-li hod(A) = hod(Ab) < n, potom soustava Ax = b má nekonečně mnoho

řešeńı.

Matice soustavy, která má mnohem v́ıce nulových prvku než nenulových prvku se
nazývá ř́ıdká. Matice, která neńı ř́ıdká se nazývá hustá (plná).

Matice A ∈ IRn×n, která má nenulový determinant se nazývá regulárńı, v opačném
p̌ŕıpadě hovǒŕıme o tzv. singulárńı matici.

Ke každé regulárńı matici A existuje jediná inverzńı matice A−1, pro niž plat́ı

AA−1 = A−1A = I ,

kde I je matice jednotková.
Tedy pro řešeńı soustavy lineárńıch algebraicjých rovnic lze odvodit vzorec

x = A−1b.
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Numerická lineárńı algebra (5)

Věta (Č́ıslo podḿıněnosti matice:) Necht’ A ∈ IRn×n je regulárńı matice. Č́ıslo
podḿıněnosti matice matice A je definováno p̌redpisem

κ(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖.

Věta (O podḿıněnosti matice:) Necht’ A je regulárńı čtvercová matice řádu n a
necht’ b ∈ IRn, b 6= 0 a x ∈ IRn, x 6= 0 jsou vektory takové, že plat́ı:

Ax = b.

Dále necht’ b̄ ∈ IRn a x̄ ∈ IRn jsou vektory takové, že plat́ı:

Ax̄ = b̄.

Potom
‖x − x̄‖
‖x‖

≤ κ(A)
‖b − b̄‖
‖b‖

.

Jestliže relativńı malé změny prvk̊u matice způsob́ı relativně velké změny v řešeńı je
matice špatně podḿıněná.
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p̌ŕımých
metod

Př́ımé metody (1)

Numerické metody řešeńı soustavy lineárńıch algebraických rovnic děĺıme na metody
p̌ŕımé a iteračńı.

Př́ımé metody řešeńı soustav lineárńıch rovnic jsou založeny na eliminaci neznámých.
Základńı idea je založena na tom, že z některé rovnice vyjáďŕıme jednu neznámou a
dosad́ıme ji do ostatńıch rovnic tak, aby soustava po eliminaci byla snáze řešitelná než
soustava původńı.

Základńı algoritmus tohoto typu je Gaussova eliminačńı metoda. V maticovém zápisu
ji odpov́ıdá LU-rozklad matice. Charakteristickým rysem p̌ŕımých metod je výpočet
(p̌resného) řešeńı po konečném počtu eliminaćı, tj. po konečném počtu aritmetických
operaćı.

Mezi p̌ŕımé metody řed́ıme

• Gaussovu eliminaci

• Gauss-Jordanovu eliminaci

• LU-rozklad

• Choleského rozklad
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rozklad

Složitost
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Gaussova eliminace (1)

Gaussova eliminace (GEM)
Uvažujme soustavu Ax = b, kde A je čtvercová regulárńı matice řádu n. Gaussova
eliminace se skládá z následuj́ıćıch dvou část́ı:

• p̌ŕımý chod GEM - po n − 1 kroćıch dostaneme pomoćı známých elementárńıch
transformaćı soustavu s horńı trojúhelńıkovou matićı Ux = y , která je
ekvivalentńı s původńı soustavou.

for k = 1, . . . n − 1
for i = k + 1, . . . , n

aik = aik
akk

for j = k + 1, . . . , n
aij = aij − aikakj

end
bi = bi − aikbk

end
end

• zpětný chod GEM - výpočet řešeńı Ux = y postupným dosazováńım ’od konce’

for i = n, . . . , 1

xi = 1
aii

(
bi −

∑n
j=i+1 aijxj

)
end
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Gaussova eliminace (2)

Výběr hlavńıho prvku (pivotace)
Prvek akk , který je v k-tém kroku Gaussovy eliminace na pozici (k, k) v matici A a
kterým děĺıme, se nazývá pivot neboli hlavńı prvek. Pokud je tento prvek malý ve
srovnáńı s ostańımi prvky, může doj́ıt k velkým zaokrouhlovaćım chybám, p̌ŕıp. je-li
tento prvke nulový nemůžeme s ńım dělit.

Ćılem je tedy vybrat hlavńı prvek tak, aby byl co nejvěťśı v absolutńı hodnotě. Tento
postup lze snadno realizovat p̌rehazováńım řádk̊u. Do algoritmu dop̌redného chodu
GEM stač́ı na začátek k-té fáze vsunout následuj́ıćı doplnněk:{

Najdi p, p ≥ k, takové, že |a(k)
pk | = max{|a(k)

ik |, i ≥ k},
Prohod’ p-tý a k-tý řádek matice v k-té fázi.

Tento proces se nazývá částečná nebo také sloupcová pivotace.

Algoritmus dop̌redného chodu GEM s výběrem hlavńıho prvku je použitelný pro
každou regulárńı matici.
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Gaussova eliminace (3)

Gaussova eliminace pro ťŕıdiagonálńı matici

Definice (Tř́ıdiagonálńı matice:) Matici A ∈ IRn×n nazýváme ťŕıdiagonálńı, jestliže
pro jednotlivé složky matice palt́ı

aij = 0 pro |i − j | > 1.

A =



s1 t1 0 0 · · · 0
r2 s2 t2 0 · · · 0
0 r3 s3 t3 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0 rn−1 sn−1 tn−1

0 · · · 0 0 rn sn


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metody

Numerická
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LU-rozklad (1)
K regulárńı matici A ∈ IRn×n budeme hledat dolńı trojúuhelńıkovou matici L a horńı
trojúhelńıkovou matici U tak, aby platilo

LU = A.

Věta (LU-rozklad bez pivotace:) Necht’ A ∈ IRn×n je matice, kterou lze dop̌redným
chodem GEM bez výběru hlavńıho prvku upravit na horńı trojúhelńıkovou matici U.
Necht’ mik , k = 1, . . . , n − 1, i = k + 1, . . . , n jsou multiplikátory k-té fáze, z nichž
vytvǒŕıme dolńı trojúhelńıkovou matici L = (lik ) tak, že lik = −mik , i > k, lii = 1 a
lik = 0, i < k. Potom plat́ı

A = LU.

Věta (Obecný tvar LU-rozkladu:) Necht’ A ∈ IRn×n je matice. Pak existuj́ı dolńı
trojúhelńıková matice L, horńı trojúhelńıková matice U a permutačńı matice P řádu n
takové, že

PA = LU.

Při praktickém výpočtu LU-rozkladu lze postupovat následně:

• vytvǒŕıme pomocné matice Ũ = A, P̃ = I a L̃ = I ,

• v matici Ũ provád́ıme dop̌redný chod GEM s pivotaćı,

• v matici P̃ p̌rehazujeme řádky stejně jako v matici Ũ,

• do matice L̃ zaṕı̌seme v každé fázi multiplikátory (s opačnými znaménky) a p̌ri
p̌rehozeńı řádk̊u v U p̌rehod́ıme v L řádky i sloupce,

• nakonec polož́ıme P = P̃, L = L̃ a U = Ũ.
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LU-rozklad (2)

Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic

Ax = b

s regulárńı čtvercovou matićı řádu n a p̌redpokládejme, že P, L a U jsou matice, které
tvǒŕı LU-rozklad PA = LU. Pak plat́ı následuj́ıćı ekvivalence:

Ax = b ⇔ PAx = Pb ⇔ LUx = Pb.

Posledńı rovnici rozlož́ıme s využit́ım pomocné proměnné y na dvě rovnice

Ly = Pb, Ux = y

a dostáváme následuj́ıćı algoritmus.

Algoritmus řešeńı soustavy pomoćı LU-rozkladu:

Vstup: A, b.

(1) Vypočti matice P, L a U, které tvǒŕı LU-rozklad PA = LU.

(2) Vy̌reš soustavu lineárńıch rovnic Ly = Pb.

(3) Vy̌reš soustavu lineárńıch rovnic Ux = y .

Výstup: x .
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LU-rozklad (3)

Algoritmus LU-rozkladu:

u11 = a11

for i = 1, . . . , n
li1 = ai1

u11

end

for k = 2, . . . , n
u1k = a1k

for i = 1, . . . , k
u1k = a1k −

∑i−1
j=1 l ijujk

end

for i = k + 1, . . . , n

lik = 1
ukk

(
aik −

∑r−1
j=1 lijujr

)
end

end

Daľśı užit́ı LU-rozkladu:

• výpočet inverzńı matice,

• výpočet determinantu.
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Choleského rozklad (1)

Pokud je matice soustavy A symetrická pozitivně definitńı, potom lze použ́ıt
Choleského rozklad A = LLT , kde L je dolńı trojúhelńıková matice (nyńı
nep̌redpokládáme jedničky na diagonále).

Matici L vypočteme pomoćı vzorc̊u:

lrr =

(
arr −

r−1∑
s=1

l2rs

)1/2

, r = 1, . . . n,

a

lir =
1

lrr

(
air −

r−1∑
s=1

lrs lis

)
, i = r + 1, . . . , n.

Potom řešeńı soustavy Ax = b je ekvivalentńı řešeńı soustav

Ly = b a LT x = y .
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lineárńı
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Složitost p̌ŕımých metod (1)

Necht’ n je rozměr čtvercové matice.

Porovnáńı složitosti p̌ŕımých metod pro soustavy s obecnou matićı:

• Gaussova eliminace: 2n3

3
+ O(n2)

• Gauss-Jordanova eliminace: n3 + O(n2)

• LU-rozklad: 2n3

3
+ O(n2)

• Choleského rozklad: n3

3
+ O(n2)

Porovnáńı složitosti p̌ŕımých metod pro soustavy s ťŕıdiagonálńı matićı:

• Gaussova eliminace: O(n)

• LU-rozklad: O(n)
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