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o iteraCni metody teSeni Glohy Ax = b s regularni matici
« feSeni soustav linearnich rovnic s obdélnikovymi maticemi
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Konzul. 2 Uvazujme soustavu linedrnich rovnic

Obecna

iteracni

metoda Ax=0b

Jacobiova
metoda

Gauss: s reguldrni ¢tvercovou matici A = (aj;) fadu n, vektorem pravé strany b = (b;) a
Seidelova

i vektorem neznamych x = (x;).
SOR
?;“"“ Itera¢ni metody umoziuji fesit soustavy linedrnich rovnic pomoci postupného
metoda pfiblizovani k prfesnému feseni. Pocita se posloupnost vektor(i aproximaci {x(k)}
Soustavy Ly
s obdélni takova, Ze P
e lim x(K) = x, kde x je feSenim Ax = b.
matici k—‘OC
SVD
Vlastnosti itera¢nich metod:
o v kazdé iteraci zndme aproximaci feseni x(k),
o v kazdé iteraci je nejpracnéjsi operaci nasobeni matice a vektoru,

e méné citlivé na zaokrouhlovaci chyby nez metody pfimé.

Doporuceni: Pfimé metody se obvykle pouzivaji, je-li matice soustavy mald
(1 < n <10000), plnd a dobfe podminéna. lterani metody Ize uplatnit zejména pro
velké soustavy (n > 10000) s fidkou matici.
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FP TUL Soustavu Ax = b pfepiSeme na ekvivalentni soustavu (obé& soustavy maji stejné feSeni)
v iteraénim tvaru

Konzul. 2 _

Obecna x = Bx + <

iteraéni i v . . v . v

metoda kde B je iterani matice ¥adu n a c je sloupcovy vektor.

Jacobiova

Z::ja Iteraéni metody spodivaji v konstrukci posloupnosti vektort, ktera je dana

Reidslow rekurentnim predpisem:

SOR

pee x+D) = BxK) y cb, k=0,1,...,

metoda

potetady) kde x(9) je zvoleny potate¢ni vektor a matice B a C spliiuji B+ CA = 1.

kovou

z\jlt)‘c" Jestlize posloupnost vektori {x(K)} konverguje k vektoru x, pak limitnim pfechodem

ziskame feseni Ax = b. V numerickych programech vypodet ukonéime, jestlize
aproximace fedeni x(k) spliiuje pozadovanou piesnost - ukon&ovaci kritérium

[b— Ax| <,
kde £ > 0 je dana presnost a || - || je vhodna norma.

Definice (Reziduum soustavy rovnic:)

Necht x(K) je reseni soustavy Ax = b, které ziskame pomoci libovolné iteracni metody
v k-tém kroce. Predpisem

r() = b — Ax(9)

definujeme tzv. reziduum soustavy.
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Obecn3 itera¢ni metoda (3)

Véta (Nutna a postaluji podminka konvergence iteraéni metody:)
Posloupnost x(K) konverguje k pfesnému feseni soustavy Ax = b pravé tehdy, kdy?
p(B) < 1.

Véta (Postaduji podminka konvergence iteraéni metody I:)
Je-li ||B|| < 1 pro libovolnou normu matice || - ||, potom posloupnost x(¥) konverguje k
presnému reseni soustavy Ax = b.

Véta (Postacuji podminka konvergence iteraéni metody Il:)

Necht B je iteracni matice, kterd ma n linearné nezavislych vlastnich vektord. Iteracni
metoda dana obecnym vzorcem konverguje pro kazdou pocatecni aproximaci x(0),
pravé kdyz vsechna vlastni ¢isla matice B jsou v absolutni hodnoté mensi nezZ jedna.

Algoritmus obecné iteracni metody:
Vstup: B, ¢, x(0 ¢.
Opakuj
x(k+1) .= Bx(K) + ¢;

dokud ||x(xt1) — x(K)|| > ¢.
Vystup: x(k)./
Poznamka: Upravy, které neméni feSeni:

e zadména poradi rovnic,

® vyndsobeni rovnice nenulovym dislem,

e pricteni nenulového nasobku rovnice k jiné rovnici.
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Jacobiova metoda (1)

Uvazujme nasledujici aditivni rozklad matice A = (a;;),

A=L+D+U,
kde
o L=(ly),lij =ajy,i>jlj=0,i <j, je dolni trojuhelnikovd matice,
e D = (dj),di = ajj,dij = 0,i # j, je diagonalni matice,
o U= (uj),uj =0,i > j,uj = aj,i <j, je horni trojihelnikovd matice.

Budeme predpokladat, ze diagonalni prvky matice D, nenulové, tj. matice A je
regularni. Potom mizZeme puvodni soustavu ekvivalentné upravit:

Ax=b< (L+D+U)x=b<Dx+(L+U)x=b< Dx=—(L+U)x+b,
a vynasobime-li zleva posledni rovnici inverzni matici k matici D ziskdme
x=—-D"1(L+ U)x+ D7 !b,
ze které snadno odvodime iteraéni predpis tvaru
) = —p YL+ Ux® + Db, k=0,1,...,

tzn. iteraéni matice (dle obecné iteraéni metody) déna vztahem B = —D1(L 4+ U) a
vektor ¢ = D™ h.
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AiEc Jacobiova metodu miizeme ekvivalentn& zapsat i po slozkdch pomoci rekurentnich

vzorcll

Konzul. 2
Obecna

i—1

iteracni k+1 1 (k i

metoda xl.(+):— bifg aij E ajx; () , i=1,...,n prok=0,1,2,...,
Jacobiova ajj ‘

metoda " j=1 j=i+1

Gauss-

Seidelova , . , 1 ~ s .

it které bychom analogicky ziskali tak, ze z i-té rovnice

SOR

metoda .

@ aix1 +apxa+ ...+ apxn =b;, i=1

metoda

n

R}

Soustavy e, . . ¥ (k+1)
s obdéni- vyjadFime i-tou nezndmou a polozime x;

kovou

= Xj ax( )*XJ,J;&l

matici

SVD Posloupnost vektorii x(¥) ziskana Jacobiovou metodou konverguje k pfesnému Feeni
pravé tehdy, kdyz

p(B) = p(~D7H(L+U)) < 1.
Tuto podminku splfiuji napfiklad ostfe diagonalné dominantni matice.

Definice (Ostfe diagonalné dominantni matice)
Necht B = (bj;) je ¢tvercovd matice. Rekneme, Ze matice B ostre diagonalné
dominantni, je-li spInéna nasledujici podminka

|b,,|>Z|bu\+ Z lbjl, i=1,...,n

Jj=i+1
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Gauss-Seidelova metoda (1)
Budeme-li vychazet z iteraéniho predpisu pro Jacobiovu metodu a uvédomime-li si , Ze

pfi vypoctu jednotlivych slozek x,.(kﬂ) mulzeme pouzit pfesnéjsi aproximace
xj(kﬂ),j < i (tj. pouzijeme viechny slozky vektoru x(k+1) | které byly jiz vypocteny),

obdrzime tzv. Gauss-Seidelovu metodu.

Gauss-Seidelovu metodu miZeme tedy zapsat po slozkdch pomoci rekurentnich vzorct

i—1 n

1 1

xl.(k“) = — | b — E a;j><J.(k+1) — E a,-J-Xj(k) , i=1,...,n, pro k=0,1,2,...,
i = j=itt

Analogicky lze odvodit maticovy zapis této metody. Pivodni soustavu ekvivalentné
uprime:

Ax=b< (L+D+U)x=b< (D+L)x+Ux=b< (D+L)x+ =—-Ux+b,
a vyndsobime-li zleva posledni rovnici inverzni matici k matici (D + L) ziskdme
x=—(D+L)"'Ux+(D+L) b,
ze které snadno odvodime iteraéni predpis tvaru

XD = D+ L) tux®) + (D+L)"'b, k=0,1,..

L)

tzn. iteraéni matice (dle obecné itera¢ni metody) dana vztahem B = —(D +L)"1U a
vektor ¢ = (D + L)~ !b.
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Obecna
iteracni
metoda
Jacobiova

R Posloupnost vektori x(%) ziskana Gauss-Seidelovou metodou konverguje k piesnému

Gauss- feSeni pravé tehdy, kdyz
Seidelova
metoda

_ —1
p(B) = p(—(D+1)7'U) < 1.
CG |
metoda

= Tuto podminku spliiuji napfiklad ostfe diagonalné dominantni matice a také
t . 7 et v . . ’ .
< obdaln- symetrické pozitivné definitni matice.

kovou

:\j,t)m Definice (Pozitivné definitivni matice)
Necht B = (bjj) je Ctvercovd matice. Rekneme, Ze matice B je pozitivné definitivni,
je-li splnéna ndsledujici podminka

x"Bx >0 pro vsechna x # 0.
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Superrelaxa¢ni metoda (1)

Modifikaci Gaussovy-Seidelovy metody mizZeme ziskat zrychleni konvergence, tuto
metodu nazyvame tzv. superrelaxaéni a konstruujeme pfi ni posloupnost vektort podle
vzorce:

X(k+l) _ (1 _ UJ)X(i) + wﬁ(kJrl),

kde
XD = D+ L) ux®) + (D+L)"*b, k=0,1,...

Parametr w se nazyva relaxa¢ni faktor a voli se z intervalu (0, 2), obvykle w € (1,2).
Pro symetrické pozitivné definitni matice soustavy tato volba parametru vede ke
konvergenci posloupnosti x(K) k tegeni. Volbou w = 1 dostaneme Gaussovu-Seidelovu
metodu. Po Gpravé snadno odvodime iteraéni predpis tvaru

x5 = (D + wL) "} (—wU + (1 — w)D)xM) + w(D + wl) b, k=0,1,...

tzn. itera¢ni matice (dle obecné iteraéni metody) dana vztahem
B=(D+wL)"}(~wU + (1 — w)D) a vektor ¢ = w(D + wL)"'b.

Superrelaxaéni metodu muzeme opét zapsat po slozkidch pomoci rekurentnich vzorcd
(k=0,1,...)

i—1 n
x,.(kH) -2 b; — Z aUX}k+l) — Z a,-jxj(k) +(1- w)xl.(k), i=1,...,n.
Qi j=1 j=it1
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Ko Necht A € R"*" je symetricka pozitivné definitni matice a b € R” je vektor pravé
Obecna strany. Hleddme feSeni x € R" nasledujiciho linedrniho systému:

el

Jacobiova Ax = b,

metoda

Gauss- . e e

Seidelova ktery ma jednoznacné feseni.

SOR Tuto Glohu pfevedeme na problém minimalizace kvadratického funkciondlu:
metoda

G 1

eiog min f(x ro f(x) = =(Ax,x) — (b,x

;aootiifsm XER" ( ) P ( ) 2( kl ) ( ) )7

kovou

SO kde (-, ) zna&i skalarni soucin a plati Vf(x) = Ax — b.

Regeni v k-tém kroce konstruujeme podle rekurentni formule:

(k)

XU = X oy plH),

kde p(k) je zvoleny sm&r a koeficient vx_;1 € R ur&ime tak, aby vektor x(k™1) byl
bodem minima funkce f na pfimce x(K) tp(k), t € R, tj.

(+(4), p(4))

RN ON Oy
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Metoda konjugovanych gradienti (2)

Smérové vektory p(k) volime podle nasledujici rekurentni formule:

Pk = (0 4 g, pk=D),

kde p® = r% a koeficienty 3 € R volime tak, aby posloupnost smérii
{p(k)}7 k=0,1,... tvofila tzv. systém A-ortogonalnich vektor( tj. vektort, pro které
plati

(Ap¥),p0) =0, k£1, a (Ap®),pk) £ 0.

Poznamka: Prevedenim puvodni lohy Ax = b na problém minimalizace funkcionalu
muzeme CGM povazovat za iterativni metodu, coz dokladaji i numerické vypocty, kdy
k nalezeni dostatecné presného Feseni staci podstatné mensi pocet iteraci nez je
hodnost matice A.

Poznamka: Na druhou stranu stranu mizeme na CGM nahlizet jako na metodu finitni
(tj. metodu pfimou), kterd konéi nejpozdéji po n krocich, nebot A-ortogonalita smérd
a dimenze prostoru R" implikuje r” = 0.
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J'Fgo;rlrj‘f" Algoritmus metody sdruzenych gradientu:
Konzul. 2 Vstup: A, b, x(o),a.
Q=
S ()P =b-A® P = k=1
ntoda.” (2) repeat
o
ST (2a) if (r"~! < ¢) then exit loop end if
metoda (2b)
CC _ (rk—l’rk—l)
o ENCENES
kovou (2¢)
= ATt
(2d)
W O T
(2¢)
Bk = 7(#(7 )
(rk=1, rk=1)
(2f)
P = 4 Bp !
(2g) k=k+1
end repeat

Vystup: x(K),



Predmét
MA3

SR Soustavy s obdélnikovou matici (1)

J. Hozman . ., . . v . L.

FP TUL Nyni se budeme se zabyvat numerickym resenim soustavy m rovnic s n nezndmymi
pro m # n, tj. soustav s obdélnikovou matici, kterou mizeme zapsat vektorové:

Konzul. 2

s Ax=b pro ACR™" xcR", bc R™.

metoda

e Véta (Frobeniova véta:) Necht Ax = b predstavuje soustavu algebraickych rovnic

Seiteiova typu m X n.

s a) Je-li hod(A) # hod(Ay},), potom soustava Ax = b nem4 feseni.

zzmm b) Je-li hod(A) = hod(Ap) = n, potom soustava Ax = b md prdvé jedno reseni.

metodal

Soustavy c) Je-li hod(A) = hod(Ay) < n, potom soustava Ax = b md nekonecné mnoho

r obaeini] Feseni.

matici

SVD

Pro obdélnikové matice Ize zobecnit definici inverzni matice (pfip. podminénosti).

Definice (Pseudoinverzni matice:) Necht A € R™*". Matice A" se nazyvd
pseudoinverzni matice k matici A nebo také Mooreova - Penroseova inverzni matice,
Jestlize plati:

a) ATAAT = AT,

b) AATA =A,

c) (A*A)* = ATA,

d) (AAT)T = AAT.
Ke kazdé matici existuje matice pseudoinverzni. Navic, je-li matice A reguldrni, potom
je pseudoinverzni matice rovna matici inverzni.
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Soustavy s obdélnikovou matici (2)

Véta (Cislo podminénosti matice:) Necht A € R™*" je obdélnikovd matice. Cislo
podminénosti matice A je definovano predpisem

K(A) = [|A]l - |AT].

Véta (Otazky fesitelnosti:) Pro libovolnou soustavu Ax = b miiZe nastat vidy jen
jedna z nasledujicihc tfi moznosti:

a) Jestlize soustava Ax = b md nekone¢né mnoho Feseni, potom x* = A"b je Feseni
s nejmensi Euklidovskou normou.

b) Jestlize soustava Ax = b ma pravé jedno reseni, potom x* = ATb je reseni
soustavy.

c) Jestlize soustava Ax = b nem43 reeni, potom x* = A"b splriuje
b — Ax*|l2 < [|b — Ayll2, y € R".

V dal$im se budeme zabyvat pfipadem, kdy soustava nema feSeni a budeme hledat
takové feSeni x*, pro které je euklidovskd norma rezidua ||Ax — b||2 minimalni. V
tomto pripadé obvykle hovofime o tzv. feseni soustavy Ax = b ve smyslu nejmensich
Ctvercdl.
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FP TUL Véta (Soustava normalnich rovnic:) UvaZujme soustavu

Konzul. 2 Ax=b pro ACR™" xcR", bc R".

Obecna

iteragni . oo .

metoda predpoklddejme, Ze m > n a hod(A) = n. Potom soustava

Jacobiova

metoda

Gauss- ATAx=A"Tb

Seidelova

metoda

O ma pravé jedno reseni x* a toto rfeSeni x* je fesenim soustavy Ax = b ve smyslu

G nejmensich ctvercu.

metodal

) Resit pavodni soustavu pomoci této véty muze byt vhodné zejména pokud n < m,
ovot] protoze soustava AT Ax = ATb je pfedstavuje vyrazne mensi problém nez ptvodni

SVD soustava. Tuto novou soustavu nazyvame tzv. soustavou normalnich rovnic. Matice

této soustavy je symetrickd pozitivné definitni (pro FeSeni mizeme pouzit napf.
Choleského rozklad).

Nevyhodou tohoto postupu je rostouci ¢islo podminénosti matice soustavy normalnich
rovnic v druhé mocniné ¢isla podminénosti matice plvodni soustavy:

~(ATA) = &2(A).

Ze soustavy normalnich rovnic dostaneme vztah pro vypocet pseudoinverzni matice:

AT =(ATA)IAT,
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EEET Véta (O singularnim rozkladu:) KazZdou matici A € R™*" |ze rozloZit na soucin matic

Konzal, 2 A=UzVT,

Obecna

it ¢ni . g , . . .
e kde U € R™ ™M\ € R"%" jsou ortonormdlni matice a matice ¥ € R™*" je

Jacobiova

=ESSSlS diagonalni,
Gauss- Y = diag(o1,02,...,0k), k = min(m, n),

Seidelova
metoda

SOR jejiz diagonalni prvky splriuji

metoda

G

metoda 01202220 >041=...=0,=0,

Sofdta’\vy'

s kde r = hod(A).

matici

SVD Diagonalni prvky o1, 02, ...,0, matice X se nazyvaji singularni &isla matice A, i-ty
sloupec matice U se nazyva i-ty levy singularni vektor, i-ty sloupec matice V se
nazyva i-ty pravy singularni vektor. Zfejme plati

T T .
u; A=ojv;, Av,=o0u;, i=12,... k.

Uziti singuldrniho rozkladu:
e vypoclet pseudoinverzni matice:
At = VStUT, S+ — diag (afl,agl,...,a;l,o, . .,0) € Rnxm
o vypolet spektrdlni normy matice: ||Alj2 = o1,

e vypolet podminénosti matice vzhledem ke spektralni normé : x(A) = ZL.



