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Reseni nelineadrnich rovnic (1)
Nasi modelovou tlohu bude nalezeni redlnych kofenti nelinearni rovnice

f(x) =0,
kde f je dostatecné hladka funkce.

V fadé pripadil se nam vsak nepodaf¥i explicitné vyjadFit analyticky kofeny této
rovnice, a proto k jejich vypoctu pouzivdime metody iteraéni: pocitajici posloupnost
{x¥} konvergujici pro k — oo ke kofenu x*.

Pro nékteré metody stadi, kdyz zaddme pouze interval (a, b) obsahuje hledany kofen.
Jiné zase metody vyZaduji, aby po&ateéni aproximace x° byla k hledanému kofenu
dostateéné blizko. Jednotlivé iterac¢ni metody se pak lisi rychlosti konvergence.

Pro hruby rozbor rovnice a uréeni po&ateéni aproximace x9 pouzijeme tzv. separaci
koren(i, jejiz vysledkem je rozdéleni kofent do dostatecné kratkych intervali.

o grafickd separace - z grafu funkce f nalezneme pfibliznou polohu priseciki
s osou X,

e separace tabelaci - sestavime tabulku funkénich hodnot funkce f a podle
znaménkovych zmén uréime intervaly obsahujici koreny.

Véta (O znaménkovych zménach:)
Necht f je spojitd funkce na intervalu (a, by, pro kterrou plati

f(a) - f(b) < 0.

Pak uvnitf intervalu (a, b) lezi aspori jeden kofen rovnice f(x) = 0.
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Metoda pdleni intervalt (1)

Metoda puleni intervalii (bisekce) je zalozena na postupném zkracovéni intervalu,
ktery obsahuje kofen, tj. na konstrukci intervald spliiujicich

(@, 6% D (a', bty D ... D (aF,bF) D3 x* © x' e (a, b)), i=0,1,...

Tato strategie zaruduje konvergenci pro kazdou spojitou funkci, vypocet je vsak
pomaly.

Predpoklddejme tedy, Ze f je spojita funkce na intervalu (a¥, b%), pro niz plati
f(a¥) - f(b¥) < 0. Novy bod x¥*1 ur¢ime jako st¥ed intervalu (a*, b¥) podle vzorce
K K
k1 a“+b ’
2
kterym rozdélime piivodni interval na dvé &asti, a jako novy interval (ak+1 pk+1)

vezmeme tu &ast, v niz lezi kofen x* (rozhodujeme se podle véty o znaménkovych
zménéch).

Intervaly tedy postupné& dé&lime a jejich st¥edy tvo¥i posloupnost {x*} konvergujici ke
kofenu x*. Vypocet je ukoncen pfi dosazeni zadané presnosti ¢, tj.

bk_ak
Ix* —xfl <e o — <e.

a posledni stfed x**1 je pak aproximaci kofene x* s pFenosti .
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Metoda pdleni intervalt (2)

Algoritmus metody paleni intervali:

Vstup: f, a%, b9, .
Pro k =0,1,... opakuj:
XK1= (3% + b¥) /2

je-li f(x¥t1) =0, potom jdi na Vystup
je-li F(aF)F(x*1) < 0, potom akt1 := ak pk+1 .= xk+1
je-li F(x*T1)F(b¥) < 0, potom ak+! ;= xk+1 pk+l = pk

dokud (bkt1 — ak+1)/2 > ¢,

Vystup: posledni hodnota xk+

1
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Metoda prosté iterace (1)

Nasi modelovou Glohu f(x) = 0 pfevedeme na ekvivalentni rovnici x — g(x) = 0, kde
g je vhodna spojita funkce. Misto pivodni rovnice budeme tak resit rovnici v
iteranim tvaru:

x = g(x)
a Cislo x*, které je feSenim této rovnice, se nazyva pevny bod funkce g.
Véta (Brouwerova véta o pevném bodu:)
Necht g je spojitd funkce na intervalu (a, b), pro kterou plati

g(x) € (a, b),

tj. funkce g zobrazuje interval (a, b) do sebe. Pak na intervalu (a, b) existuje pevny
bod funkce g.

Necht x0 € (a, b) je polatecni aproximace. Metodou prostych iteraci nebo také
metodou postupnych aproximaci nazyvame vypocet podle predpisu:

Xk = g(x), k=0,1,2,...

Jestlize posloupnost {x,} sestavend timto postupem konverguje k &isku x*, pak

lim x*' = lim xK=x
k— oo k— oo

*
)

kde x* je pevhym bodem funkce g.
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Metoda prosté iterace (2)

Definice (Kontrakce:)

Funkce g se nazyvd kontrakce na intervalu (a, b), jestliZe existuje konstanta L,
0 < L <1, takova, ze

lg(x) —gW) < Lix —y| Vx,y€(a,b).

Véta (Konvergence metody prostych iteraci:)

Necht g je spojitd kontrakce na (a, b), kterd zobrazuje tento interval do sebe. Pak na
intervalu (a, b) existuje jediny pevny bod x* funkce g. Navic posloupnost posloupnost
pgstupnych aproximaci {xk} konverguje k x* pro kazdou pocatecni aproximaci

x? € (a, b).

Poznamka: Je-li cislo

M, = !
e = max, lg" (x|

mensi neZ jedna, pak miiZeme poloZit L = Mg a funkce g bude kontrakce na
intervalu (a, b).
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— Ptedpokladejme, Ze zname aproximaci x kofene x* rovnice f(x) = 0 a chceme uréit
;;Z:m — dal3i aproximaci xkt1. Zapi$eme-li danou rovnici pomoci Taylorova polynomu prvniho
saicy stupné v okoli bodu [x¥, f(x*)], dostaneme

rovnic

Interpolace:

Numericka f

integrace 0 = f(x) = F(x*) 4+ (x — x*)F (x*) + (x — Xk)Qﬁ, £ € (x,x), resp. (x¥, x).

2

Nyn| provedeme tzv. linearizaci, kdy vypustime kvadraticky ¢len na pravé strané.
Regenim nové linearizované rovnice uréime aproximaci xk*1, tj.

F(x) + (T = k) () = 0,
kterou snadno prevedeme do itera¢niho tvaru

K
Skl — ok f(x) ’
F(xk)

predstavujici tzv. Newtonovu metodu
Rovnice

ty = F(xK) + (x — x)F'(xX)

predstavuje z geometrického hlediska rovnici te¢ny ke grafu funkce f v bodé
[xk, £(x¥)], proto se Newtonova metoda nazyva také jako metoda tecen.
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Konzul. 3 Vstup: f, f/, X0, e.

Reseni ne-

linedrnich _ .
rovnic Pro k = 0, 1, e opakUJ.
Interpolace:

Numericka xkFL = xk — £(xK) /£ (xK);
integrace
dokud |xk*1 — xk| > €.

Vystup: posledni hodnota xk*1.

—_— f(x)
il
o b fx)l
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Newtonova metoda (3)

Véta (Rad konvergence Newtonovy metody:)

Necht f" je spojitd, f' nenulovd na (a, b) a necht {x*} je posloupnost na (a, b)
sestrojena pomoci Newtonovy metody, ktera konverguje k Cislu x*. Potom x* je
kofenem rovnice f(x) = 0 a plati:

Ix* — x| < C|x* —x¥|? pro k=0,1,2,...,
kde konstanta C > 0 nezdvisld na k, tzn. Newtonova metoda je druhého Fadu.

Newtonova metoda vzdy konverguje za predpokladu, Ze pocateéni aproximaci zvolime
dostateéné blizko ke kofenu. Obecné muizeme postupovat podle nasledujici véty.

Véta (Postacujici podminky konvergence Newtonovy metody:)
Necht jsou splnény nasledujici predpoklady:

a) f’ je nenulovd na intervalu (a, b),

b) f"" neméni znaménko v intervalu (a, b),

c) plati f(a)- f(b) <O,

d) plati |f(a)/f'(a)| < b—a a |f(b)/f'(b)] < b— a.

Potom posloupnost {xk} pocitana podle Newtonovy metody konverguje pro
libovolnou poé&ateéni aproximaci x° € (a, b).
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Metoda secen (1)

V kazdém kroku Newtonovy metody musime pocitat hodnotu f(x*) a derivaci f’(x¥).
Kdyz vzorec pro vypocet derivace nemame k dispozici, mizeme derivaci aproximovat
podilem
1oky o FOXR) = FFTT)
fi(x) ——————=.
ok — xk—1
Touto modifikaci Newtonovy metody dostaneme tzv. metodu secen: ze dvou
po&ate&nich aproximaci x0 a x! poditame x2,x3, ... podle itera¢niho predpisu
k k—1
k+1 _ _k X —X k
=x" — ——————f(x").
f(xk) — f(xk-1) (%)

X

Nazev této metody vychézi z jeji geometrické interpretace, nebot x¥*t1 je ve
skutecnosti x-ova soufadnice priseciku pfimky prochazejici body [x¥~1, f(xk~1)] a

[x¥, f(x*)] s osou x, tj. se¢ny grafu funkce f o rovnici

f(xk) — f(xk—1
sty = f(Xk)Jri( XZ,XE—l )(Xka).

Metoda se&en zaru¢ené konverguje, pokud zvolime startovaci hodnoty x° a x!
dostatecné blizko ke kofenu x*, to lze zajistit napf. metodou pdleni intervald.
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RS Vstup: f, x%, x!, €.

ecrmien Pro k =0,1,... opakuj:

rovnic

Interpolace k_ k—1

: k+1 . ok x—=x k
N 77 X =X - == f(x
- )

dokud |[xK*1 — xk| > ¢,

Vystup: posledni hodnota xk*1.

f(x)

y=0

o Dxftx)l

(y=yMOex) = (v, Hx,)




Predmét
MA3

T Lagrangeova interpolace (1)

J'F';?’Jf" Lagrangeova interpolace je aproximace funkce pomoci polynomu, ktery v danych
bodech nabyva predepsanych hodnot. Uvazujme funkci f, ktera je definovana na

Konzul_3 intervalu (a, b). Mé&jme dano n + 1 navzdjem ruznych bodu

RS a=xp < x3 <---<xp=bak nim pFisluné funkéni hodnoty f(xp) ,

— f(x1),...,f(xn). Body xo,x1,...,xn € (a, by se nazyvaji interpolaéni uzly. Polynom P

Numericka stupné nejvyse n, pro ktery plati

integrace
P(x;) = f(x;),i =0,1,...,n,
se nazyva Lagrangelv interpolaéni polynom.
Véta (Lagrangeova interpolace:) Necht je funkce f definovdna na intervalu (a, b) a
necht a = xp < x1 < --+ < xp = b jsou navzdjem riizné body. Potom existuje pravé
Jjeden polynom stupné nejvyse n, pro ktery plati
P(x;) = f(x),i =0,1,...,n.

Tento polynom lze vyjadFit v tzv. Lagrangeové interpolaénim tvaru
n
P(x) =Y f(xi)pi(x),
i=0

kde funkce pi(x), i =0,1,...,n tvofi tzv. Lagrangeovu bazi (p;i(x;) = d;j), tj.

(x = x0) -+ (x = xi—1)(x = Xi31) - -+ (X — Xn)
Xi = x0) - (xi = xi—1)(Xi — Xiz1) -+ (xi — xn)

wi(x) = (
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P TUL Véta (Odhad chyby:) Necht je funkce f definovdna na intervalu (a, b),
a=xg<x1 << xp= b jsou navzdjem riizné body. Necht dile f € C"*1((a, b)),
potom plati

Konzul. 3
ReZeni ne-
lnedrnich If(x) — P(x)| < max |fn+1(x)‘ |wny1(x)]
Interpolace x€&(a,b) (n + 1)'
Numericka

integrace kde
Wi (x) = (= x0)(x = x1) -+ (x = Xn-1)(x = xn).

Castéji se vdak k vypoltu pouziva tzv. Newtoniv tvar Lagrangeova interpolaéniho
polynomu, ktery pouzivd pomérné diference.

Definice (Pomérné diference:) Necht jsou ddny vzdjemné rizné uzly x; a funkéni

hodnoty f(x;), i =0,1,...,n. Pomérné diference k-tého Fadu f[xiik,...,xi],
i=0,1,...,n— k definujeme rekurentné:

e pro k =0: f[x;]] = f(x;),

e pro k =1:

f(x; — f(x;
+1 — A

e prok <n:

Xk s Xipa] = Xk, -0, X0

Xitk — Xi

f[Xi+k7 ce 7Xi]
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Kol 3 Uvazujme zapis polynomu ve tvaru:

Reseni ne-
linedrnich

P(x) = a0 + a1(x — x0) + a2(x = x0)(x = x1) + -~ + an(x = x0) - -+ (x = xn—1)
Interpolace

hnerce Jestlize dosadime do interpola&nich rovnosti P(x;) = f(x;), i =0,1,...,n, dostaneme
soustavu linedrnich rovnic s dolni trojihelnikovou matici:

1 0 0 ... 0 ao f(xo)
1 (Xl — Xo) 0 . 0 al f(Xl)
1 (x—x) (e—x)02—x1) ... 0 a | = | f(x)

Resenim této soustavy ziskame
ai = f[xi,...,x], i=0,1,...,n
a Lagrangelyv interpolaéni polynom Ize psat v Newtonové tvaru

PG = F(x0) + (x — x0)flxo, xal & (x — x0)(x — x1) o, 51, ]
+ot (x=x0) -+ (X — xp—1)F[x0, - - - , Xn]
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Hermitova interpolace (1)

Interpolaéni polynom stupné 2n + 1, ktery v danych uzlech nabyva predepsanych
funkénich hodnot a jehoz prvni derivace nabyva predepsanych hodnot, se nazyva
Hermitdv interpolaéni polynom.

Véta (Hermitova interpolace:) Necht je funkce f definovana a diferencovatelnd na
intervalu (a, b) a necht a = xg < x; < -+ < xp = b jsou navzdjem riizné body. Potom
existuje pravé jeden polynom stupné nejvyse 2n + 1, pro ktery plati

P(Xi):f(xi)7 i=0,1,...,n

P'(x;)=f"(x;), i=0,1,...,n.
Pokud navic f € C?"+2((a, b)), potom plati

_ < 2n+2 |wn+1(x)] )
I£00 = PeOL S max |72 (0l Grtmo
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Interpolace pomoci spline (1)

Definice (Spline k-tého ¥adu:) Necht a = xp < x1 < - -+ < xp = b jsou navzdjem
riizné body. Funkci, kterd je na kazdém intervalu (x;,x;y+1), i = 0,...,n, polynomem
stupné k a kterd ma v intervalu (xg, xn) spojité derivace az do fddu k — 1, nazyvdme
splinem radu k.

Pro danou funkci f definovanou na intervalu (xp, x») je pri§lusny interpola&ni spline S
fadu k uréen podminkami:

f(x;) = S(x),j=1,....,k—1,i=0,...,n
s9(x;) SO (x+1),j=1,...,k—1,i=0,...,n—1,

kde S; = S|(xi_1,x;).

Linearnim spline nazyvame funkci S(x), ktera je spojitd na intervalu (xp, x») a na
kazdém podintervalu (x;, xit+1), i = 1,...,n, je polynomem prvniho stupné, tj.

f(xir1) — f(xi)
Xi+1 — X ’

S(x) = f(x;) + (x — xi) x € (Xj,xjiy1), i=1,...,n—1.

Grafem linearniho spline je lomena &ara interpolujici danou funkci f uzlech xp, ..., xn.

Kubickym spline nazgvame funkci S3(x), kterd ma na intervalu (xg, xn) dvé spojité
derivace a na kazdém podintervalu (x;, x;+1), i = 1,...,n, je polynomem tfetiho
stupné.



Predmét

MA3
02/04/12 Numericka integrace (1)
J. Hozman
FP TUL
; P¥i FeSeni rdznych uGloh je potfeba nalézt hodnotu urcitého integralu. Nékteré integraly
Kr:”f“‘, 37 Ize vypoéitat snadno pomoci tabulek ¢&i klasickych integraénich metod. Na druhou
linearnich stranu nékdy je vhodnéjsi (néli nutné) vypoditat urdity integral
Interpolace:
Numericka

b
integrace I(f) Z:/ f(X)dX

pouze pfiblizné& (numericky), a to zejména v nésledujcich p¥ipadech:
e /(f) neumime spo&itat analytickymi metodami,
e analyticky vypoccet je pfilis naroény,
e funkce f(x) je dana jen tabulkou.

Pfibliznou hodnotou integralu /(f) budeme oznalovat uréity integral
Q(f) = 1(P),
kde P(x) je vhodna interpolace funkce f(x).
Ptedpis Q(f) pro numericky vypodet integralu se nazyva kvadraturni formule. Rozdil

I(f) — Q(f) oznalujeme symbolem R(f) a nazyvame integraéni chybou kvadraturni
formule, tj.

I(f) = Q(f) + R(f).
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fadu r, kdyz integruje presné vsechny polynomy az do stupné r vietné, tj.

Konzul. 3

Reseni ne- R(Xk)zoprOk:0717"~7r7 a R(Xr+1)7éo'

linearnich

Inter| Vo\ace

Neoareid Pro jednoduchost uvazujme na intervalu (a, b) ekvidistantni uzly

integrace

xi=a-+ih, i=0,1,...,n, h=(b—a)/n.
Kvadraturni formuli Q(f) budeme hledat ve tvaru, aby platilo
b b
I(F) = / F(x)dx ~ / P(x)dx,

kde P je polynom interpolujici funkci f v danych uzlech, ktery zapiSeme v
Lagrangeové tvaru, tj.

n n
X — Xj
P(x) =Y f(xi)¢i(x), kde i(x) :Hﬁ
i=0 i=0 7

J#i

a odvodime tzv. Newton-Cotesovy vzorce:
n b
I(f) = > wif(x) =: Q(f), kde w; = / wi(x)dx, i=0,1,...,n.
i=0 a

Hodnoty w; nazyvame integraénimi vahami kvadraturni formule Q(f) a body x;
kvadraturnimi uzly.
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Obdélnikové pravidlo (1)

PoloZime-li n = 0, xp st¥ed intervalu (a, b) a za interpola¢ni polynom zvolime
konstantni funkci Po(x) = f(xp), pak kvadraturni formuli

Qm(f) == /ab Po(x)dx = (b — a) f (a:b)

nazyvame obdélnikovym pravidlem.

Véta (Integraéni chyba:) Necht funkce f ma na intervalu {(a, b) spojitou druhou
derivaci. Pak plati:

I(F) — Qu(f) = f;f) (b—a)3,

kde € € (a, b) je blize neuréeny bod.

\

0

(a+rb) =2 [ &
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Lichobeznikové pravidlo (1)

Polozime-li n =1, xop = a, x1 = b a za interpola¢ni polynom Pl(x) zvolime linedrni
funkci prochazejici body [xo, f(x0)] @ [x1, f(x1)], pak kvadraturni formuli

(b—2)

b
Qr(n) = [ Pueoax = C2(r(a) + (b))

nazyvame lichobéznikovym pravidlem.

Véta (Integraéni chyba:) Necht funkce f ma na intervalu {(a, b) spojitou druhou
derivaci. Pak plati:
f‘//(é‘)

1F) = @r(F) =~ (b - )"

kde & € (a, b) je blize neuréeny bod.
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Simpsonovo pravidlo (1)

Polozime-li n =2, xp = a, x1 = (a+ b)/2, x2 = b a za interpolaéni polynom P(x)
zvolime kvadratickou funkci prochazejici body [xo, f(x0)], [x1, f(x1)] @ [x2, f(x2)], pak
kvadraturni formuli

Qs(F) := /ab Py(x)dx = @ (f(a) +af (a;b) ¥ f(b)) .

nazyvame Simpsonovym pravidlem, s vahami wp = wo = %(b —a)aw = %(b — a).

Véta (Integraéni chyba:) Necht funkce f ma na intervalu (a, b) spojitou &tvrtou

derivaci. Pak plati:
£(4) b—a\®
1F) - Qs(F) =~ ( . ) :

90

kde ¢ € (a, b) je blize neuréeny bod.

= [ E=E 1 =B Tl [ =2
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Slozené kvadraturni formule (1)

Abychom dostali dostateéné presnou aproximaci integralu /(f), rozdélime interval

(a, b) na kratsi podintervaly a na kazdém z nich pouzijeme nékterou ze zakladnich
formuli, timto postupem ziskame tzv. slozené kvadraturni formule. Omezime se pouze
na pripad, kdy tyto formule na podintervalech jsou vzdy stejné a navic budeme
uvazovat ekvidistantni déleni s krokem h.

Slozenda kvadraturni pravidla:
n—1 h
Qu(f) = h;f (x,- + 5)
Qu(F) = h (%f(xo) 4 FOa) 4 Fan) + %f(xn)>
Q3(f) := g (f(xo) + 4f(x1) 4+ 2f(x2) + 4f(x3) + - - -

+2f(xp—2) + 4f (xn—1) + f(Xn))



