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Klasifikace PDR 2. fadu (1)

Rovnici ve tvaru

F<X [Ou Ou Pu Bu @)
Yol ok by’ ox2’ axdy’ Dy?

nazyvame parcialni diferencialni rovnici druhého fadu pro neznamou funkci
u=u(x,y).

Jestlize rovnice vySe uvedena rovnice je linedrni vzhledem k druhym derivacim funkce
u, tj. ma tvar

0%u 0%u &%u
A— +B C—+K=0
Ox? + Ox0y + Oy? +
kde funkce A, B, C, K zavisi na x, y, u, 65, g”, nazyva se tato rovnice kvazilinedrni

parcidlni diferencidlni rovnici druhého Fadu.

Jestlize vSak funkce A, B, C zavisi pouze na x a y a funkce K je linearni v u, g ,g—;
prejde tato rovnice na tvar

2 2 2

0“u o0“u 0“u ou
A(X7y)ﬁ +B(X7y)@ + C(X’y)aiy2 + E(va)i

ou
F
e (x,¥)

G(x,y) =0
8y+ (x,¥)

a nazyva se linearni parcialni diferencialni rovnici druhého Fadu.
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. : 2
R Necht v _oblastl Q C R , kde A(X,_y), B(x,y), C(x,y),D(x,y), E(x,y), F(x,y) a
PDR(2) G(x, y) jsou spojité, je ddna rovnice

Numericke.

i 924 52u ou ou

BOR(2 A(x,y) 55 + B(x 7y)7 + C(x 7y) S+ E(y) o + F(uy) 50 + Glx,y) = 0
2 Ix2 Ix dy

Numer'\cké

”a'ab“"c a nazyva se linearni parcialni diferencialni rovnici druhého fadu.

PDR( )

A UvaZujeme bod [xp, yo] € Q a definujme

hyperbo-

POR) D(x0, y0) = B*(x0, y0) — 4A(x0, ¥0) C(x0, Y0)-

Jestlize v tomto bodé plati:
1) D(xo,y0) < 0 nazyva se tato rovnice elipticka v tomto bodg,
2) D(xo,y0) = 0 nazyva se tato rovnice parabolicka v tomto bodé,
3) D(xo,y0) > 0 nazyva se tato rovnice hyperbolickd v tomto bodé&.

Vyse uvedend rovnice se nazyva elipticka, resp. parabolicka, resp. hyperbolickd v

oblasti €, jestlize v kazdém bodé oblasti Q2 je tato rovnice elipticka, resp. parabolicka,
resp. hyperbolicka.



Predmét

M3A

16/06/12 Klasifikace PDR (3)

J. Hozman

FP TUL v .z ’ . s ’ . . s vz o v v z
KaZdou parcialni diferencialni rovnici druhého fadu ve tvaru mizeme prevést na tzv.

Konzul. 5 kanonicky tvar. NiZze uvedeme souhrnné zminéné rovnice, ppfi zapisu pouZzijeme

M symboly x, y pro nezavisle proménné a u pro hledanou funkci:

{’\hvnne/ncké

eliptic-

kych 8u  H2u ou JOu

PDR(2) a) elipticky typ: — + =f({xy,—,—

Numericke ) elipticky typ Ox2  Oy? Yook Oy

parabolic- 52 ou O

kych C . u u u

:E:Si)cke b) parabolicky typ: a2 f (X,y, B’ 6—}/)

reseni

hyperbo- L, %u  02u Ou Ou

ickjen, c) hyperbolicky typ: 2 oy =f{xy, ax oy )

Necht n je dimenze prostoru. Diferencialni operator

0%u

Au = —_—
= Oxi

se nazyva Laplacelv operator, specialné pro 2D ulohy piseme

?u  0%u

Au=2Y %Y
“ E)X2+3y2
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Klasifikace PDR (4)

Nékteré rovnice druhého fadu maji rozumnou fyzikalni interpretaci, pouzije-li se jedna
proménna pro Cas a zbyvajici proménné pro prostorové soufadnice, tyto rovnice se
nazyvaji evoluéni. Abychom vyraznéji odlisili casovou proménnou a prostorové
proménné, pouZivame znadeni (x, t) pro dvojici (prostorovy bod, ¢asovy okamzik). V
evoluénich rovnicich predpoklddame, ze proménna x probihd mnozinu Q C R",
proménna t je jednorozmérna, nejcastéji jde o omezeny interval (0, T), T > 0.V
nasem pfipadé prostorovy bod bude leZet na realné ose, tj. Q C R a plati

[x,t] € 2 x (0, T) = Qr, kde mnozinu Q7 nazyvame Casoprostorovy valec.

Regeni parcilnich diferencialnich rovnic je ponékud komplikovanéji a samotné Fedeni
dané rovnice neni rovnici uréeno jednozna¢né. Chceme-li uréit nékteré feseni
jednoznaénym zpisobem, musime je definovat dal$imi podminkami, které mohou byt
velmi riznorodé:

e podlatedni podminka - v nestacionarnich (&asové zavislych, tj. evoluénich) dlohach
je nutné zadat rozlozeni veli¢iny u v pocate¢nim case to = 0:

u(x,0) = uwp(x) vQ

e Dirichletova okrajovd podminka - zadame-li na 9€2p, ¢asti hranice oblasti €,

veli¢inu u, tj.
u(x,t) = up(x,t) nadfp

e Neumanova okrajovad podminka - zadame-li na 9€2py, Casti hranice oblasti €,

hustotu vtoku veli¢iny u, tj.
Au(x, t)
on

kde 7 je vnéjsi jednotkova normala k 0S2y. Specidlné, pozadujeme-li
neprostupnost veli¢iny u hranici 9Qy je uy = 0.

= un(x,t) nadQ,
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Klasifikace PDR (5)

Rovnici tvaru
—eAu=f(x,y), €>0
nazyvame Poissonovou rovnici a jelikoz plati
A(x,y) = —¢, B(x,y) =0, C(x,y) = —¢ = D(x,y) = —4¢?
je tato rovnice eliptickd v R2. Specialng, je-li f(x,y) = 0, pak se tato rovnice nazyva

Laplaceova.

K tloze najit reseni Poissonovy rovnice zpravidla priddvame Dirichletovu nebo
Neumannovu okrajovou podminku. P¥iddme-li ob& podminky souéasné (kazdou vSak
na jiné ¢&asti hranice), hovofime o tzv. smiSenych okrajovych podminkach.

Nejcastéji se eliptické parcidlni diferencialni rovnice vyskytuji v modelech stacionarnich
(tzn. Easové stalych), tj.

ou

at
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Rovnice tvaru

ou
— —cAu=f >0
5 ~cAu= (x,y), e
resp. rovnice
Jdu d u
aiy - 6 a.2 f(X y) e>0,

pro kterou plati

A(x,y) = —&, B(x,y) =0, C(x,y) =0 = D(x,y)=0

je rovnice parabolicka v R2. Speciélné, je-li f(x,y) = 0, pak se tato rovnice nazyva
rovnici vedeni tepla nebo téZ rovnice difuze.

K loze najit reseni parabolické rovnice pfiddvame Dirichletovu nebo Neumannovu
okrajovou podminku nebo smisené okrajové podminky soucasné podminku pocatecni,
nebot z fyzikalniho hlediska povaZujeme parabolickou parcialni diferencidlni rovnici za
evoluéni (tj. nestaciondrni), tj. obecné
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Klasifikace PDR (7)

Rovnice tvaru

8%u

ﬁ—eAu:f(x,y), e>0
resp. rovnice

8%u 8%u

Biﬁ_gﬁ =f(x,y), €>0,

pro kterou plati
Alx,y)=—¢, B(x,y) =0, C(x,y) =1 = D(x,y) =4e

je rovnice hyperbolicka v R2. Specidlné, je-li f(x,y) = 0, pak se tato rovnice nazyva
vinovou rovnici.

K Gloze najit reseni hyperbolické rovnice pfiddavame Dirichletovu nebo Neumannovu
okrajovou podminku nebo smisené okrajové podminky soucasné podminky pocatecni,
ato

ou

ot

Hyperbolicka parcidlni diferencialni rovnici patfi mezi evoluéni (tj. nestacionérni)
rovnice.

u(x,0) = up(x), (u,0) =wi(x) vQ
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Klasifikace
DR(2)
N ericke’ . . . , . v s , . . ~
redeni Mezi vinovou rovnici a rovnici vedeni tepla jsou znaéné rozdily. Pomineme-li fakt, ze u
liptic- . . (s v/ . . . . . . e
oh vinové rovnice zaddvdme na poé&atku nejen funkci, ale i derivaci, hlavni rozdily jsou
PDR(2) . et
Kamericld nasledujici:
et e Rovnice vedeni tepla zhlazuje, tedy i nehladkd po&atecni podminka davé od
kych 7 v s / v . 7 . v . . .
POR(2) samého pocatku hladké reseni. Vinova rovnice muze hrubosti a singularity
Numericke pocatecnich podminek Sirit dal
Fedeni
) b . . vsosoe . v . . . S
liekgch. e Rovnice vedeni tepla $iri informaci nekone¢nou rychlosti. To je sice nefyzikalni,
PDR(2)

ale presto rovnice vystihuje v rdmci moznosti fyzikalni realitu dost verne. VInova
rovnice $iri informaci konstantni rychlosti (v tom tvaru jak ji madme zapsanou je
to rychlost 1 pro e = 1)

e Rovnici vedeni tepla ma smysl fesit jen dopredu v ¢ase, to znamen4, ze Gloha
urdit z rozlozeni teploty v nejakém casovém okamziku jeji rozloZeni v minulosti je
nekorektni. VInova rovnice se da Fesit dopfedu i zpét.
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i Numerické feseni eliptickych PDR 2. ¥adu (1)
J'F§°;’JE" Uvazujme Dirichletovu dlohu pro Poissonovu (Laplaceovu) rovnici
2
— —Au f(x,y) vQCR
R u(x,y) = up(x,y) nadQ
!\llvjmgrické
il
%E(z) P¥i konstrukci numerického feSeni metodou siti postupujeme podle nasledujicich
Numerické krokdi:
parabolic- a) zvolime prostorovy krok h, stejny na osich x a y (obecné& mize byt i rizny), a
FYSE(Q) zadanou oblast 2 pokryjeme siti, kterou tvori sitové pfimky rovnobézné s osami x
Numericke a y, vzdalené o h ve sméru x i y
hyperbo- b) oznaéime a o&islujeme prisediky sitovych pfimek uzly sit&, které dale délime na
‘F‘fgéc(;) e reguldrni, tj. vSechny 4 sousedni uzly jsou ve vzdalenosti h,

e neregularni, tj. aspon jeden sousedni uzel je ve vzdalenosti < h,
e hranicni, tj. prasecik sitové pfimky s hranici oblasti 0.
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Numerické feseni eliptickych PDR 2. fadu (2)

c) v reguldrnich uzlech sité nahradime 2. derivace centralnimi diferencemi, tj.

82

TXLZI(X:}’) — u(X+h,y)72u(:2,y)+u(xfh,y)+O(h2)
0%u u(x,y + h) —2u(x,y) + u(x,y — h
LT (Y28 LY K R

d) v neregularnich uzlech pouZijeme linearni interpolaci - Necht neregularni uzel
N = [xn, yn] md sousedni hrani¢ni uzel P = [xp, yp] ve vzdalenosti §,
(0 < 6 < 1), a na stejné sitové pfimce ma sousedni reguldrni uzel R = [xg, yr] ve
vzdélenosti h. Hledanou hodnotu u(xy, yn) interpolujeme z hodnot v reguldrnim
uzlu u(xg, yr) a v hrani¢nim uzlu u(xp, yp) = up(xp, yp). tj.

u(xr,yr) — up(xp,yp) _ u(xr,yr) — u(xn,yn)

h+dh h
UR) |

Postupem a)-d) jsme tak obdrzeli numerické schéma.
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Numerické feseni eliptickych PDR 2. fadu (3)
e) Pro kazdy vnitfni uzel sité sestavime, tzv. sitovou rovnici podle numerického
schématu, pri¢emz rozliSujeme:
e sitova rovnice pro regularni uzel Xjj = [x;, y;]: Oznatme U; = u(xi, y;) a
Fij = f(xi, yj), dale plati
&u &u
*@(Xh ¥i) — 2

Oy
a zanedbame-li chybu dosadime-li do rovnice 2. centrani diference, dostaneme
Uis1,j —2Uij+ Uij—1 Uija —2Uij+ Uij—1 E.
- 2 B 2 -

(xi,yj) = f(xi,yj) pro kazdy reguldrni uzel Xj

—Ui1j = Uijo1+4Uij — U j— Uijn = KF
Posledni rovnice je sitova rovnice pro regularni uzel Xj.
® sitovd rovnice pro neregularni uzel N = [xy, yn]: Oznaéme Uy = u(xn, yn), ddle
Up,p = up(xp, yp), kde P = [xp, yp] je hrani¢ni uzel, a Ugr = u(xr, yr), kde
R = [xg, yr] je reguldrni uzel R = [xg, yg], z intepolovanych hodnot plyne
ug —upp  Ur— Uy L UR—Upp _ Ur — Uy
h+5h h 1496 1
Ur —up,p = Ugp(1+6) — Uv(1+6) = (1 +6)Uv — SUr = upp
Posledni rovnice je sitovd rovnice pro neregularni uzel N.
f) vyfeenim soustavy sitovych rovnic (linedrnich rovnic)

AU=b

ziskdme numerické FeSeni, tj. pfiblizné hodnoty hledané funkce u ve vsech
vnitfnch uzlech sité.
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V dal$im budeme uvazovat, Ze feSime problém pouze na siti s reguldrnimi a hrani¢nimi
Konzul. 3| uzly, tj. nemusime sestavovat sitové rovnice v neregularnich uzlech. Pro jednoduchost
Klasifik v s ,
PDR(2) uvazujme oblast Q = (0, 1)2 s prostorovym krokem h =1/n.

Numerické
feseni
eliptic-
kych
PDR(2)
Numerické
Feseni
parabolic-
kych
PDR(2)
Numerické
reseni
hyperbo-
lickych
PDR(2)

Pfi feSeni soustavy linedrnich rovnic hleddme neznamy vektor

U= (Ull7 oy Urp—1, Uor, ooy U1y ooy Unc1 s o Unfl,nfl)T c R(n—1)x(n—1)
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Numerické feseni eliptickych PDR 2.

Matici soustavy sitovych rovnic mizeme zapsat nasledovné

Ur,..,Ur,n—1 Up,.. U2 n1
4 -1 ... 0 -1 0 - 0
-1 4 0 -1
-1 0
0 -1 4 0 0 -1
-1 0 0 4 -1 0
0 —1 —1 4
A=
0 : -1
0 0 —1 0 —1 4
0 0 0 0 0 0
) oo 0 o0
0 0
0 0 0 o .- 0 0

—N—
0 0 - 0
0 0

: U
0 .- 0 0
0 0 --- 0
0 o0

: L0
0 0 o0
4 -1 0
-1 4

: RN
0 “1 4
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Vektor pravé strany mizeme zapsat nasledovné
Konzul. 5
Klasifikace:

PDR(2) h?Fi1 4+ Up1 + Ui o
e h?F1a + Ug,2

Fedeni
eliptic-
kych .

PDR(2) 5 :

Numericke h*Fin—1+4+ Upn—1+ Urn
Feeni

parabolic-

oy

POR(2) 2 Fy + Ui
Numerick 2

? Fan
e
icigeh
PDR(2)

WF 1+ Uy

hWFo_11+ U1+ Ui
h2Fp_12+ Up,2

h2Fn—1,n—1 + Un,n—l + Un—l,n
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Numerické feseni eliptickych PDR 2. ¥adu (7)

Soustavu sitovych rovnic mizeme zapsat také blokové

T -1 -~ O h?F! Ut
-I T -~ O h?F? U2
A= . . . . b= . U=
O o - T h2Fn=t yn—t
kde
4 -1 0 1 0 0 0 0 0
To|-1 4 - |0 1 o_|0 o
1 .0 0
0 -1 4 0 0 1 0 0 o0

jsou matice ¥adu (n—1) x (n—1) a

Fi = (Fia, Fi,2:'--1Fi,n71)T1 U= (Ui, Ui,2)--'an,n71)T € R™ L.

V tomto pripadé jsme navic predpokladali homogenni Dirichletovy okrajové podminky,
tj.

Upj=Unj=0 Vj=1,...,n-1, Uo=U,=0 Vi=1,...,.n—1
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Numerické feseni parabolickych PDR 2. fadu (1)

Uvazujme rovnici vedeni tepla

ou A%u
5 = 5ﬁ+f(x,t) v Qr = (a,b) x (0, T)
u(x,0) = wu(x) na(a,b)

u(31 t) = a(t)7 u(bv t) = 5(t)7
kde a,b € R,a< bae, T € Rt P¥i konstrukci numerického reseni metodou siti
postupujeme podle nasledujicich kroku:
a) ovéfime tzv. podminky souhlasu, tj. shody hodnot u(x, t) danych po.¢ateéni a

okrajovou podminkou v bodech [a,0] a [b,0]:

u(a) = a(0), wo(b) = 5(0)

b) zvolime prostorovy krok h a €aasovy krok 7 a ovéfime stabilitu numericke
metody:

o explicitni schéma je stabilni pro i—;’ < %

e implicitni schéma je nepodminéné stabilni

c) vybereme numerickou metodu: explicitni nebo implicitni metoda siti.
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Numerické feseni parabolickych PDR 2. fadu (2)

d) podle zvolenych krokii h, T vytvofime sit - uzly sité jsou body:
PI-k:[X,',t'k]7 X; = a+ ih, t, = Tk.

Mnozina uzli Pl.k tvofi pfi pevném k tzv. k-tou ¢asovou vrstvu. Numerické feseni
jsou vypocitané hodnoty

Uik ~ U(X,', tk)

v uzlech sité a tyto hodnoty Ul.k urc¢ujeme ve sméru rostouciho t, po jednotlivych
&asovych vrstvach.

e) prostorové derivace v uzlu Pi" nahradime druhou centralni diferenci, tj.

82u(x_ t) ~ Uk, —2Uf - Uik+1
1y ~
h2

Ox?
f) &asové derivace v uzlu P}‘ nahradime bud doprednou diferenci, tj.
du UFtt — Uk
7(Xi7 tk) ~ 4
ot T
nebo zpétnou diferenci

U ) Uk — Ukt
—(xi N .
ar ik T
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Numerické feseni parabolickych PDR 2. fadu (3)

g) pouzijeme-li dopfedné diference, tak po dosazeni do rovnice vedeni tepla
dostaneme explicitni schéma

U UF _ UR,2Uf 4 U,

Fk
T h? i
Ukt = U" L+ ( 2%) Uk + 2 U‘+1 + TEK

Posledni identita pfestavuje rovnici pro uzel P,.k proi=1,n—1ak>0.
h) pouZijeme-li zpétné diference, tak po dosazeni do rovnice vedeni tepla dostaneme
implicitni schéma

Uk — U,-kfl _ U, —2UF + UK, X
=c +F;
T h?

&
—h—;Uk L+ (1+2—) uk— < —U,H UL 4 FE

Posledni identita prestavuje soustavu rovnic pro k-tou ¢asovou vrstvu, k > 1.
V obou schématech klademe, je-li k = 0, pak Ulp = up(x;), déle je-li i =0, pak
Uk = a(ty) a je-li n =0, pak UK = B(tx)

V obou schématech se dopoustime chyby ¥adu O(h? 4 7), tj. schéma jsou druhého
fadu presnosti v prostoru a prvniho fadu presnosti v Case.
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Numerické feseni hyperbolickych PDR 2. ¥adu (1)

Uvazujme vinovou rovnici

d%u d%u
ﬁ = Eﬁ“!‘f(x, t) VQT:(azb) X (07 T)
u(x,0) = wup(x) na(a,b)
2,00 = w() naab)

u(at) = oft), u(b,t)=p(t),
kde a,b € R,a< bae, T € R" P¥i konstrukci numerického fedeni metodou siti
postupujeme podle nasledujicich kroku:
a) ovéfime tzv. podminky souhlasu, tj. shody hodnot u(x, t) danych po.&ate¢ni a
okrajovou podminkou v bodech [a, 0] a [b,0]:
u(a) = a(0), wi(a)=a/(0), w(b)=p(0), ui(b)=7(0)

b) zvolime prostorovy krok h a &asovy krok 7 a ovéfime stabilitu numerické metody:
o explicitni schéma je stabilni pro £ <1,
o implicitni schéma je nepodminéné stabilni

c) vybereme numerickou metodu: explicitni nebo implicitni metoda siti.
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Numerické feseni hyperbolickych PDR 2. ¥adu (2)

d) podle zvolenych kroki h, 7 vytvofime sit - uzly sité jsou body:
PI-k:[X,',l'k]7 Xj = a—+ ih, t, = Tk.

Mnozina uzld P,.k tvofi pfi pevném k tzv. k-tou ¢asovou vrstvu. Numerické feseni
jsou vypocditané hodnoty

Ul-k ~ U(X,', tk)

v uzlech sité a tyto hodnoty Ul.k urc¢ujeme ve sméru rostouciho t, po jednotlivych
¢asovych vrstvach.

e) prostorové derivace v uzlu Pi" nahradime druhou centralni diferenci, tj.
82u Uk | —2UF — Uk

~ +1
9x2 (Xi7 tk) ~ h2 :

f) &asové derivace v uzlu Pik nahradime druhou centralni derivaci, tj.

du UfTt —2uUk — Ut
. ~ ! ! 1
ot (Xn tk) ~ 2

T



Predmét
M3A

16/06/12
J. Hozman
FP TUL

Konzul. 5

Klasifikace
PDR(2)
Numericke
Fegeni
eliptic-

kych
PDR(2)
Numerické
Fegeni
parabollc

P D R( )
Numerické
feseni
hyperbo-
lickych
PDR(2)

Numerické feseni hyperbolickych PDR 2. ¥adu (3)

g) po dosazeni do vinové rovnice dostaneme explicitni schéma

Ukt —2uk — Ukt Uk | —2UF + UK,
=&

k
T2 - h? +F
E T 827'2 827'2
Ukt = = Uk1+2<1 - )U,.MFTU,+1 U 4+ 72Ff

Posledni identita pfestavuje rovnici pro uzel P,.k proi=1,n—1ak>2.

h) odvodime rovnice pro prvni &asovou vrstvu s chybou O(7): v pocateéni podmince
nahradime derivaci v ¢ase t = 0, tj. v uzlech P?, doprednou diferenci

@(x,-,o) _ u(6, 1) — u(xi, 0)
ot T

U= w(x) +7un(x), i=1,...,n—1.

+ O(7) = wi(xi), u(x;,0) = wo(x;)

Posledni identita prestavuje soustavu rovnic pro prvni ¢asovou vrstvu.
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Numerické feseni hyperbolickych PDR 2. ¥adu (4)

i) chceme-li zachovat ¥ad schématu O(h? 4 72), musime pouZit pro prvni ¢asovou

vrstvu rovnice s chybou O(7?):

2,2 2,2 2,2 2
1_ ETT . ETT . ETT . . L .
Ut = S ols2) + (1= 55 ) o) + S o) + ren )+ 7 F5,0),
i=1,...,n— 1. Posledni identita pfestavuje soustavu rovnic pro prvni ¢asovou

vrstvu.



