Cviceni z metody konec¢nych prvku
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Predmluva

NiZze uvedené ulohy by mély jednak slouzit k procvicovani latky probrané na prednéasce ke
stejnojmennému predmétu a také k doplnéni pfedpoklddanych znalosti. Napln cviceni se bude
prubézné upravovat v zavislosti na aktualnim stavu prednasky.

1. Stripky z funkcionalni analyzy a moderni teorie PDR

Uloha 1.1. Nechf Q C IR" je omezend oblast s lipschitzovsky spojitou hranici 9. Napiste
piedpisy pro normy a seminormy Sobolevovych prostortt W*P(Q), je-lip =1, p =2 a p = co.
Popiste vlastnosti téchto prostorti. V piipadé, Ze dany prostor je Hilbertiv, uvedte skalarni
souéin, ktery indukuje ptisluSnou normu prostoru.

Uloha 1.2. Necht  C IR" je omezena oblast s lipschitzovsky spojitou hranici 9. Dokazte
nasledujici implikaci
veWyP(Q) = U]y =0 Vove W, P(Q)

Uloha 1.3. Necht Q C IR" je omezené oblast s lipschitzovsky spojitou hranici 0€). Dokazte, Ze
seminorma | - |1,o je na prostoru Hg () soudasné normou.

Uloha 1.4. Nechf Q C IR" je omezena oblast s lipschitzovsky spojitou hranici 99Q. Uvazujme
nasledujici ulohu:

—Au = f v Q (1.1)

u = 0 na 00 (1.2)

Pripomernte si definici klasického feSeni dané PDR.
Odvodte slabou formulaci tlohy pro vhodné Sobolevovy prostrory.
Dokazte spojitost prislusné bilinearni formy.

)
)
)
d) Dokazte spojitost funkciondlu pravé strany f.
) Ukazte, ze klasické feSeni je soucasné slabym feSenim pro danou tlohu.
)

Ukazte, ze slabé FeSeni o dostateéné regularité (a jaké konkrétné) je zaroven klasickym
fesenim pro danou tulohu.

) Dokazte V-elipticitu p¥islusné bilineérni formy.
h) Ukazte, ze dany elipticky varia¢ni problém méa pravé jedno FeSeni.
) Zformulujte Galerkinovu metodu pro numerické feseni dané tlohy.
j) Napiste pfedpis pro minimalizaci daného funkcionalu v Ritzové metodé.

Uloha 1.5. Ukaite, Ze v pfipadé symetrické bilinearni formy spliiujici pfedpoklady Lax-Milgramova
lemma je Galerkinova metoda ekvivalentni s Ritzovou metodou.



Uloha 1.6. Necht € C IR" je omezen4 oblast s lipschitzovsky spojitou hranici 9. Uvazujme
nasledujici ulohu:
—Au = f v Q (1.3)
w = wug na 0f)

a) Postupujte analogicky jako v Uloze 1.4.
b) Uvazujte feSeni ve tvaru u = 1ip +w, kde w € H}(Q) a iy € H'(Q) takové, ze uNO‘aQ = ug.

Ukazte, Ze u nezavisi na volbé uyp.

Uloha 1.7. Necht 2 C IR" je omezen4 oblast s lipschitzovsky spojitou hranici 9. Uvazujme
nasledujici ulohu:

—Aut+u = f v Q (1.5)
ou
o — 9 D o0 (1.6)

a) Postupujte analogicky jako v Uloze 1.4.
b) Uvazujte feSeni ve tvaru u = 1y +w, kde w € H}(Q) a iy € H'(Q) takové, ze do‘asz = ug.

Ukazte, ze u nezavisi na volbé .

Uloha 1.8. Nechf Q C IR" je omezena oblast s lipschitzovsky spojitou hranici 99Q. Uvazujme
nasledujici dlohu:

—Au = f v Q (1.7)
ou
o — 9 na 2)9) (1.8)

a) Postupujte analogicky jako v Uloze 1.4.

b) Stanovte nutnou a postac¢uji podminku pro existenci slabého feseni. Tvrzeni dokazZte.

Uloha 1.9. Necht Q C IR" je omezeni oblast s lipschitzovsky spojitou hranici 02, kterd se
skladé ze t¥1 disjunktnich ¢asti, pro které plati 0Q = I'; U 'y U T's. Uvazujme nésledujici tilohu:

—Au = f v Q (1.9)
u = 0 naly (1.10)
ou
— = T 1.11
% _ g (111)
ou
n +u = h mnalj (1.12)

a) Postupujte analogicky jako v Uloze 1.4.

2. MKP vs. metoda siti
Uloha 2.10. Uvazujme nasledujici tilohu:

—eu" +bu = f v (0,1) (2.13)
u(0) =u(l) = 0, (2.14)

kde €, b, f jsou konstanty (¢ > 0).

a) Sestrojte soustavu sitovych rovnic.



b) Zformulujte diskrétni ilohu pomoci metody koneénych prvki pro prostor

Vi, = {v e ¢([0,1]),v(0) = v(1) = 0, v € Pi(as, 1), =0,...,N — 1} . (2.15)

[Cqu ,$i+1]

c¢) Definujte vhodné bazové funkce a sestrojte matici a pravou stranu vysledné soustavy linearnich
rovnic.

d) Ovéfite fesitelnost vysledné soustavy linedrnich rovnic.

3. Priklady koneénych prvku definovanych na n-simplexech a kva-
drech v IR"

Uloha 3.11. Uvazujte n-simplex 7 pro n = 1.

a) Sestrojte hlavni mfizku n-simplexu fadu k pro k =1,2,...,3.

c) Popiste body hlavni m¥izky L (7") pomoci barycentrickych soufadnic pro ptislusné rady.
Uloha 3.12. Uvazujte n-simplex 7 pro n = 2.
a) Postupujte analogicky jako v Uloze 3.11.

Uloha 3.13. Sestrojte bazové funkce a definujte mnozinu stupiii volnosti pro nize uvedené
konecné prvky:

a) linearni simplicialni kone¢ny prvek Lagrangeova typu v IR?.
b) kvadraticky simplicialni koneény prvek Lagrangeova typu v IR
c) kubicky simplicidlni koneény prvek Lagrangeova typu v IR%.
Uloha 3.14. Popiste redukovany kubicky simplicialni koneény prvek Lagrangeova typu v IR.

Uloha 3.15. Ukaite, 7e kazdé dva simplicidlni kone¢né prveky Lagrangeova typu (T, P, %) a
(T', P', %) jsou afiné ekvivalentni, plati-li T =T" a P = P’.



