Uvodni pojmy

Osnova prednasky

e Matematicka logika.
e Logicka stavba matematiky.
e Mnoziny, ohrani¢enost ¢iselnych mnozin.

Klicovd slova: vyrok, vijrokovd spogka, implikace, ekvivalence, tautologie, kvanti-
fikdtor, axiom, mnoZina, rozsiteni redlngch cisel, ohranicenost mnozZin, maximum,
minimum, suprémum, infimum.

Strucény obsah prednasky, dilezité pojmy a véty

Matematicka logika

Zakladni pojmy:

e Vyrok - tvrzeni, o némz ma smysl rozhodovat, zda je pravdivé, nebo neprav-
divé. Ma formu oznamovaci véty.

e Negace vijroku p - ... neni pravda, ze plati p.

o SloZeny vyrok - vznikne spojenim vice vyroki uzitim logickych operaci.

e Logické operace - slouzi pro vytvareni slozenych vyroki. Zapisuji se pomoci
logickych (vyrokovych) spojek.

o Viyrokové proménné - proménné zastupujici jednotlivé vyroky v logickych
vyrazech.

e Logicky vyraz - vyraz sestaveny z vice vyrokovych proménnych, jejich negaci
a logickych spojek. Jeho vysledek se ¢asto vyhodnocuje pravdivostni tabulkou.

o Tuautologie - logicky vyraz, ktery je pravdivy vzdy.

e Viyrokovd forma s proménnou x na mnoziné M - formulace, které se az po do-
sazeni hodnoty z mnoziny M za x stane vyrokem (pravdivym, nebo nepravdivym).

Zakladni slozené vyroky a jejich zapis pomoci logickych spojek:

Slozeny vyrok | Spojka Cteme

konjunkce A ... a soucasneé ...
disjunkce V .. nebo ...
implikace = ... z toho plyne ...
ekvivalence & .. prave kdyz ...

negace - ... neplati, Ze ...

Priorita logickych spojek je dana bud zavorkami, nebo je v néasledujicim poradi (od
nejvyssi): o, A, V, =, &
Implikaci p = q 1ze téz zapsat —-q¢ = —p. Vyznam obou zapistu je stejny.



Kuvantifikatory jsou symboly, které se pouzivaji pro zkraceny a prehledny zapis
matematickych tvrzeni:

Kvantifikator Zapis | Vyznam

obecny \4 Pro v8echna, pro kazdy ...
existen¢ni = Existuje ...

jednoznacné existence 3! Existuje pravé jeden ...

Poznamka:
Negaci vyroku: Vx plati ... je vyrok: dx, Ze neplati ...
Negaci vyroku: dz, Ze plati ... je vyrok: Vx neplati ...

Logicka stavba matematiky

Pr1i vykladu matematické teorie se pouzivaji tyto zédkladni kategorie:
Axiom - zakladni matematicky vyrok, jehoz pravdivost je zfejma a nedokazuje se.
Definice - udava nazev nového pojmu a jeho charakteristické vlastnosti pomoci
pojmi diive definovanych ¢i obecné zndmych.
Matematicka véta - je pravdivé tvrzeni (vyrok), jehoz platnost lze dokazat. Ob-
vykle mé tvar implikace (z jistych predpokladu vyplyva tvrzeni véty) nebo ekviva-
lence (plati prvni ¢ast véty, pravé kdyz plati druhé ¢ast véty).

K dokazovani vét se nejcastéji pouzivaji typy dikazu:

e pifmy dikaz (ze znamych skutecnosti dokdZeme piimo platnost véty),

e dikaz sporem (predpokladéame, Ze by véta neplatila, a pak dojdeme ke sporu),

e ditkaz matematickou indukei - pro dokazovani vét typu "P(n) ... plati pro
vSechna n ...". Dikaz je ve dvou krocich:
a) dokadzeme platnost pro P(n;), obvykle n; =1,
b) z predpokladu platnosti pro P(k) dokdZeme platnost pro P(k + 1).

e konstrukéni dikaz (pro dikaz existence jistého objektu)

e a dalsi.

Poznamka: V ramci tohoto kurzu nebudou ve struénych prehledech dikazy vét uva-
dény. Zajemci je mohou nalézt v doporucené literatufe.

Mnoziny

Mnozina je souhrn néjakych prvki, chédpanych jako jeden celek. Zadavaji se
vyc¢tem prvki, néjakou spolec¢nou vlastnosti, ktera mnozinu charakterizuje, graficky
apod. Mnoziny budeme znacit velkymi pismeny: A, B, C.... Déle ozna¢ujeme:

A C B ... mnozina A je podmnozinou mnoziny B,
x € A ... x je prvkem mnoziny A,

x ¢ A ... x neni prvkem mnoziny A,

/A prazdné mnozina.

Mnozinové operace:
AU B ... sjednoceni mnozin A a B,



AN B ... prunik mnozin A a B,
A\ B ... rozdil mnozin A a B, A\ B={z,x € ANz & B},
Ax B ... kartézsky sou¢in mnozin A a B, AxB = {[z,y],z € ANy € B}.

Jestlize dvé mnoziny nemaji Zadny spoleény prvek (tj. AN B = (), pak fikame, Ze
jsou disjunktnd.

Ciselné mnoZiny
Zmaceni ¢iselnych mnozin, pouzivanych v tomto kurzu:
N ... mnozina pfirozenych ¢isel,
Z ... mnozina celych ¢isel,
(@ ... mnozina racionalnich ¢isel,
R ... mnozina redlnych cisel.
Dalsi znaceni:
Np ... mnozina prirozenych ¢isel a nuly,
Z* ... mnoZina celych ¢isel kladnych apod.

Definujeme jesté mnozinu R* - tzv. rozsiteni realnych ¢isel:

R* = RU {400, —00}.
Pocitani v R* je analogické jako v R, s Givahou, Ze za ,,00* si pfedstavime ¢islo
,obrovské* hodnotou, se znaménkem bud kladnym, nebo zapornym. Nelze vSak pro-
vést nékteré operace, protoze jejich vysledek neni definovan — napf., 00 — o0®, ,,22%
a dalsi. (BliZe se jim budeme vénovat u limit.)

Ohranicenost ciselngch mnoZin

Pro uvedené ¢iselné mnoziny plati: N C Z C Q C R.

Prvky vsSech téchto mnozin jsou tzv. usporadané, tj. vzdy plati néktery ze vztahi:
a<ba>ba=0.

Na zakladé usporadani 1ze zavést ohranicenost ¢iselné mnoziny M:

Definice: Mé&jme M C R*, a,b,c,d € R*. Pak

a) a se nazyva horni zavora mnoziny M, jestlize Vo € M (z < a),

b) b se nazyva dolni zavora mnoziny M, jestlize Vo € M (x > b),

¢) nejmensi horni zévora M se nazyva suprémum mnoziny M,

d) nejvétsi dolni zavora M se nazyva infimum mnoziny M,

e) je-li c € M a c je horni zavora M, pak se ¢ nazyva maximum mnoziny M,
f) je-li d € M a d je dolni zavora M, pak se d nazyva minimum mnoziny M.

Znaceni: sup(M), inf(M), max (M), min(M).

Definice: M¢&jme M C R*. Pak se mnozina M nazyva

a) ohranicend (omezend) shora, jestlize sup(M) < oo,

b) ohranicend (omezend) zdola, jestlize inf(M) > —oo,

¢) ohranicend (omezend), jestlize je ohrani¢ena shora i zdola.

Poznamky:

a) Suprémum a infimum mnoziny M, M C R* existuji vzdy. Mohou a nemusi byt
prvkem mnoziny M.

b) Existuje-li max(M ), ptip. min(M), pak sup(M)=max(M ), ptip. inf(M )=min(M).



