Aplikace derivaci - 2. ¢ast

Osnova prednasky

e Konvexnost a konkadvnost funkce.
e VysSetrovani pribéhu funkce.
e Diferencial funkce a Tayloriv polynom.

Klicovd slova: Konvexni, konkdvni funkce, inflexe, inflexni body, pribéh funkce,
asymptoty, diferencial, Tayloriv polynom.
Strucény obsah pirednasky, dilezité pojmy a véty

Konvexnost a konkdvnost funkce

Pomoci derivace 1ze urcit nejen monotonii, ale i tzv. konvexnost funkce. Pojmy
konvexni / konkdvni popisuji prohnuti grafu f.

Definice: Funkce f se na intervalu J nazygvd
a) konvexni, jestlize

Vo, xo, x5 € J (11 < 1y < 13 = flas) = fla) < flzs) — f(%))7
T2 — T T3 — T

b) konkduni, jestlize

f(x2) — f(z1) N f(x3) — f(2)

Vay, 20,03 € J 11 <19 < X3 = >
Ty — T1 T3 — T2

).

Pozndamky:

a) Je-li nerovnost v definici ostra, funkce se nazyva ryze konvexni/konkavni na J.
b) Konvexnost lze zavést také geometricky - pro uvedené prvky x1, xs, 3 a odpovida-
jici body grafu Pi|xy, f(z1)], Pa|xe, f(x2)], Ps[xs, f(x3)] plati: U konvexni funkce lezi
bod P, ,pod “ useckou Pj, P, u konkavni funkce lezi bod P, ,nad* touto tseckou
(nebo na ni).

Véta 12. Meéjme funkci [ spojitou na intervalu J. Je-li v kaZdém vnitinim bodé
ntervalu J

a) f"(x) >0, pak je f na J konvexn,

b) f"(x) <0, pak je f na J konkdvni.

Definice: Body spojitosti funkce f, v nichz se konvexnost méni na konkdvnost (nebo
naopak), se nazjvaji body inflexe funkce f.

Véta 13. Ma-li funkce f v bodé c inflexi, pak je bud f"(c) =0, nebo f"(c) neexis-
tuge.



Vysetirovani pribéhu funkce

vvvvvv

o zadané funkci f jeji dulezité vlastnosti, pomoci nichz lze nacrtnout priblizny graf
funkce. Z néj pak lze ziskat o funkci dalsi informace.

Postup:

1. Ur¢ime defini¢ni obor f a jeji zfejmé vlastnosti (spojitost, kladné/zaporna, sudé/
licha apod.)

2. Spocteme limity funkce (pfipadné jednostranné limity) v bodech nespojitosti a
v krajnich bodech D(f), véetné +00 a —o0, je-li D(f) neomezeny.

3. 7 limit ur¢ime asymptoty grafu funkce, pokud existuji (viz dale).
4. Spoc¢teme pruseciky funkce s osami (pokud existuji).

5. Pomoci prvni derivace ur¢ime intervaly monotonie a lokalni extrémy — odpovida-
jici body grafu se nazyvaji horni a dolni vrcholy.

6. Pomoci druhé derivace ur¢ime intervaly konvexnosti, konkavnosti a body inflexe
— odpovidajici body grafu se nazyvaji inflexni body.

7. VSechny nalezené body a limity funkce vyznac¢ime do jednoho obrazku a pomoci
zjisténych vlastnosti zakreslime priblizny graf funkce.

Obvykle je takto nacrtnuty graf dostatecny pro zjisténi dalSich vlastnosti zadané
funkce (zda je prosté, a tedy zda méa funkei inverzni, pocet jejich kofent, ohranice-
nost, existence absolutnich extrémi, apod.)

Asymptoty

Asymptoty lze charakterizovat jako pfimky, ke kterym se blizi graf funkce f,
jestlize body grafu jdou ,,do nekonec¢na‘. Zjistuji se pomoci limit a rozdélujeme je
do t¥{ typt:

o Suisld asymptota méa rovnici x = a a miize byt v bodé nespojitosti nebo v krajnim
bodé defini¢nitho oboru. Existuje tehdy, jestlize v bodé a je alespon jedna

z jednostrannych limit nevlastni.

e Vodorouvnd asymptota s rovnici y = ¢ existuje, jestlize limita funkce v +o00, (p¥ip.
v —o0) je rovna realnému ¢islu ¢. Je speciadlnim piipadem Sikmé asymptoty.

o Sikmd asymptota ma rovnici y = kx + ¢. Existuje, jestlize v +o0, (pfip. v —o0)
existuji vlastni limity:
- f(z) :
lim —= =k, lim x)—kx) =q.
r—+oo I ’ :v—>+oo(f( ) ) q

Svislé a vodorovné asymptoty ziskame ihned z vypoctu limit funkce v krajnich bo-
dech defini¢niho oboru a v bodech nespojitosti. (Vypocet svislych asymptot se nékdy
vynechéava.)



Diferencial a Taylortv polynom

Definice: Méjme funkci f, kterd md vlastni derivaci pro x € (a,b). Diferencidlem
funkce f v bodé x nazveme linedrni funkci promeénné h

df (z) = f'(x)h, h € R.

Poznamky:

a) Diferencial funkce v pevném bodé ¢ vyjadiuje ptiblizny piirustek funkce na okoli
bodu c. Pri grafickém znazornéni se vlastné jedna o prirustek na tecné, sestrojené
v bodu T|c, f(c)] ke grafu funkce f, pfi ,,posunu“ z bodu ¢ do bodu ¢+ h.

b) Protoze pro f(z) = x je dx = h, lze zapis zobecnit: df (z) = f'(x) dx. Zobecnény
tvar diferencialu vyuzijeme pfi vypoctu integrala substituéni metodou.

Definice: Méeyme funkci f a bod c, pro ktery existuji vSechny derivace do n-tého
radu, n € N. Taylorovym polynomem n-tého stupné pro funkci f v bodé ¢ nazveme:

f"(e) f"(c) f™(e) n
Tot(x) = fle)+ flc)(x—c)+ T(:c —c)*+ T(l‘ —c)P 4.+ T(:c —c)".
Véta 14. Meéyme funkci f a bod c, pro ktery existuji vSechny derivace do rddu
(n+1), n € N, a jsou spojité na okoli bodu c. Pak plati:

F(2) = T p(2) + Rosa (), kde lim 2ot

z—c qgntl

=0.

Poznamky:

a) Taylortv polynom v bodé ¢ slouzi k pfibliZznému nahrazeni funkce f na okoli
tohoto bodu. Pfesnost nahrazeni zavisi na stupni polynomu a velikosti okoli, pro
odhad chyby nahrazeni lze nalézt v literatufe rizné vzorce.

b) Limita v definici vyjadiuje, ze tzv. zbytek R,1 jde ,velice rychle* k nule.

¢) Tayloruv polynom se ¢asto poc¢ita v bodé ¢ = 0 — ten se nazyva také MacLaurintv
polynom. Tyto polynomy jsou uvedeny v literatute.



