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Primitivni funkce a neurcity integral

Vychozi dloha: Je ddna funkce f, kterd je derivact jisté funkce F' na vhodném inter-
valu. Naleznéte tuto ,pivodni® funkci F.

Je ziejmé, ze uvedend tloha je v jistém smyslu opacnou tlohou k derivovani.
Postup pro nalezeni funkce F' se nazyva integrace, integrovdni a situaci lze zjedno-
dusené popsat:

pii derivovani je dana funkce y = f(z), vy
pii integrovani je dana funkce y' = f(z), y=

Definice: Funkci F nazveme primitivng funkci k f na intervalu I = (a,b),a,b € R,
jestlize
F'(z) = f(z) Vzxel.

Definice: Souhrn vsech primitivnich funkci k funkci f na intervalu I nazveme ne-
urcitym integrdalem funkce f na intervalu I.
Zapis neurcitého integralu:

/ f(x)dx nebo zkracené / f,

kde f je integrované funkce (tzv. integrand) a ¢len dz uvadi oznaceni integra¢ni
proménné (neni zde ve vyznamu diferencialu).

Véty o neurcitém integralu

Véta 1. Jestlize mad funkce f na intervalu I primitivni funkci, pak md na I primi-
tivnich funkci nekonecné mnoho a vsechny se lisi o konstantu ¢ € R.

Vysledek proto obvykle zapisujeme ve tvaru [ f(z)dx = F(z) +c,

kde ¢ € R je integra¢ni konstanta.

Véta 2. (o existenci primitivni funkce) Ke kaZdé funkci f spojité na intervalu I
existuje na 1 spojgitd primitivni funkce F.



Véta 3. (vztah derivace a integralu) Je-li funkce f spojitd na intervalu I, pak na I
plati:

(/f(x)dx),:f(x), /(F(m)’dx:F(x)—i—c, c € R.

Véta 4. (o linearité neurcitého integralu) Jestlize na intervalu I existuji neurcité
integrdly funkce f a funkce g a ¢ € R, pak na intervalu I plati:

J(f(@) +g(x))de = [ f(z)dzx+ [g(z)dw,
[(cf(x)de = c[ f(x)dx.

Vypocet neurcitého integralu

Zakladni vzorce

Vzorce v tabulce jsou odvozené ze vzorci pro derivace. Jako obory integrace jsou
uvedeny maximalni intervaly, kde je funkce integrovatelné, pripadné body, které ne-
mohou byt v intervalu obsazené.

Primitivni funkce Obor integrace
[ldz=z+c¢ R
Ja™dr = f::ll +c¢ pron# —1, n€ R | podle spojitosti f
f%dmzln|x|—|—c x40
[etdr=e"+c R
faﬁdx:%—kc proa#1, a>0 R
[sinz de = —cosz +c R

[ cosz duz =sinz +c R
f@dm:tgx—kc r#5+kmke”Z
[ = do = —cotgz +¢ r#kmkeZ
fﬁ dx = arctgx + ¢ = —arccotgz + ¢ R
fﬁ dr = arcsinx+c = — arccos z+c¢ (—1,1)

Postupy vypoctu
P1i vypoctu neurcitych integralti pouzivame:
e zékladni vzorce,
e vhodné tpravy integrované funkce
(apravy vyrazi s mocninami, vzorce pro dvojéleny a goniometrické funkce atd.),
e integracni metody:



1) metodu per partes,
2) metodu substituéni,
3) integraci racionalni funkce,
e kombinovani riznych postupt a integra¢nich metod.

Pripomenme:

1) Obor integrace urc¢ujeme vzdy podle spojitosti integrované funkce.

2) Zkousku spravnosti vypoctu lze provést vzdy zpétnym zderivovanim.

3) Neékteré integraly lze pocitat vice zpusoby - podle obtiznosti vypoé¢tu je vhodné
zvéazit, kterou metodu pouzijeme.

4) Nékdy lze pii riznych postupech integrace ziskat ,,opticky odlisné vysledky, které
se vSak lisf jen o ,,skrytou” konstantu.

5) Nekteré integraly nelze integra¢nimi metodami vypocitat, prestoze primitivni
funkce existuje (nebot integrovana funkce je spojita na néjakém intervalu). Jsou to

napiiklad integraly:
2 sin x e’
e’ dx, dx, — dx, apod.
x x

Integrac¢ni metody

Metoda per partes

Véta 5. Jestlize funkce f a g maji na intervalu I = (a,b),a,b € R*, spojité
derwace, pak na I plati:

[ 1@ @ds = @) - [ 5@

Metoda per partes (tzv. integrace ,,po ¢astech”) je odvozena z derivace souc¢inu dvou
funkei. PTi jejim uZziti volime funkce f a ¢’ tak, aby byl novy integral jednodussi nez
integral zadany. Obvykle funkci f volime tak, aby se derivaci ,,zjednodusila®“, a funkci
¢’ tak, abychom z ni mohli snadno spocitat integral.

Metoda per partes se pouziva nejcastéji:
e pii integraci soucinu (pfip. podilu) jednodussich funkei,
opakované pfi integraci sou¢inu funkei,
v integralech, kde je vhodné souc¢in vytvorit,
vede-li integral na vypocet z rovnice,
vede-li vypocet na rekurentni vzorec.

Substitucni metoda

Véta 6. (prvni véta o substituci) Méjme sloZenou funkci flg]. Necht funkce f je
spojitd na intervalu J = (c¢,d) a md na J primitioni funkci F. Necht funkce g md
spojitou derivaci na intervalu I = (a,b) a pro vSechna x € I je g(x) € J. Pak na
intervalu I plati:

[ 16 9@ e = Pt + e



Véta 7. (druha véta o substituci) Necht [ f(g(t))g'(t) dt existuje v intervalu J =
(¢,d). Necht md funkce g na J spojitou nenulovou derivaci a zobrazuje interval J na
interval I = (a,b). Pak na I existuje [ f(x)dx a plati

[ fayde = /f — M(g™\(2)) +c,

kde M je primitivni funkci k f[g]

Substitucéni metoda je zaloZena na derivaci slozené funkce. V konkrétnich tlohach
si obvykle substituci rozepisujeme, pfitom za symbol dt lze formélné pouzit vzorec
pro diferencial:

[ statan g @as = | 47

Po dokonceni substituce nesmi v integralu ztistat dvé integracni proménné. V né-
kterych integralech je nutno provést postupné vice substituci, k ptivodni proménné
se pak vracime az po ziskani primitivni funkce.

\ [ st =P+ o= Fgla) +e

Substitu¢ni metodu obvykle pouzivame pii integraci:
e slozené funkce,
e soucinu ¢i podilu dvou funkei,
e funkce vicekrat slozené.

Casté typy integrali, fesené substituéni metodou:

?) /fax—i—b :—F(ax+b)
b) A
/ (D) dr =1In|g(z)| + c.

Priklady na vypocet neurcitych integrali riznymi postupy naleznete v souborech
Resené priklady a Cvicent s vysledky.



