Integralni pocet - 2. ¢ast

Osnova prednasky

e Integrace racionalni funkce.

e Urcity Riemanniiv integral - zavedeni a definice.
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Struény obsah prednasky, dilezité pojmy a véty

Integrace racionalni funkce

Funkce typu % pro st Q) = 2

Vypocet [ ggg dz, tedy integrace (lomené) racionalni funkce, spo¢iva v rozkladu
integrované funkce na soucet jednodussich, tzv. parcidglnich zlomkt, které lze snadno
integrovat. Tento rozklad lze uplatnit pouze na podily polynomt, v nichz je stupen
polynomu P mensi nez stupen (). Neni-li tato podminka splnéna, musime nejprve

provést déleni polynomi, tj.:

kde podil 1;1((5)) jiz uvedené podmince vyhovuje.

Je-li tedy st Q = 2 a st P < 2, budeme integrovat funkci ve tvaru

P(z)  ar+b
Q(z) 22+prtq

Pravidla pro rozklad na parcialni zlomky (s obecnymi koeficienty A, B):

a) ma-li ) dva realné kofeny =7 a o, je Q(z) = (z — x1)(x — 22) a

Pl) A B

= 2.1
Qx) w—x1 x—19 (2.1)
b) mé-li Q jeden (dvojnasobny) redlny kofen zi, je Q(z) = (r — z1)* a
P A B
(z) _ (2.2)

Q(x) _£L'—$1+<£L‘—$1)2 ’

gg; na jednodussi parcialni zlomky rozlozit

¢) mé-li @ jen komplexni koteny, podil
nelze. Upravime ho do tvaru

ar+b 2 +p b—35p

a
=_ 2.3
22+pr+q 22°+pr+q 22+pr+gq (23)

a dale Tfesime s pouzitim substitu¢ni metody. Obor integrace je v tomto pripadé R.



Mame-li funkci rozloZenou na soucet parcialnich zlomku, uréime koeficienty A, B
dosazovaci nebo porovnéavaci metodou. V obou piipadech rovnici (2.1), piip. (2.2)
nasobime spole¢nym jmenovatelem (2% + pz + ¢), tim ziskAme rovnost dvou poly-
nomd.

e dosazovaci metoda: Oba polynomy musi byt shodné Vx € R, proto do obou
dosadime vhodna ¢isla (obvykle kofeny Q).

e porovnavaci metoda: Pri rovnosti dvou polynomt maji oba stejné koeficienty
u shodnych mocnin proménné, proto tyto koeficienty porovname a ziskdme tak rov-
nice pro hledané koeficienty A a B.

Po urceni hodnot A a B integrujeme oba zlomky s pouzitim jednoduché substituce.
Oborem integrace je pak kazdy interval, ve kterém nelezi zadny kofen polynomu Q).
P(x)

Integrace funkci typu O Pro st Q> 2

Pocet a tvar parcialnich zlomki obecné zavisi na kotfenech polynomu @, které mohou
byt realné i komplexni, jednonasobné i vicenasobné. Je-li stupen polynomu ) vétsi
nez 2, vzdy existuje rozklad Q(z) ve tvaru:

Q(z) = a(z—x1))" (x—21)" . (2—21) (2—22) "2 (2—22)" L (w—22)... (2% +pra+q)™

(ZE2 + prx + ql)sl_l...(x2 +pr+aqr)..,

kde kofeny x; jsou redlné s nasobnosti n; a uvedené troj¢leny jsou jiz nerozlozitelné
(tj. maji komplexni kofeny s nasobnosti s;). Pak ggg (pro st P < st () rozlozime

na soucet parcialnich zlomku nasledujicim zptisobem:

a) kazdému reédlnému kofenu z; s nasobnosti n; bude v sou¢tu odpovidat n; parcial-

nich zlomku typu
Ay,

(v — )k’
b) kazdému trojélenu (22 4+ p;x + ¢;) s komplexnimi kofeny s nésobnost{ s; bude v
souctu odpovida s; zlomku typu

k=1,2,....n (2.4)

Brx + Cy,
RS

k=1,2,...,s,. (2.5)

Jsou-li v rozkladu pouze zlomky typu (2.4), je dalsi postup analogicky jako u funkei
s polynomem ) druhého stupné. Pokud se v rozkladu vyskytnou i zlomky typu (2.5),

Integraci racionalni funkce pro st () > 2 se podrobnéji vénovat nebudeme. Jesté
pripomenme, ze k integraci racionalni funkce ¢asto vede predchozi pouziti substi-
tucni metody.

Urcity Riemanntiv integral - zavedeni a definice
K zavedeni urcitého integralu nam poslouzi tato geometricka tloha:

Na uzavieném intervalu I = (a,b) je ddna spojitd nezdpornd funkce f. Spoctéte
plosny obsah obrazce, ohraniceného grafem této funkce, osou x a primkami r= a,
x =Db.

Strucné naznac¢ime postup pro odvozeni vysledku:



e Interval (a,b) rozdélime na podintervaly body a = zo < 1 < x9 < -+- < x, = b
(tzv. déleni D).

e Na libovolném intervalu J; = (z;_1,2;),7 = 1,...,n existuji podle Weierstrassovy
véty extrémy funkce f. Oznac¢me je

m; = min f(z) na J;, M; = max f(z) na J;.

e Nad intervalem J; sestrojime dva obdélniky: obdélnik A; s vyskou m;, obdélnik B;
s vyskou M;. Pro jejich obsahy dostavame:

P(Ai) = m;dj, P(Bi) = M;d;, d; = x; — x; 1,
P(A;) < P(B)).
e Na kazdém podintervalu J;,i = 1,...,n provedeme stejny postup a oznacime

= Z P(4;), ... dolni soucty,

= Z P(B;), ... horni soucty.

e Ziskali jsme dolni a horni odhad pro obsah plochy P, nebot pro kazdé déleni D
plati:

s(f,D) <P <S(f,D).
Pridavanim dalsich délicich boda (tzv. zjemnovanim déleni D) se budou oba odhady
zpreshovat a k sobé priblizovat.
e Nastane-li pro vSechna mozna déleni D rovnost

sup{s(f, D)} = inf{S(f, D)},

bude tato hodnota téZz obsahem plochy P.

Definici urcitého integralu vyslovime obecnéji pro funkci f omezenou (konstrukei
1ze provést i pro nékteré nespojité funkce), proto misto minima a maxima funkce f
na intervalu J; pouzijeme jeji infimum a supremum. Funkce mize nabyvat kladnych
i zapornych hodnot.

Definice: Méjme funkci f omezenou na (a,b). Oznacme D libovolné délent inter-
valu {(a,b), tj. D = {xg=a,x1,...,2, =0}, kde zo < x1 < --+ < x,, podintervaly
Ji = {xi_1, ;) a jejich délky d;, i =1,...,n. Oznaéme

— inf{f(z),z € J;}, M; =sup{f(z),z € J;}

Zmzdl,Sf, ZMd

sup{s(f, D)} = inf{S(f, D)},

pak tuto spolecnou hodnotu nazgvame urcitym Riemannovym integrdlem funkce f na
intervalu {(a,b).

a ddle

Jestlize plati:



Zapis urc¢itého integrélu: , ,
/ f(z)dx, pripadné / f.
a a

Pozndmka:

Cislo sup{s(f, D)} se nazyva dolni Riemanniv integral, ¢islo inf{S(f, D)} pak
horni Riemanntv integréal na intervalu (a, b). M&-1i funkce f na intervalu I = (a,b)
urcity integral, fikdme, Ze f je na I riemannovsky integrovatelna.



