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Urcity Riemanntiv integral - zakladni véty

V celém dal$im textu budeme oznacenim wrcity integrdl vzdy rozumét urcity
integral Riemanntv.

Véta 1. (postacujici podminka existence) Je-li funkce f spojita nebo monoténni
na intervalu {a,b), pak md na intervalu {a,b) urcity integrdl.

Véta 2. (Newton — Leibnizova) Necht je funkce f spojitd na {(a,b) a md na tomto
intervalu primaitiond funkci F'. Pak plati:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
Véta 3. (o linearité) Necht existugi fabf($) dx a f:g(x) dx. Pak plati:
b b b
/ (cf(z) +dg(x))de = c/ f(z)dx + d/ g(x)dz, c¢,deR.

Véta 4. (o aditivité) Necht ¢ € (a,b). Pak f: f(z)dx ezistuje, prave kdyz existuji
integrdly [T f(z)dz a fcbf(:c) dz, a plati:

/abf(x)dx—/acf(w)dx—l—/cbf(a;)dx.

Véta 5. (o stiedni hodnoté integralu) Méjme f spojitou v I = (a,b). Pak ezistuje
aspoti jeden bod ¢ € (a,b), Ze plati:

/ f(x) dz = (b— a) £(0)

(St¥edni hodnotou se nazyva hodnota f(c).)



Dulezité vlastnosti urcityjch integradli
L [* f(z) dz = 0.
2. Prob>aje: [ f(z)de =— fjf(x) dz, pokud integral fabf(x) dx existuje.
3. Existuji-li ¢isla m a M, ze m < f(x) < M Vx € (a,b), pak plati:
m(b—a) < /bf(x)dx < M(b—a).
Vztah se vyuziva pro odhad uréitéillo integralu.
4. Je-li f(z) < g(x) na (a,b), pak fff(:z;) dr < f;g(x) dx.
Dasledek: Je-li f(xz) > 0 Vz € (a,b), pak f: f(z) de >0,
Je-li f(z) <0V € (a,b), pak fab f(x) dz <0.
5. Jestlize je f spojita na (a,b), pak lze zavést spojitou funkci

G(z) = /xf(t) dt pro z € (a,b),

ktera je primitivni funkei k funkei f (nazyva se integrdl s proménnou horni mezi)

Vypocet urcitych integrala

Urcité integraly pocitdme podle Newton-Leibnizovy véty, ktera uvadi vztah mezi
uré¢itym a neur¢itym integralem. Lze tedy pouzivat obvyklé vzorce a integra¢ni me-
tody, upravené pro urcity integral:

Véta 6. (Metoda per partes) Maji-li funkce f a g na intervalu {(a,b) spojité deri-
vace, pak plati:

[ 1@ de = i@l - [ F@gt) s

Véta 7. (Substituéni metoda) Méjme sloZenou funkci f[g]. Necht funkce f je spojitd
na intervalu J = {(c,d) a md na J primitivni funkci F. Necht ddle funkce g md
spojitou derivaci na intervalu I = (a,b) a pro vSechna x € I je g(x) € J. Pak plati:

/f@@»d@MI=F@@%<ﬂmw>

P1i vypoctu urcitého integrélu substitu¢ni metodou obvykle provedeme tzv. prepo-
¢itani mezi pro novou proménnou a k ptvodni proménné se jiz nevracime.

Aplikace urcitého integralu

Urcité integraly se vyskytuji pfi feseni riznorodych problémi, v mnoha matematic-
kych, technickych i ekonomickych tlohéch.

a) Zdkladni geometrické aplikace

e vypocet obsahu plochy, ohranic¢ené:
x grafem nezaporné funkce f, osou x a primkami x = a,x = b:

P—/abf(fv) dz,
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x grafem libovolné funkce f, osou = a pfimkami = = a,x = b:

P= [y,

« grafy dvou funkei f a g, jestlize f(z) > g(x) Vo € (x1,z), kde
hodnoty z1 a x5 jsou z-ové soufadnice priseciki obou funkei:

r—| (@) — gla)) d.

1
e vypocet délky krivky™,
e vypocet objemu rotac¢niho télesa*,
e vypocet plasté rotacniho télesa*.

*Prislusné vzorce lze najit ve vhodné literature.

b) Aplikace v ekonomii a statistice

e v riznych statistickych metodach,

e v teorii pravdépodobnosti (vypocet stfedni hodnoty, rozptylu, distribuéni funkce
atd.),

e v nékterych ekonomickych tulohéch,

e pii technické analyze akcii,

e pii testovani hypotéz apod.

Priklady na vypocet urcitych integralii a jejich aplikace najdete v souboru Re-
Sené priklady a Cviceni s vysledky.

Nevlastni integral

Nevlastni integrél je zobecnénim urcitého integralu. Zavadi se pro pripady, kdy
interval neni uzavieny, nebo na ném neni integrovana funkce f spojita. Definuje se
pomoci primitivni funkce a jejich pfislusnych limit (pokud tyto limity existuji) a déli
se na nevlastni integraly vlivem meze a nevlastni integraly vlivem funkce. Uvedeme
zde jen vzorce pro nékteré z nich:

a) Integrdly nevlastni vlivem meze
e funkce f je spojitd na I = (a,b):

T—b~ z—a™t

b
/ f(x)dr = lim F(z)— lim F(z),

e funkce f je spojitd na I = (a,00):

/ " f@)ds = lim F(z)— lim F(x).

T—$00 z—a™t

e funkce f je spojitd na I = (—o0,00):

/_00 f(z)dr = lim F(x) — lim F(x).

T—00 T—r—00



b) Integraly nevlastni vlivem funkce

e funkce f neni spojita ve vnitinim bodé ¢ intervalu I = (a, b):

/ f(x)d$:/cf(x)d:v+/ f(z)dz = lim F(z)— F(a)+ F(b) — lim F(z).

T—c™ T—ct

Ve vypoctu tedy misto dosazeni mezi do primitivni funkce spocteme ptislusné
limity, pokud existuji. Pak je vysledkem bud realné ¢islo a fikdme, Ze integral kon-
verguje, nebo je vysledkem oo a fekneme, Ze integral diverguje.

Vyznam a nékteré vlastnosti nevlastniho integralu jsou analogické jako u urci-
tého integralu. Nevlastni integraly se pouzivaji napft. u ¢iselnych tad, ve statistice
apod.

Poznamka:
Ve statistice je dulezita tzv. funkce Gama, definovana pomoci nevlastniho integralu
pro y > 0:

F(y)—/ v~ te " da.
0

Nékteré vlastnosti funkce I':
o I'(1) =1,
o Ny+1)=yl(y) Vy>0,
e Prone Njel'(n+1)=n!



