Ciselné rady
Osnova pirednasky

e Ciselna rada a jeji soucet.
e Kritéria konvergence a divergence.
e Absolutni konvergence.
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Struény obsah prednasky, dilezité pojmy a véty

Ciselna fada a jeji soucet
Vychozim pojmem pro ¢iselné fady je pojem posloupnosti. Tu jsme definovali

jako funkci f : N — R s hodnotami {a,}>°, = {a1,a9,as, ...}. Vytvoime nyni
pomoci ¢lent posloupnosti ,,nekoneény soucet*:

o0

a1+a2+a3+~~~:Zan.

n=1

Tento vyraz muze obecné predstavovat realné ¢islo, nekoneéno, nebo jeho hodnota
nemusi viibec existovat.

Definice: Méjme posloupnost {a,}5° . Ciselnou Tadou nazveme vyraz

o0

n=1

N-tym castecnym souctem této Tady nazveme cislo s, = a1 + as + - - - + ay,.

o
Definice: Méjme Fadu Y a,. Ezistuje-li vlastni lim s, = s, pak cislo s € R na-

n=1 n—oQ

zveme souctem této Tady a Tada se nazyvd konvergentni. Pokud je lim s, nevlastni,
n—oo

nebo neexistuje, pak se rada nazyvd divergentni.
[oe)

Pro konvergentni fadu zapiSseme: > a, = s.
n=1

Poznamky:

a) Je-li {a,}22, konstantni (nenulova) posloupnost, pak fada vznikla z této po-
sloupnosti je divergentni.

b) Je-li {a,}52, aritmetickd posloupnost (s diferenci d # 0), pak fada vznikla
z této posloupnosti se nazyva rada aritmeticka a je vzdy divergentni.

c) Je-li {a,}2, geometrickd posloupnost (s ¢lenem a; # 0), pak fada vznikla
z této posloupnosti se nazyvéa geometricka fada. Ta je konvergentni pro [¢| < 1 a
divergentni pro |¢| > 1.



d) Soucet geometrické fady > a1¢" ! s kvocientem ¢, |¢| < 1, je

n=1

1—q¢"  a

s= lim s, = lim a; = .
n—00 n—o00 1—gq 1—gq

Véty o ciselnijch raddch

Véta 1. Méjme fady > a,, Y b, a k € R. Pak plati:
n=1 n=1

i(an + bn) = ian + i bnu
n=1 n=1 n=1
io:(k:an) =k f: ,,
n=1 n=1

pokud vyrazy na praviych strandch maji smysl.

Soucet fady (kromé Fad geometrickych) se obecné ur¢uje pomérné obtizné, proto
se v praxi vét§inou omezujeme na zjistovani, zda je dana fada konvergentni, nebo
divergentni. Je-li néjaka fada konvergentni, pak lze se¢tenim dostatec¢né velkého po-
¢tu ¢lentt nahradit jeji soucet s pozadovanou presnosti a odhadnout chybu, jaké jsme
se pritom dopustili. Divergentni fadu ale zadnym pfibliznym souc¢tem nahradit nelze.

Kritéria konvergence a divergence

Ke zjistovani konvergence ¢i divergence fad nam slouzi tzv. kritéria.

Véta 2. (kritérium divergence) Méjme fadu Y a,. Jestlize je lim a, # 0, pak je
n=1 n—oo
dand Tada divergentni.

o
Opacna implikace neplati: Je-li lim a, = 0, pak muze byt fada > a, konvergentni
n—oo n=1
i divergentni.

Kritéria pro Tady s kladngmi (nezdapornymsi) ¢leny

Definice: Rada > a, se nazgvd tada s kladngmi cleny, jestlize Vn € N je a,, > 0,
n=1
a nazyvd se rada s nezdapornymi cleny, je-li a, > 0 Vn € N.

Mame-li fadu s kladnymi ¢i nezapornymi c¢leny, je posloupnost jejich ¢asteénych
soucti vzdy neklesajici. Mohou tedy nastat pouze nésledujici situace:

e lim s, =s,s € R atada je konvergentni,
n—oo

e lim s, = oo a fada je divergentni.
n—oo

Kazdou tadu s nezapornymi ¢leny lze zapsat jako fadu s kladnymi ¢leny (nulové
¢leny lze vynechat a soucet ani konvergence fady se tim nezméni), proto dalsi kritéria
uvedeme pro fady s kladnymi ¢leny. TTi nejpouzivanéjsi kritéria jsou:



o0

Véta 3. (D Alembertovo limitni kritérium) Méjme fadu > a, s kladnymi éleny.
n=1
Necht existuje lim % = L,L € R*. Pak plati:

n—o0 n

a) Je-li L < 1, fada ) a, je konvergentni.

n=1

b) Je-li L > 1, tada Y a, je divergentni.
n=1

Véta 4. (Cauchyovo limitni kritérium) Méjme Fadu > a, s kladngmi éleny. Necht

n=1
existuje lim /a, = L, L € R*. Pak plati:
n— oo
a) Je-li L < 1, fada Y a, je konvergentni.
n=1
b) Je-li L > 1, fada ) a, je divergentni.
n=1
Véta 5. (integralni kritérium) Méjme fadu > a, s kladngmi éleny, kde posloupnost
n=1

{a,}2, je nerostouci. Definugme funkci f : (1,00) — R, kterd je spojitd, nerostouct
a kladnd a f(n) = a, Vn € N. Pak plati:

a) Je-li [ f(z)dz =c,c € R, pak je Fada Yy a, konvergentni.

n=1

[ee]
b) Je-li [[° f(x)dx = oo, pak je Fada Y a, divergentni.
n=1

Poznamky:

a) Kritéria D”Alembertovo a Cauchyovo jsou tzv. slabé, protoze nam nedévaji
odpovéd pro vSechny fady. Je-li totiz L = 1, pak pomoci téchto kritérii nelze o
konvergenci ¢i divergenci fady rozhodnout. Vyslednd hodnota limity L neudava u
zadného kritéria soucet fady.

b) Integralni kritérium je tzv. silné, protoze za danych predpokladi fesi situaci
obecné, pro vSechny fady. Jeho nevyhodou je ovSem nutnost vypoc¢tu nevlastniho
integralu, ktery mize byt pro mnohé rady prilis obtizny, ¢asto i obvyklymi metodami
nefesitelny. Vysledna hodnota integralu ¢ neni souc¢tem fady.

c) Je-li pfislusna fada definovana pouze na mnoziné N,, pak se v integralnim
kritériu pouzije nevlastni integral [~ f(z) dx.

d) Pro rozhodovani o konvergenci ¢i divergenci fad existuji i dalsi kritéria, témi
se vSak v ramci této prednéasky zabyvat nebudeme.

Dalsi typy Tad

o
e Je-li Y a, fada se zapornymi (piip. nekladnymi) ¢leny, pak tpravou
n=1

o o
D == bn
n=1 n=1



oo
prevedeme zjistovani jeji konvergence ¢i divergence na vysetfovani fady » by, ktera
n=1
mé kladné (pfip. nezaporné) ¢leny.

e Jestlize je zadana rada ve tvaru

i(—l)”an, nebo i(—l)’“rl an
n=1 n=1

tj. pravidelné strida znaménka, pak se tato fada nazyva rada alternujici. Pro ni se
nejcastéji pouziva nasledujici kritérium konvergence (ne oviem divergence):

Véta 6. (Leibnizovo kritérium) Méjme alternugici fadu » (—1)" a,, kde posloup-
n=1

nost {an}>2 | je nerostouci a s nezdaporngmi cleny. Je-li lim a, = 0, pak je Tada
n—oo

> (=1)"a, konvergentnd.

n=1

Absolutni konvergence

Pro dalsi typy fad vyse neuvedené se zjistuje tzv. absolutni konvergence. Pomoci
ni lze dokazat konvergenci fad, v nichz se st¥idaji znaménka nepravidelné (ale ne
jejich divergenci).

Definice: Ciselnd fada Y, a, se nazjvd
n=1

(o9}
a) absolutné konvergentni, jestlize je konvergentni fada » . |a,|,
n=1

b) neabsolutné konvergentni, je-li > a, konvergentni, ale Y |a,| je divergentni.
n=1 n=1

Véta 7. KazZda absolutné konvergentni Tada je také konvergentni.

Opacna implikace neplatl Pro rady s kladnymi ¢ nezapornymi c¢leny oba pojmy

splyvaji, nebot pro né Z ay = Z |an]|.
= n=1
Pro vypocty s absolutné konvergentnimi fadami plati mnoha dilezita pravidla,
napt. komutativni zakon (tj. libovolnym pferovnanim ¢lenu fady se jeji soucet ne-
zméni, coz obecné pro ,nekone¢né soucty” neplati).
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