Funkce a jeji vlastnosti

Osnova prednasky

e Realna funkce jedné realné proménné.
e SloZena a inverzni funkce.
e Zakladni vlastnosti funkci.
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Strucény obsah pirednasky, dilezité pojmy a véty
Realna funkce jedné realné proménné

Definice: Je-li f zobrazeni mnoZiny A do mnoziny B, kde mnoZiny A, B jsou
ciselné mnoziny, pak se f nazyjvd funkce. Jsou-li obé mnoZiny A, B C R, nazjvd se
f A — B redlnd funkce jedné redlné proménné.

Umluva: V latce tohoto semestru budou vzdy A, B C R, proto budeme zkracenym
nazvem funkce rozumét pravé realnou funkci jedné reélné proménné.

Opét znacime:
f:A—>B7 f:x—>y7 y:f(l')7
D(f) ... defini¢ni obor funkce f, D(f) = A ... mnozina vzoru
H(f) ... obor hodnot funkce f, H(f) C B, H(f) ... mnozina obrazu.

Neni-li mnozina A uvedena, uré¢ujeme defini¢ni obor funkce jako maximalni mnozinu
¢isel x, pro kterd méa predpis (vzorec) v zadani funkce smysl.

Definice: Grafem funkce f nazveme mnozZinu G(f) = {[z,y],z € D(f) N y =
f(x)}, zndzornénou v roviné xy.

Definice: Kazdé cislo ¢ € D(f), pro které je f(c) = 0, se nazgvd koien, neboli
nulovy bod funkce f.

Je-li ¢islo ¢ kofenem funkce f, pak bod P = [¢, f(c)] je prusecikem grafu funkce f
S 0sou .

Zpusoby zaddni funkci:

- predpisem, vzorcem tj. analyticky,

- tabulkou (Casto hospodarské vysledky: objem vyroby za urcita obdobi, naklady
jednotlivych provoznich stiedisek, ceny vyrobku béhem roku atd.),

- graficky apod.

Analytickd zadani jsou riznych typu:

e cxplicitni zaddni - ve tvaru y = f(z),

e implicitni zaddni - rovnici F(x,y) = 0, ktera za uréitych podminek definuje
funkei y = y(x),



e parametrické zaddni - obé proménné jsou dany pomoci vedlejstho parametru,
tj. x =x(t),y =y(t), t € I aptitom y = f(z).

Operace s funkcemsi:

Definice: Méjme funkce f, g a mnozZinu D = D(f)ND(g). Pak definujeme soucet,
rozdil a soucin funkci f a g s oznacenim f+g, f—g, fg a absolutni hodnotu funkce
f s oznacenim | f| predpisy:

(f+9)(x) = [f(x)+g(x) VeeD,

(f—9)(=) = flx)—glx) VeeD,

(fg)(x) = flx)g(x) Ve e D,
[fl(z) = [f(2)| vz € D(f).

Ddle definujeme podil funkci f a g s oznacenim g predpisem:

L(x) = % Va € D\ {z, g(z) = 0}.

SloZzena a inverzni funkce

Definice: Mé¢jme funkci g : A — B a funkci f : B — C. Funkci h : A — C
nazveme funkci sloZenou z funkci g a f, jestlize Vo € A je h(zx) = f(g(x)).

Opét znacime h = f[g| a lze analogicky skladat i vétsi pocet funkei. P¥i uréovani
jejich definiéniho oboru stanovime podminky pro kazdou dil¢i funkci a pak hledame
mnozinu, kde jsou vSechny podminky splnény soucasné.

Definice: Méjme funkci f, f: A — B, f(z) =y, kterd je prostd a je na mnoZinu
B. Inverzni funkci k f nazveme funkci =1, pro kterou je f~=': B — A a Vy €

B (f7y) = ).

Ptehledné zapiSeme:
Vee AVye B (y=f(z) & == f"'(y))
Vlastnosti inverznich funkei:

Véta: Mejme funkci f, kterd je prostd a zobrazuje mnozZinu A na mnoZinu B a
f=L funkci inverzni k f. Pak plati:

L D(f™') =H(f) A H(f™') = D(f),

2. f=1 je urcena jednoznacné, je prostd a na mnoZinu A,

3.(f ) =1,

4 S = Lo fLFY = I,

5. grafy funkci f a f=' jsou navzdjem soumérné podle primky y = x.

P1i vypoc¢tu inverzni funkce nejprve ovétrime, Ze je dané funkce prostéa (z grafu,
z definice), pfipadné provedeme vhodnou restrikci. Potom ze zadaného funkéniho
piredpisu y = f(z) vyjadfime proménnou =z = f~!(y). V souladu se zvyklostmi
zapisu funkce obvykle jesté pieznacime proménné: y = f~1(xz).



Dvojice navzajem inverznich funkei:

f(x) = ow f_l(x) %7

f(x) =a? fHx) = {a,

f(z)=+/x f~Yz) =2* (na vhodném intervalu),
flx) =logz  f~'(z) =107

o) =13 Fie) =1 apod

Zakladni vlastnosti funkci

Vlastnosti funkce uréujeme bud na D(f), nebo na dané mnoziné M C D(f).
Pokud mnozina M neni uvedena, vztahuji se vlastnosti k defini¢cnimu oboru funkce.

Prehled zdakladnich vlastnosti:

e f je prostd a ,na“ - viz zobrazeni,

e f je ohranicend (tj. omezend) na M (pfip. ohrani¢end shora, zdola), je-li obraz
f(M) ohrani¢end mnozina (pfip. ohranic¢ena shora, zdola). Maximem (minimem,
suprémem, infimem) funkce f pak nazveme maximum (minimum, suprémum,
infimum) mnoziny f(M).

e monotonie:

- f je rostouci na M, jestlize Vay, 20 € M (11 < 9 = f(21) < f(22)),

- f je klesajici na M, jestlize Vi, 29 € M (11 < x5 = f(21) > f(22)),
- [ je nerostouci na M, jestlize V1, z0 € M (21 < 22 = f(21) > f(x2)),
- f je neklesajici na M, jestlize Va1, 20 € M (21 < 23 = f(z1) < f(22)).

e symetricnost:

- f je suda na M, jestlize Ve € M ((—z) € M A f(—x) = f(z)),

- f je licha na M, jestlize Vo € M ((—z) € M A f(—x) = —f(z)).

f je periodickd na M, jestlize Ip # 0, ze Ve € M ((x+p) € M A f(z+p) = f(x)).

Dale plati:
a) Je-li funkce f ryze monoténni na svém D(f), pak je na ném také prosta.
b) Je-li funkce f rostouci (pfip. klesajici), pak jeji inverzni funkce f~! je také ros-
touci (pfip. klesajici).
c¢) Graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je soumérny podle
pocatku soustavy soufadnic.

Pozndamka:

Pozdéji budeme u funkei urcovat i dalsi vlastnosti, zvlasté:
® spojitost,

e konvexnost /konkavnost (tj. ,prohnuti‘ grafu funkce).

Priklady funkci, uréovani jejich defini¢nich obori a zakladnich vlastnosti a vy-
pocet inverzni funkce naleznete v souboru Resené priklady.



