Dalsi funkce, posloupnost
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Nékteré neelementarni funkce

Kromé elementarnich funkci existuje v praxi zna¢né mnozstvi funkci dalsich,
které nemaji obecné vlastnosti funkei elementarnich, ale jsou také dilezité (napf.
funkce dané po ¢astech). Uvedeme alesponn nékteré z nich.

Funkce signum

Nazyva se také znaménkova funkce - udava znaménko argumentu. Ma funkéni pred-
pis f(z) = sgn x, je definovana Vx € R a lze ji rozepsat jako funkei danou po ¢astech:
—1 Vz € (—00,0),
f(z) =sgn x = 0 z=0,
1 Vz € (0,00).

Obor hodnot H(f) = {—1,0,1}, jeji graf se sklada ze dvou polopfimek rovnobéz-
nych s osou z a bodu [0, 0]. Z jejich vlastnosti uvedme:

e funkce je neklesajici,

e je to funkce lich4,

e je ohranicend, jeji minimum je -1, maximum je 1, tyto extrémy nastavaji v ne-
kone¢né mnoha bodech.

Dirichletova funkce
Funkce ma predpis f(z) = D(x), je definovana Vo € R a piifazuje racionalnim ¢is-
lim hodnotu 1, iracionalnim ¢islim hodnotu 0. Je tedy:

1 Vx e,

f(z) = D(x) _{ 0 VzeR\Q.
Obor hodnot H(f) = {0, 1}, graf Dirichletovy funkce nelze zakreslit. Z definice ur-
¢ime jeji vlastnosti:

e funkce neni monoténni,

e je to funkce sudé,

e je ohranicena, jeji minimum je 0, maximum je 1, oba extrémy nastavaji v ne-
kone¢né mnoha bodech.
Je typickym pfikladem funkce, ktera neni spojita v zddném bodé svého definiéniho
oboru (o spojitosti viz dale). Nema prilis prakticky vyznam, vyuziva se spiSe v teorii
pro dikazy a ilustraci riznych vlastnosti.



Funkce Cela cast
Pro funkci se pouziva zapis f(x) = E(z) nebo f(x) = [z]. Defini¢nim oborem je R
a funkéni hodnota pro proménnou x je definovana jako nejvétsi celé cislo, které je
mensi nebo rovno x. Je tedy napi:

E(3,27) =3, E(7) =7, E(—5,21) = —6.

Obor hodnot H(f) = Z a jeji graf je tvofen soustavou usecek rovnobéznych s osou
x. Ze zakladnich vlastnosti ma pouze vlastnost neklesajici funkce.
V souvislosti s touto funkei lze zavést i funkci zlomkovd cast.

Posloupnost a jeji vlastnosti

Definice: Posloupnosti nazveme funkci f, pro kterou D(f) = N.
Tedy: f: N—R

fion— f(n) =ay
Posloupnost jsme zavedli jako specialni typ funkce. Zna¢ime ji {a,}%,, pfip. jen
{a,}. Obor hodnot H(f) C R, grafem posloupnosti je mnozina izolovanych bodu v
1. & 4. kvadrantu. Posloupnost je ¢asto definovana i na mnoziné Nj.

Posloupnost muze byt zadana explicitné (tj. a, je dano v zavislosti na n), nebo
rekurentné (a, je zadano pomoci predchozich ¢leni, s uvedenim odpovidajiciho po-
¢tu prvnich ¢lenti). Prevedeni jednoho zpiisobu na druhy nebyvé jednoduché.

Zadani vyctem nékolika ¢lent neni jednoznacné.

Posloupnost je typem funkce, proto u nf zjistujeme i funkéni vlastnosti - ovSem
ne vSechny a nékteré jednodussim zpusobem:
e {a,} je prosta, jestlize Vni,ng € N (a,, = an, = ng = ng).
e {a,} je ohranicena, je-li ohrani¢ena mnozina H(f).
e Monotonie posloupnosti:
{a,} je rostouci, jestlize Vn € N (a,, < ani1),
{a,} je Klesajici, jestlize Vn € N (a, > an41).
e Posloupnost nemuze byt licha, sudé a "na"R.

Z posloupnosti lze vybérem nekoneéné mnoha ¢lent pii zachovani jejich poradi
vytvorit tzv. podposloupnost, které si zachova vlastnosti pivodni posloupnosti, ale
miize mit i nékteré dalsi.

Dilezité typy posloupnosti

e konstantni posloupnost - specialni posloupnost, ktera ma vSechny ¢leny stejné,
tj. ap =c¢, Yn € N, c € R.

e aritmetickd posloupnost - pro ni plati:
« rozdil sousednich ¢lent je konstantni, tj. (a,41 — a,) =dVn € N
(d nazyvame diference),
* explicitni zadani: a, = ay + (n —1)d,
x rekurentni zadani: a, = ap_1+d pron > 2, se zadanim aq,



* body grafu lezi na piimce,
* soucet prvnich n ¢lenti: s, = § (a1 + an).

Obrazek 1: Graf aritmetické posloupnosti.

e geometricka posloupnost - pro ni plati:

x podil sousednich ¢lent je konstantni, tj. azzl =qVneN
(¢ nazyvame kvocient),

explicitni zadani: ap = a1q" "

rekurentni zadani: G, = ap_1q pron > 2, se zadanim a,

body grafu lezi na grafu exponencialni funkce,

N : N o _ . 1=9" _ —
soucet prvnich n ¢lent: s, = a1 7= Pro g #1, s, =nay pro qg=1.
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Obrazek 2: Graf geometrické posloupnosti.

e posloupnost dand pomoci faktoridlu, tj. a, = nl,n € Ny, pficemz 0! =1 a
nl=n(n—-1)(n—2)---1pron > 1.

e Fibonacciova posloupnost - je podrobnéji uvedena v Reéenjzch prikladech.

Vzorce pro geometrickou posloupnost se ¢asto vyskytuji v riznych typech eko-
nomickych tloh, napf. slozené droceni, odiroceni, stanoveni primérné roc¢ni miry
inflace, miru amortizace zafizeni apod. Pti sloZeném troceni se uro¢i nejen vychozi
castka P, ale i pripisované uroky. Pro vypocet splatné ¢astky S,, po n obdobich
pouzijeme vzorec

Sn=P(1+14)",

kde 7 je irokova mira pro jedno obdobi.



