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Limita posloupnosti

Pojem limita posloupnosti slouzi k charakterizovani ¢lent posloupnosti pro stéle se
zvysujici n, tj. pro n — +00. Z limity se dozvime, zda se hodnoty posloupnosti blizi
k néjaké konstanté, zda rostou/klesaji nade v8echny meze, nebo zda nic takového o
posloupnosti Tici nelze.

Zavedeme e-ové okoli bodu L jako otevieny interval:

U(L)=(L—¢,L+e¢).

Definice: Rekneme, Ze posloupnost {a,}°>, md
a) vlastni limitu L, L € R, jestliZe

Ve >0 3In. € N Vn > n. (a, € U(L)),
b) nevlastni limitu +o0, jestlize

VK >0 3ng € N Vn > nkg (a, > K),
¢) nevlastni limitu —oo, jestlize

VK <0 3ng € N Vn > nk (a, < K).

Zapis limity posloupnosti:
lima, =L, L €R".

n—oo

Pozndamka:

Podle definice vlastni limity jsou od jistého indexu hodnoty a,, vzdaleny od L o méné
nez €, pricemz ¢islo € muze byt libovolné malé. Definice tedy popisuje situaci, kdy
se hodnoty a,, k hodnoté L "neustale ptiblizuji", piipadné se ji rovnaji.



Véty o limité posloupnosti

Véta 1. KazZdd posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Véta 2. Ma-li posloupnost {a,}5°, limitu v R*, pak kazdd jeji podposloupnost md
limitu stejnou.

Tato véta se pouziva k ovéreni "neexistence" limity zadané posloupnosti - kdyz na-
jdeme dveé jeji podposloupnosti s riznymi limitami, pak limita ptivodni posloupnosti
neexistuje.

Véta 3. KazZda posloupnost s vlastni limitou je ohranicend.

Véta 4. Kazdd monotonni posloupnost md limitu v R*. Je-li posloupnost {a,}>2
rostouci (prip. neklesagici), pak je lim a, = sup (a,), je-li posloupnost {a,}>
n—oo

klesajici (prip. nerostouct), pak je lim a, = inf (a,).
n—oo

Véta 5. Méjme posloupnosti {a,}>2, a {b,}°,, pro které existuje ny € N, Ze

Vn > ng (a, < b,). Maji-li 0bé posloupnosti limitu, pak lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Pozndamky:

a) Staci, aby uvedené nerovnost platila az od uré¢itého indexu, nebot kone¢ny pocet
¢lent chovani posloupnosti v 0o (tj. limitu) neovlivni.

b) I kdyz nastava ¥n > ng (a, < b,), je mezi limitami obou posloupnosti zaruc¢ena
pouze neostra nerovnost.

c¢) Tato i nasledujici véta se ¢asto vyuzivaji k odhadu limity posloupnosti.

Véta 6. (o seviené posloupnosti) Méjme posloupnosti {a,}>2, {b,}22, a {c,}22 4,
pro které existuje ng € N, Ze Yn > ng (a, < b, < ¢,). Necht je lim a, = lim ¢, =
n—oo

n—oo
L, L € R*. Pak je také lim b, = L.

n—oo

Véta 7. (o limité operaci) Necht lim a, = A, lim b, = B, A,B € R*,c € R. Pak

n—oo n—oo
plati:
lim (a, +b,) = A+ B,
n—o0
lim (ca,) = cA,
n—oo
lim (a,b,) = AB,
n—o0
lim (|a,|]) = |A],
n—00 w A b 0
lim g2 =5 (pro b, #0),

pokud vijrazy na praviych strandch rovnosti existuyi.

Véta 8. (o nulové limité) Pro posloupnost {a,}>2, plati:
a) lim a, =0 < lim |a,| =0,
n—oo n—oo
b) lim - =0 & lim |a,| = +oo.
n—oo

n—oo N



Limity nékterych posloupnosti:

e konstantni posloupnost {a,}>°,,a, =c: lim a, = ¢,
n—oo
e aritmeticka posloupnost: pro d > 0 je lim a, = 400,
n—oo
pro d < 0 je lim a, = —o0,
n—oo
[ J

geometrickd posloupnost: pro |¢| < 1je lim a, =0,
n—oo
proq > 1Aa; >0 je lim a, = 400,
n—0o0
prog>1Aa; <0je lim a, = —o0,

n—oo
pro ¢ < —1 limita neexistuje,

pro ¢ > 0 plati

lim n® = +o00, lim — =0,
n—00 n—oo NC

e pro k € N plati:

lim /n = 400, lim C/Ezl, lim /n = 1.
n—oo n—oo n—oo

Vypoéty s limitami probihaji v mnoziné R* = RU{+00, —00} - rozsifeni realnych
¢isel. Pravidla pro poc¢itani v R* jiz byla uvedena, i to, Zze nékteré typy operaci nejsou
v R* definovany. Pokud se takovy vyraz pfi vypoctu limity vyskytne, je potieba
provést vhodnou tpravu, abychom ho odstranili. Nedefinované vyrazy, s kterymi se
miizeme setkat u limit, se nazyvaji limitni neurcité vyrazy a lze je shrnout do sedmi
typt (s nékterymi se setkame az u limity funkce). Zapisujeme je symbolickymi zapisy:

2 2 7 7 7 977 7 10077 2 0077 2 OOO”
) ) Y :

70 . OO”, 00 — 00", 7",
00 0
Eulerova konstanta

Zakladni poznatky o ¢isle e:

e FKulerova konstanta je zaklad funkci exponenciela a prirozeny logaritmus.

e FKulerova konstanta mé nekone¢ny desetinny rozvoj a je ptiblizné e = 2, 71828.
e FKulerova konstanta je ¢islo iracionalni.

e Jeden ze zpusobi, kterym ¢islo e mizeme zavést, je

1 n
lim (1 + —) =e.
n—o0 n

e FEulerovu konstantu lze téz vyjadrit jako limitu posloupnosti:

, 1 1 1 1
nh_{ilocn:e, kdecn:1+i+§+z+...+m

Pomoci tohoto vztahu lze odhadnout chybu, které se dopustime nahrazenim ¢isla
ecClenemc¢,: e—c, < ﬁ

e Cislo e se asto vyskytuje v riznych ekonomickych modelech.



