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Limita funkce - zavedeni a vlastnosti

Pojem limity funkce v bodé ¢ patii k zékladnim pojmim diferencialniho poctu a
vlastné celé matematické analyzy. Limita funkce v konkrétnim bodé charakterizuje
"chovéani funkce" na okoli tohoto bodu. Limity vyznamné pomahaji i k zakresleni
grafu funkce.

Pro definici si nejprve zavedeme:

a) e—ové okoli bodu L:
U(L)=(L—¢,L+e¢).
b) prstencové d—okoli bodu c:

Ps(c) =(c=0d,c+0)\{c} =(c—6,¢)U(c,c+9).

Definice: Mé&jme funkei f, definovanou na néjakém okoli bodu c. Rekneme, Ze
a) funkce f md v bodé ¢ vlastni limitu L, L € R, jestliZe

Ve>0 35>0, ZeVx € Ps(c) je |f(z)—L| <e,
b) funkce f md v bodé ¢ nevlastni limitu +oo, jestliZe
VK >0 36>0, ZeVa € Ps(c) je f(z) > K,
c) funkce f md v bodé ¢ nevlastni limitu —oo, jestlize
VK <0 36>0, ZeVa € Ps(c) je f(z) < K.
Zapis:
lim f(zr) =L, Le€R".

Tr—cC

Poznamky:

1. Na konkrétni hodnoté f(c) limita f v bodé ¢ nijak nezéavisi, funkce f v bodé ¢ ani
nemusi byt definovana.

2. Limita je tzv. lokdIni vlastnost - tyka se pouze okoli bodu, ne celého definiéniho
oboru.

3. Limitu funkce lze zavést i pomoci limity posloupnosti (tzv. Heineho definice limity
funkce).



Vety o limité funkce
Véta 1. Pokud existuje limita funkce f v bodé ¢, je tato limita ddna jednoznacneé.

Véta 2. Mad-li funkce f vlastni limitu v bodé c, pak existuje néjaké okoli bodu c, na
kterém je funkce f ohranicend.

Véta 3. Méjme funkce [ a g, pro které existuje Ps(c), ZeVx € Ps(c) (f(z) < g(x)).
Mayji-li 0bé funkce limitu v bodé ¢, pak lim f(z) < lim g(z).
Tr—cC Tr—cC

Poznamky:

a) I v pripadé, kdy Vo € Ps(c) (f(z) < g(z)), je mezi limitami obou funkci v bodé
c zarucena pouze neostra nerovnost.

b) Tato i nasledujici véta se vyuzivaji k odhadu limity funkce - slozit&jsi limitu se
snazime urcit pomoci limit funkci znamych a jednodussich.

Véta 4. (o seviené funkci) Méjme funkce f,g a h, pro které existuje Ps(c), Ze
Vo € Ps(c) (f(z) < g(z) < h(zx)). Necht je lim f(x) = limh(x) = L, L € R*. Pak
Tr—cC Tr—cC
je také lim g(z) = L.
Tr—rcC

Véta 5. (o limité operaci) Necht ezistuji lim f(x) = A, limg(z) = B, A, B € R*.
r—cC Tr—cC
Pak plati:

lim (f(z) + g(x)) = A+B,
lim (k f(z)) = kA (prok€R),
lim (f(2) g(x)) = AB,
lim [f(z)] = |A],
lim 255 = 5 (pro g(z) #0),

pokud vyrazy na praviych strandch rovnosti existuyji.

Véta 6. (o nulové limité) Pro funkci f plati:
a) lim f(z) =0 & lim|f(z)| =0,
Tr—c

Tr—c
b) lim 75 =0« lim |f(x)] = +oc.

P1i vypoctu limity funkce zkusime nejprve do funkce dosadit limitni bod. Zis-
kame tak bud vysledek limity (realné ¢islo nebo +00), nebo limitni neurcity vyraz. U
néj nelze urcit vysledek primo, ale je potieba napt. provést vhodnou tpravu funké-
niho predpisu.

Jednostranné limity a limity v nevlastnich bodech.

Nékdy potiebujeme urcit tzv. jednostranné limity, a to zleva, nebo zprava. Jsou
definovany analogicky jako limita funkce - uvedeme proto pouze definice jednostran-
nych limit vlastnich. Pro definici si nejprve zavedeme:



a) pravostranné prstencové d-okoli bodu ¢: P; (¢) = (¢, c + ),
b) levostranné prstencové d—okoli bodu ¢: P; (¢) = (¢ — 9, ¢).

Definice: Méyme funkci f, definovanou na néjakém okoli bodu c. Rekneme, Ze
a) funkce f md v bodé ¢ vlastni limitu zprava L, L € R, jestlize

Ve>0 36>0, zZeVa € P (c)je |f(z)—L| <e,
b) funkce f md v bodé ¢ vlastni limitu zleva L, L € R, jestliZe
Ve>0 36>0, zeVee P (c)je |f(z)—L| <e.
Zapis:
lim f(x) =1L, lim f(z)=L, L€R".
z—ct T—c~
Jednostranné limity pouzivame predevsim:
e v krajnich bodech D(f) = (a,b),

e v bodech nespojitosti funkce, v nichz limita neexistuje,
e k ovéfeni existence limity ve vnitinim bodé D(f) - viz véta:

Véta 7. Jestlize md funkce f v bodé ¢ obé jednostranné limity, které jsou shodné,
pak existuje i limita funkce f v daném bodé a je rovna hodnoté limit jednostrannyjch.

Limity funkce f mtiZzeme pocitat i v +00 a —oo, je-li D(f) neomezeny - jsou to
tzv. limity v nevlastnich bodech. Mohou byt opét vlastni i nevlastni, napf.:

Definice: Méjme funkci f, definovanou na R. Rekneme, Ze funkce f ma
a) v +oo vlastni limitu L, L € R, jestlize

Ve>0 3w, ZeVa>uxsje |f(x)— L] <e,
b) v +oo nevlastni limitu +o00, jestlize
VK >0 ZJag, zeVe>axgje f(x)> K.

Tyto limity po¢itdme podobné jako limity posloupnosti (s ohledem na znaménko o).

Spojitost funkce

Definice: Funkce f se nazjvad:
a) spojitda v bodé ¢, je-li definovdina na néjakém okoli bodu ¢ a pfitom je

lim /(2) = f(c)

b) spojitd na otevieném intervalu J, je-li spojitd v kaZdém jeho bodé,
c¢) spojitd na uzavieném intervalu J, je-li spojitd v kaZdém jeho vnittnim bodé a
v kragnich bodech je jednostranné spojitd.



Poznamky:

1. Jednostranna spojitost se definuje analogicky pomoci jednostrannych limit.

2. Jestlize funkce f v bodé ¢ neni definovana, ale ma v ném vlastni limitu, lze funkci
f v tomto bodé hodnotou limity spojité dodefinovat. Zméni se pfitom samoziejmé
defini¢ni obor.

Veéty o spojitosti funkce

Véta 1. Vsechny zdkladni elementdrni funkce jsou spojité v kaZdém bodé svého
definicniho oboru.

Véta 2. Pri operacich s funkcemi a pri skladdni funkci se na definicnim oboru
vysledné funkce spojitost zachovdvd.

Véta 3. Méjme sloZenou funkci h = flg], kde lim g(z) = d a f je spojitd v bodé d.
Pak lim f(g(x)) = /().

Véta 4. (Weierstrassova) Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu J, pak je
na tomto intervalu ohraniéend a nabyvd na ném svého mazrima a minima.

Véta 5. (Bolzanova) Je-li funkce f spojitd na uzavieném intervalu J a hodnoty
f maji v kragnich bodech J opacnd znaménka, pak md f uvniti intervalu J alespon
jeden koren (nulovy bod).

Urceni korene funkce metodou pileni intervalu

Nelze-li koten funkce vypocitat pfesné, pouzivaji se numerické metody - obvykle
metody iterac¢ni. Vypocet probihé v opakujicich se krocich podle urc¢itého algoritmu,
dokud neziskdme teSeni vyhovujici zadéni s pozadovanou presnosti €. U metody pii-
lent intervalu postupné zmensujeme interval, v némz se hledany kofen nachézi.

Zakladni uloha: Urcete s presnosti € kofen funkce f (tj. naleznéte teSent rovnice
f(z) =0) na intervalu {(a,b).

Jsou-li splnény podminky Bolzanovy véty, hledame kotfen funkce takto:

1. krok: Za zakladni interval (a;, b;) volime zadany interval (a,b).

2. krok: Urcime stfed s; intervalu (aj, b;) a v ném spoc¢teme funkéni hodnotu f(sq).
e Je-li f(s1) =0, nasli jsme kofen funkce a vypocet ukon¢ime.

e Je-li znaménko f(sy) stejné jako f(ay), volime dalsi interval (as, ba) = (s1,b1).

e Je-li znaménko f(sy) stejné jako f(by), volime dalsi interval (as, bo) = (ay, s1).
Interval (ay, by) splije podminky Bolzanovy véty, takze v ném koten funkce existuje.
Ovéfime, zda vyhovuje pozadované presnosti, tj. zda (by — ag) < 2¢. Pokud ano, je
pribliznym fesenim stied tohoto intervalu a vypocet ukoncime.

3. a dalsi kroky: opakujeme postup z kroku 2. Az bude (b, — a,) < 2¢, za vysledné
feSeni oznacime stied posledniho intervalu, tj. = = s,.

Kromé nalezeného korene mohou v zadaném intervalu existovat i kofeny dalsi.



