Derivace funkce

Osnova pirednasky

e Definice a zakladni vztahy.

e Derivace slozené funkce.

e Derivace vyssich radu.

e Rovnice te¢ny ke grafu funkce.
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smeérnice tecny.

Struc¢ny obsah prednasky, dilezité pojmy a véty

Definice a zakladni vztahy

Derivace funkce v bodé je specialni limita funkce v tomto bodé, k niz se v ruznych
oborech dostavame z typickych tloh:

* v matematice z tilohy o nalezeni rovnice tec¢ny,

x ve fyzice z tlohy o zjisténi okamzité rychlosti pohybujiciho se bodu apod.

Definice: Meéjme funkci [ definovanou na okoli bodu c¢ a mnecht existuje

’llirrtl) w Tuto limitu nazveme derivact funkce f v bodé ¢ a oznacime ji f'(c):
%
_fle+h)— [flo)
/ —
) = fim T

Definice: Méyme otevieny interval I, kde v kaZdém jeho bodé x existuje vlastni

limita lim w Pak funkce, kterd vsem bodum x € I priradi tuto limitu, se
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nazyvd derivact funkce f na intervalu I a znaci se f':
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Poznamky:

a) Protoze derivace v bodé je limita, mtZe byt vlastni i nevlastni.
b) Obor derivace (téz obor diferencovatelnosti) uréujeme jako mnozinu, kde jsou
definovany funkce f a f’, tj. v kazdém bodé existuje derivace vlastni.
¢) Vsimnéte si, Ze v derivaci je v limité pomér piirtstku funkénich hodnot a pririastku
proménné na okoli bodu c. Derivace v bodé ¢ tedy jistym zptisobem popisuje chovani
funkce na okoli tohoto bodu.
d) V bodé c lze definovat i derivace jednostranné, pomoci jednostrannych limit.
Znaci se:  pravostranné derivace: f’ (c),

levostranna derivace: f’ (c).

Vzorce pro derivovani elementarnich funkeci a prislusné obory derivace naleznete
v Prehledu. Vzorce lze ziskat vypoctem podle definice, nebo pomoci vét o derivaci.



Vety o derivacich

Véta 1. FEuxistuji-li na intervalu I derivace funkci f, g a ¢ € R, pak Vx € I plati:

(f(2) +g(x)) = [f(z)+4(2)
(c f(x)) = ¢ [(x)
(f(z)g(x)) = [(2)g(x) + f(z)g'(x)

Je-li navic g(x) # 0 Va € I, pak na I plati:
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Véta 2. Necht je f~' inverzni funkce k funkci f na intervalu I, zg € I ayo = f(0).
Necht je ddle f'(xg) # 0 a viastni. Pak existuje i derivace (=) (yo) a plati:
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Derivace slozené funkce

Véta 3. Meéjme sloZenou funkci h = f[g]. Necht funkce g md derivaci v bodé ¢ a
funkce f md derivaci v bodé d = g(c). Pak funkce h md derivaci v bodé ¢ a plati:

h'(c) = flg(c))" = f'(g(c)) - g'(c) .

Tento vztah muzeme zobecnit pro x € I a téz pro funkce vicekrat slozené. Plati
tedy:

Dalsi véty o derivacich:
Véta 4. Md-li funkce f v bodé ¢ vilastni derivaci, pak je v bodé c spojitd.

Véta 5. (Rolleova )Necht je funkce f spojitd na {(a,b), md derivaci Yz € (a,b) a
f(a) = f(b). Pak existuje bod ¢ € (a,b), Ze f'(c) =0

Véta 6. (Lagrangeova o stiedni hodnoté ) Necht je funkce f spojitda na {(a,b) a md

derivaci Yx € (a,b). Pak existuje bod c € (a,b), Ze f'(c) = w

Derivace vyssich radu
Derivace vyssich fadu vznikaji opakovanym derivovanim zadané funkce.
Zmnadi se:

o /()= (/"(x)),
o ["(x)=((f"(=)),



o f* a vyssi- obecné f™.

Vyuzivaji se pro zjistovani vlastnosti funkce, u pribéhu funkce, v Taylorovu poly-
nomu a dalsich aplikacich.

Rovnice te¢ny ke grafu funkce

Vlastni derivace v bodé ¢ ma geometricky vyznam smérnice tecny, sestrojené v bodé
Tle, f(c)] ke grafu funkee f.
Rovnice tecny pak je:

y=fle)+ f(e)(x— o).

e Je-li derivace v bodé ¢ nulova, pak je tecna ke grafu f v tomto bodé rovno-
bézna s osou x.

e Jestlize derivace v bodé ¢ neexistuje, a pritom je v tomto bodé funkce f
spojité, pak je na grafu funkce v bodé Plc, f(c)] hrot a tetnu v ném sestrojit nelze.

e Rovnice normély:




