Aplikace derivaci - 1. ¢ast

Osnova prednasky

e L "Hospitalovo pravidlo.
e Urceni intervali monotonie.
e Lokalni a globalni extrémy funkce.

Klicovd slova: L "Hospitalovo pravidlo, neurcité viyrazy, staciondrni bod, lokdlni
extrém, globdlni (absolutni) extrém.

Strucény obsah pirednasky, dilezité pojmy a véty
L “Hospitalovo pravidlo

L “Hospitalovym pravidlem fesime limity funkce s limitnimi neurcitymi vyrazy po-
dilového typu.

Véta 7. Necht pro ¢ € R* je lim% typu ”8 " nebo "=". Necht ddle existuje
lim ,( Pak existuje také lim £&) 4 plati:
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Poznamky:
a) L Hospitalovo pravidlo vyuzivame v piipadech, kdy je vypocet limity lim ! ,E;;

x—>c

jednodussi nez vypocet zadané limity. Lze ho pouzit i opakované (tj. pocitat limitu
podilu druhych derivaci, tfetich atd.)

b) Pokud L “Hospitalovo pravidlo nevede k vysledku, neznamena to, ze zadané limita
neexistuje. Je treba zkusit jiny zptusob vypoc¢tu — Gpravou apod.

c¢) Typ limity je potieba disledné ovéfovat - pro jiné typy vyrazi, nez jsou uvedeny
v predpokladech véty, by aplikace pravidla nevedla ke spravnému vysledku.

Ostatni neurcité vyrazy

U nich nelze L "Hospitalovo pravidlo pouzit piimo, ale je potieba je nejprve vhod-
nym zpusobem prevést na podil:

e soucinovy typ "0-c0 VyJadrlme jako slozeny zlomek a ziskdme typ nebo "2",
e soucet/rozdil "oo — 00" se nejéastéji vyskytuje jako rozdil zlomki - ty prevedeme
na spole¢ného jmenovatele,

e exponencidlni typy upravime pomoci dvojice inverznich funkei exponenciely a
logaritmu a prejdeme k soucinovému typu.
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Urcéeni intervaliit monotonie

Prvni derivaci funkce pouzivame pro zjistovani intervala, na kterych funkce roste
nebo klesa - viz nasledujici véta, ktera vyplyva z véty o stfedni hodnoté.



Véta 8. Meéjme funkci [ spojitou na intervalu I. Je-li v kaZdém vnitinim bodé
intervalu 1 :

a) f'(x) >0, pak je f na I rostouct,

b) f'(x) <0, pak je f na I klesajict,

c) f'(x) =0, pak je f na I konstantni.

Zjistovani monotonie bude dulezitou soucésti vysetfovani prubéhu funkce.

Lokalni a globalni extrémy funkce

U funkei rozlisujeme extrémy lokalni, které se vztahuji pouze k okoli bodu ¢, a glo-
balni, coz jsou extrémy na celém definiénim oboru, pripadné na zadané mnoziné.

Lokdlni extrémy

Definice: Rekneme, e funkce f md v bodé c:
a) lokdlni maximum (prip. lokdlni minimum), jestliZe existuje takové Ps(c), Ze
vz € Py(c) je £(c) > f(z) (pip. £(0) < F(x)),
b) ostré lokdlni maximum (prip. ostré lokdlni minimum), jestliZe existuje Ps(c), Ze

Vo € Ps(c)) je f(c) > f(z) (prip. f(c) < f(z)).

Véta 9. Md-li funkce f v bodé ¢ lokdlni extrém, pak je bud f'(c) = 0, nebo derivace
v bodé ¢ neexistuje.

Lokalni extrémy tedy mohou nastat pouze v bodech, v nichz je f’ nulova (takové
body se nazyvaji staciondrni), nebo v bodech, kde f’ viitbec neexistuje. Vsechny tyto
body nazyvame body podezielé z extrému. O existenci a typu lokdlnich extrému pak
rozhodneme na zékladé intervalit monotonie a spojitosti funkce f nebo podle f”(c):

Véta 10. Necht je funkce f spojitd v bodé ¢ € (a,b). Pak plati:

a) Je-li v intervalu (a,c) f'(x) >0 a v intervalu (c,b) f'(z) <0, pak md f v bodé ¢
ostré lokdlni maximum,

b) Je-li v intervalu (a,c) f'(x) <0 a v intervalu (¢,b) f'(x) > 0, pak md f v bodé ¢
ostré lokdlni minimum.

Véta 11. Necht na okoli bodu c existuje f' a f'(c¢) = 0. Pak plati:
a) Je-li f"(c) >0, pak md funkce f v bodé ¢ ostré lokdlni minimum,
b) Je-li f"(c) <0, pak md funkce f v bodé ¢ ostré lokdlni mazximum.

Globdlni (absolutni) extrémy

Jejich existence na intervalu J je zajisténa, pokud je interval J uzavieny a funkce
f je na ném spojita (viz Weierstrassova véta). Tyto extrémy pak hledame bud v bo-
dech lokalnich extrémi nebo v krajnich bodech intervalu J - nikde jinde nastat
nemohou.
Neni-li existence extrému zajisténa (tj. f neni na J spojita nebo J neni uzavieny),
pak absolutni extrémy mohou, ale nemusi existovat - to se zjistuje napf. pomoci
limit ¢ vlastnosti funkce.



