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Predmluva 5

Predmluva

Tato publikace dopliiuje uc¢ebni text Zdklady planimetrie pro ucitelské studiumEI
a spolu s nim tvofi zédkladni studijni material k stejnojmennému predmétu vyu-
¢ovanému v prvnim ro¢niku uéitelského studia na Matematicko-fyzikalni fakulté
Univerzity Karlovy.

Sbirka je vénovana tloham, jejichZ zadéani jsou uvedena na koncich jednot-
livych kapitol vySe zminéné prace Zdklady planimetrie pro ucitelské studium,
¢emuz odpovida i jeji ¢lenéni na kapitoly. Pro kazdou tlohu je zde pfipomenuto
zadani a uveden navod k feSeni a vysledek. Je-li dloha dilkazova, podavame
jako vysledek stézejni argumenty dtikazu, pficemz v posledni kapitole jsou di-
kazy z&mérné provedeny podrobnéji. U konstrukénich iloh prezentujeme jako
vysledek obrazek s pozadovanou konstrukci. V mnoha piipadech je mozné ulohu
Fesit nékolika zpusoby, ndvod v8ak podavame vzdy jen pro jeden z nich.

Navody k feSeni zamérné nejsou rozepsané zcela podrobné&, nasim cilem je
studentim pouze napovédét, jakou cestou je mozné se ubirat, jelikoz jsme pre-
svédCeny, zZe nejvice se studenti naudi tim, Ze feSeni objevi sami. Se sbirkou tedy
¢tenaitim doporucujeme pracovat tak, Ze si nejprve prectou pouze zadani ulohy
a pokusf se ji vyFesit sami. Pokud si nevi rady nebo se jejich vysledek neshoduje
s vysledkem uvedenym v textu, pak teprve doporucujeme prostudovat névod
k tloze a pokusit se ji vyfesit znovu dle tohoto névodu.

V navodech a vysledcich se, neni-li feceno jinak, odkazujeme pomoci &isel
stran na definice, véty a poznamky uvedené v uéebnici Zdklady planimetrie pro
ucitelské studium. Stejné tak vychazime i ze znaceni a zkratek, jejichZ seznamy
jsou na str. 237-239 téze prace. Ulohy byly ¢erpany ze zdroji uvedenych na
str. 240-241 tamtéz a také z vlastnich, za léta sestfadanych zdroju. Zadani uloh
1.4, 3.5, 6.2, 6.10, 7.10, 9.13, 9.23, 13.2 a 13.7 jsou zde, v zajmu jejich zpfesnéni,
oproti pivodnimu znéni mirné modifikovana.

Vérime, ze predlozeny text pomuze studentim pii studiu a celkové prispéje
ke zkvalitnéni pfipravy budoucich uéiteli matematiky.

Autorky

Moravcova, V., & Hromadova, J. (2021). Zdklady planimetrie pro uditelské studium.
Matfyzpress. Dostupné on-line: <https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ morava/Zaklady_
planimetrie.pdf>.


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~morava/Zaklady_planimetrie.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~morava/Zaklady_planimetrie.pdf
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1

1.1

1.2

1.3

Zakladni pojmy

V roviné je dano n riznych bodi, z nichz zadné tfi nelezi v jedné piimce.
Kolik pfimek je témito body urceno?

Navod: Kazdé dva rizné body urcuji pravé jednu piimku; pfimek je tedy
tolik, kolika zplisoby miizete vybrat dvojici riznych bodi z n bodi.

. n . n(n — 1)
Vysledek: (2), tj. —
Pro kolinearni body A, B, C plati (ABC) = —3. Urcete hodnoty (ACB),
(BCA) a (BAC).

Navod: Umistéte na pfimku body A, B, C libovolné tak, aby (ABC) = —3
(viz délici pomér kolinedrnich bodi, str. 20), a uvédomte si, jaké jsou poméry
vzdélenosti jednotlivych dvojic bodu (obr. 1.1).

Obrazek 1.1

4 1
Vysledek: (ACB) = 4; (BCA) = 3’ (BAC) = -3
Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroku:

(a) Pranikem dvou trojihelniki neni konvexni mnozina.

(b) Osa dutého thlu rozdéli dany thel na dva ostré thly.

Navod: (a) Zamyslete se, zda je libovolny trojuhelnik komplexni mnoZzinou,
a aplikujte vétu 1.1 (str. 14). (b) Uv&domte si, v jakém intervalu lezi velikost
libovolného dutého thlu a v jakém intervalu lezi velikost libovolného ostrého
ahlu.

Vysledek: (a) Neplati. (b) Plati.
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1.4 Urcete velikost konvexniho thlu, ktery na kompasu sviraji sméry V a ZSZ.
Vysledek zapiste v mife stupiiové (°), obloukové (rad) i setinné (g).

Navod: Na kruZnici vyznadcte zakladni sméry sever (S), vychod (V), za-
pad (Z) a dale severozapad (SZ) jako st¥ed Z a S a zapadoseverozapad (ZSZ)
jako stied Z a SZ (obr. 1.2). Vyjdéte od velikosti pfimého ahlu, ktery sviraji
sméry V a Z.

SZ
Z57

Obrazek 1.2

7
Vysledek: 157,5°, %de7 175g.
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2

2.1

2.2

2.3

Trojahelnik

Jsou dany délky dvou stran trojuhelniku KLM: k = 27cm, | = 39cm.
Jakym podminkdm musi vyhovovat délka strany m?

Navod: Vyuzijte trojihelnikovou nerovnost (viz ZT 9, str. 25).

Vysledek: m € (12;66), hodnoty jsou uvedeny v cm.

V jakych trojuhelnicich lezi priseéik t&znic, vysek, os stran, os thla uvniti/na
obvodu/vné trojuhelniku? Kdy tyto body splyvaji?

Navod: Uvazujte postupné jednotlivé typy trojihelnikt dle délek stran
a velikosti vnitinich thli a vychazejte z definice téZnice (str. 35), vysky
(str. 38), osy strany a osy uhlu trojuhelniku (str. 36). Jednotlivé situace si
nacrtnéte.

seCik vysek, stejné jako priisecik os stran, lezi uvniti kazdého ostrothlého
trojuhelniku, vné kazdého tupotuhlého trojuhelniku a na hranici kazdého
pravothlého trojthelniku. Pro riznostranny a rovnoramenny trojihelnik
nelze polohu pruseciku vySek ani os stran obecné stanovit, nebot tyto troj-
thelniky mohou byt ostroihlé, tupothlé i pravoihlé. Uvedené body splyvaji
v rovnostranném trojthelniku.

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC'. Nad jeho stranami AC' a AB jsou vné
trojuhelniku ABC' sestrojeny rovnostranné trojihelniky ACM a AN B.
Dokaizte, ze |BM| = |CN|.

Navod: Hledejte shodné prvky v trojahelnicich ABM a ANC (obr. 2.1).

Vysledek: |BM| = |CN|, nebot AABM ~ AANC podle véty sus (viz
ZT 11, str. 29).
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Obrazek 2.1

2.4 Dokazte, Ze vyska rovnoramenného trojihelniku kolma k jeho zédkladné déli

2.5

tento trojihelnik na dva shodné trojuhelniky.

Navod: Oznaéte dany rovnoramenny trojthelnik ABC' (se zédkladnou AB)
a patu vysky k zakladné P (obr. 2.2). V trojuhelnicich APC, BPC hledejte
shodné prvky, vyuZijte definici rovnoramenného trojthelniku (str. 31).

C

A P B
Obrazek 2.2

Vysledek: Trojuhelniky APC, BPC jsou shodné podle véty Ssu (viz
ZT 13, str. 29), nebot |AC| = |BC|, |[<APC| = |<BPC| = 90° a stra-
nu PC' maji spole¢nou.

V rovnoramenném trojihelniku ABC' se zakladnou AB je velikost thlu «
rovna 30°. Dokazte, Ze osy ramen tohoto trojihelniku rozdéluji jeho z&-
kladnu AB na tfi shodné dily.

Navod: Oznacte D prusecik zakladny AB s osou strany AC a E prisecik
zékladny AB s osou strany BC. Dale oznacte P, () po fadé stfedy stran
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AC, BC (obr. 2.3). Dokazte shodnost trojuhelniki ADP, BEQ, CDP,
CEQ a uvédomte si, co z toho plyne pro trojuhelnik DEC.

C
P Q

30° , 30°
A D 'E B

Obrézek 2.3

Vysledek: Ze shodnosti trojuhelnika ADP, BEQ, CDP, CEQ podle vét
sus a usu (viz ZT 11 a 12, str. 29) vyplyva, ze |[<DCE| = 60°. Z toho, Ze
trojahelnik DEC je rovnostranny, vyplyvé, ze |AD| = |DE| = |EB|.

2.6 Vnitinim bodem M konvexniho tthlu AV B ved'te pfimku m tak, aby tsec-
ka KL, kde K =mnN+— VA, L =m N+ VB, byla bodem M délena
v poméru 2 : 3.

Navod: Bodem M vedte pfimku p rovnobéZnou s polopiimkou V A, pri-
se¢ik piimky p s polopfimkou V' B oznac¢te N. Na polopfimce V' B sestrojte
bod L tak, aby |VN|: |NL| = |KM]|: |ML|.

Vysledek: Uloha ma dvé feseni. Pro |[KM| : [ML| = 2 : 3 sta&i sestrojit
stied S tusecky VN a poté pro bod L plati, ze |VL| = 5|V S| (obr. 2.4a).
Pro |[KM| : |[ML| = 3 : 2 bud s vyuzitim redukéniho thlu (viz str. 130)
rozdélte usecku VN na t¥i shodné usecky délky d, potom |V L| = 5d; nebo
bodem M vedte rovnobézku ¢ s polopfimkou V B (namisto V' A) a postu-
pujte analogicky jako v prvnim FeSeni (obr. 2.4Db).

b) B

Obrazek 2.4
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2.7 Dokazte, ze v trojuhelniku ABC plati: v, : vp : v = —
a

2.8

1 1
.

S| =

Navod: Oznacte A’, B', C' po fadé paty vysek v, vy, v. a vyuZijte po-
dobnost trojthelnika AA'C, BB'C, resp. BB'A, CC'A, podle véty uu (viz
ZT 16, str. 30) (obr. 2.5).

C
Y A’
Bl
A C’' B
Obrazek 2.5

- . s o1z Vaq b Up &
Vysledek: Z uvedenych podobnosti ziskate vztahy — = — a — = -,
Up a v b

odkud uz plyne dokazované tvrzeni.

Dokazte, Zze spojnice pat dvou vySek ostrothlého trojihelniku oddéluje
z ného trojihelnik danému trojihelniku podobny.

Navod: Oznacte dany trojiuhelnik ABC' a buno uvazujte jeho vysky v,, vp,
jejichz paty oznacte po fadé A’, B’ (obr. 2.6). Vyuzijte toho, Ze trojahelniky
AA'C, BB'C jsou podobné.

Obrazek 2.6
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2.9

2.10

Vysledek: Trojihelniky AA’C, BB'C jsou podobné podle véty uu (viz ZT
AC A'C

16, str. 30). Odtud plyne, ze ||BC| = ||B’C|7 navic |[<ACB| = |[<A'CB'|.

Trojthelniky ABC, A’B’C jsou tedy podobné podle véty sus (viz ZT 15,

str. 30).

1
DokaZte, Ze v trojahelniku ABC plati: §(a+b+c) <tet+ty+t. <a+b+ec.

Navod: K dikazu prvni nerovnosti vyuZijte trojihelnikovou nerovnost (viz
ZT 9, str. 25) v trojuhelnicich ABA,, BCB;, CAC4, kde body A;, By, C;
jsou po fadé stredy stran a, b, ¢ trojuhelniku ABC'. Druha nerovnost plyne
z aplikace trojuhelnikové nerovnosti na trojuhelniky ABA’', BCB’', CAC,
kde body A1, By, Cy jsou po fadé stiedy AA’, BB', CC" (obr. 2.7).

B’ C A’
B Al
CY
Obrazek 2.7

b
Vysledek: Souc¢tem nerovnic t, + % > c, ty + 5 > c, te + % > ¢ ziskate

1
vztah t, +1tp +1t. > i(a + b+ c¢). Souctem nerovnic b+ ¢ > 2t,, a+b > 2t,,
a + ¢ > 2t, obdrzite po upravé vztah a + b+ ¢ > t, + tp + te.

Dokazte véty 2.9 (str. 35), 2.11 (str. 37) a 2.12 (str. 39) pomoci Cévouvy,
resp. Meneldovy véty (tj. vét 2.14 a 2.13, str. 40).

Véta 2.9: Téznice trojihelniku se protinaji v jednom bodé. Vzdalenost to-
hoto bodu od stfedu kterékoliv strany je rovna jedné tietiné délky prislusné
téZnice.

Navod: Oznacte dany trojuhelnik ABC' a stfedy stran AB, BC, CA,
oznacte po fadé K, L, M. K dikazu prvni ¢asti tvrzeni aplikujte na troj-
thelnik ABC Cévovu vétu (véta 2.14, str. 40), pro druhou ¢ast tvrzeni
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aplikujte Meneldovu vétu (véta 2.13, str. 40) napf. na trojuhelnik AKC
a pfimku BM. Pro dalsi téZznice postupujte analogicky.

Vysledek: Body K, L, M jsou stfedy stran trojthelniku, proto (ABK) =
= (BCL) = (CAM) = —1. Spojnice CK, AL, BM se tedy protinaji v jedi-
ném bodé T (obr. 2.8a). Z Meneldovy véty pro trojihelnik AKC' a p¥imku
BM dostavame |(AKB) - (KCT) - (CAM)| =2-|(KCT)|-|—1| =1, tedy
|CT|:|KT|=2:1. Obdobné& pro dalsi téZnice.

a) C

Obrazek 2.8

Véta 2.11: Osy vnitinich ahla trojuhelniku jsou primky téhoz svazku.

Navod: Oznacte dany trojuhelnik ABC' a po fadé K, L, M priseciky os
vnitfnich thla se stranami AB, BC, CA (obr. 2.8b). K dikazu vyuzijte
Cevovu vétu (vta 2.14, str. 40) a faktu, Ze osa vnitiniho thlu trojihelniku
déli protéjsi stranu v poméru délek prilehlych stran. Skutecnost, ze napf.
bod K déli stranu AB v poméru b : a odvodite z podobnosti trojuhel-
nikit AKC, BKD (dle véty wu, viz ZT 16, str. 30), kde D je priisecik osy
ihlu v a rovnobé&zky se stranou AC vedené bodem B. Dale si uvédomte, Ze
trojuhelnik CDB je dle véty 2.5 (str. 32) rovnoramenny (obr. 2.9).

Vysledek: Kazdy z bodu K, L, M nalezi trojuhelniku ABC, délici poméry
AK| |BL
(ABK), (BCL) i (CAM) budou tedy zaporné. Dale plati: AK] |BL|

|BK| |CL|
|CM|  |AC| |AB| |BC|
[AM| ~ |BC| [AC| |AB]
byt rovnobézné, prochézeji tedy jednim bodem.

= 1. Osy vnitinich dhlid trojuhelniku nemohou



2 Trojuhelnik 15

Obrazek 2.9

Véta 2.12: Vysky trojuhelniku jsou pfimky téhoz svazku.

Navod: Uvazujte nejprve ostroihly trojihelnik, poté si vSe promyslete i pro
pravouhly a tupouhly trojahelnik. Oznacéte dany trojuhelnik ABC' a paty
jeho vysek na strany AB, BC, C'A, oznaéte po fadé K, L, M (obr. 2.8¢).
Vyhledejte v obrazku dvojice podobnych trojuhelniki a z poméria délek
vhodnych dvojic odpovidajicich si stran odvodte platnost dokazovaného
tvrzeni.

Vysledek: Z podobnosti trojthelniki AKC a AM B plyne |AK| : |AM| =
= |AC| : |AB]|, obdobné z podobnosti trojuhelnikic BLA, BKC plyne
|BL| : |BK| = |BA| : |BC| a z podobnosti trojihelniki CLA, CM B plyne
|CM|:|CL| =|CB|:|CA| (dle véty uu, viz ZT 16, str. 30). Body K, Li M
nalezi ostrotthlému trojuhelniku ABC, tedy v8echny délici poméry budou
zadporné a stejné tak jejich soudin. Vynasobenim danych t¥i pomérd (naso-
bime zvlast levé a pravé strany) odvodime platnost dokazovaného tvrzeni.
V pravouhlém trojuhelniku je platnost véty zfejmé, snadno nahlédneme, Ze
vySe uvedeny postup neselze ani v tupotuhlém trojihelniku, v némz pouze
jedna z pat vySek nalezi trojihelniku a soucin délicich poméri bude tedy
stale zaporny.
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3

3.1

3.2

KruzZnice, kruh

DokaZte, Ze spojnice bodi, které vyznacuji na ciferniku hodinek 1, 6 a 5, 8,
jsou k sobé kolmé.

Navod: Prusecik danych spojnic oznacte R. Pomoci véty 3.7 (str. 54) ur-
Cete velikosti vnitinich thla trojuhelniku 1R8 u vrcholi 1 a 8 (obr. 3.1).

Obrazek 3.1

Vysledek: Velikost vnitiniho tthlu u vrcholu 1 je 30°, u vrcholu 8 je veli-
kost 60°. Z v&ty 2.2 (str. 27) plyne, Ze velikost thlu u bodu R je 90°.

Do kruZnice k je vepsan trojihelnik ABC. Body A, B, C dé&li kruznici k
na tfi kruznicové oblouky, jejichz délky jsou v poméru 2 : 3 : 7. Vypocitejte
velikosti vnitinich ahli trojuhelniku ABC.

Navod: Hledané velikosti thld uréite pomoci véty 3.7 (str. 54), ihel ABC
je obvodovym thlem pfislusnym ke stfedovému tahlu ASC, kde S je stied
kruznice k, atd. (obr. 3.2).

B
Obrazek 3.2
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3.3

3.4

Vysledek: Vnitini thly maji velikost 45°, 105° a 30°.

Je dan trojuhelnik ABC. Vyjadiete ,délku te¢ny“ z bodu A ke kruznici
vepsané trojihelniku ABC v zavislosti na délkach stran a, b, c.

Navod: Bod dotyku kruznice vepsané se stranou a, b, ¢ trojuhelniku ABC
oznacte po fadé T,, Ty, T. a stfed kruZnice vepsané oznacte S. ,,Délkou
tefny“ z bodu A se rozumi | ATy, resp. |AT,|, nebot ze shodnosti trojihelni-
ka ATyS, AT, S (podle véty usu, viz ZT 12, str. 29) plyne, ze |AT,| = |AT,|.
Oznalte x4, xp, vc po fadé ,délku teény“ z bodu A, B, C (obr. 3.3)
a vyjadrete délky a, b, ¢ pomoci délek x 4, xp a x¢. Ze ziskané soustavy tii
linearnich rovnic pro t¥i neznamé (x4, xp, xc) vyjadiete z 4.

Obrazek 3.3

b _
Vysledek: ,Délka teény“ z bodu A je rovna rteza

Je dana kruznice k(5,4 cm) a bod M, kde |[SM| = 8cm. Bodem M vedte
primku p tak, aby délka tétivy, kterou pifimka p vytina na kruznici k, byla
5cm.

Navod: Sestrojte libovolnou tétivu AB kruznice k dlouhou 5cm. Dale se-
strojte kruZnici [ soustfednou s kruznici k£ tak, aby tétiva AB lezela na
jejl te¢né. Potom kazda tétiva kruznice k dlouhé 5cm lezi na néjaké tecné
kruznice .

Vysledek: Primka p je te¢nou z bodu M ke kruznici ! (konstrukce te¢ny
z bodu ke kruznici viz str. 53). Uloha méa dvé feseni (v obr. 3.4 piimky p1,

P2).
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Obrazek 3.4

3.5 KruZnice k, [ se protinaji v bodech A, B; body X, Y lezi po fadé na
kruznicich k, [ tak, ze AX a AY jsou pruméry kruznic k, [. DokaZte, Ze
body X, B, Y jsou kolineéarni.

Navod: Urcete velikosti konvexnich uhld XBA, YBA (obr. 3.5). Uzijte
Thalétovu vétu (véta 3.6, str. 51).

XN SB~—"y

Obrézek 3.5
Vysledek: |<XBA| = |<Y BA| = 90°, tedy |<XBY| = 180°.

3.6 Sestrojte chordalu dvou kruznic, které
(a) se protinaji,
(b) se dotykaji vné,

(c) lezi navzajem vné.
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Navod: Najdéte vzdy alespon jeden bod, ktery mé stejnou mocnost k obé-
ma kruznicim, a déle vyuzijte toho, Ze chordala dvou kruznic je pfimka
kolméa k jejich stfedné (viz dukaz véty 3.13, str. 107). V tloze (c) zvolte
pomocnou kruznici m, ktera protiné obé zadné kruznice, a vyuzijte potenéni
stfed tif kruznic (viz véta 3.14, str. 63).

Vysledek: Dané kruznice jsou oznaceny ki, ko; hledana chordala je ozna-
Cena c. (a) Chordala ¢ je spojnici prusec¢ika kruZnic ki, ko (obr. 3.6a).
(b) Chordala ¢ je kolmici ke stfedné kruZmic k1, ko a prochézi jejich bo-
dem dotyku (obr. 3.6b). (c) Chordala c je kolmici ke stfedné kruznic kq, ko
a prochazi poten¢nim stiedem P kruznic kq, ko, m (obr. 3.7).

a) b)

k] k2 kl k2

Obrazek 3.6

Obrazek 3.7

3.7 Je dana kruznice k(S,7 cm) a bod M, kde |[M S| = 11 cm. Bodem M vedte
seénu p kruZnice k tak, aby jeden jeji prusecik s kruznici k£ byl stfedem
tsecky s krajnimi body v bodé M a ve druhém priseciku p a k.



3 Kruznice, kruh 21

3.8

3.9

Navod: Pruseciky seény p s kruznici k oznacte K, L tak, ze L je stfedem
usecky K M. Déale oznacte A, B pruseciky kruznice k se se¢nou M S. Z vé-
ty 3.11 (str. 60) vyplyva, 7e |[MK|-|ML| = |MA|-|MB|.

Vysledek: |ML| = 6cm, tedy bod L sestrojime jako priseéik kruznic k
am(M,6 cm). Body M, L uréuji se¢nu p. Uloha ma dvé feseni (v obr. 3.8
piimky p1, p2).
K,
m

L,
P1

Obrézek 3.8

Jsou dény nekolinearni body A, B, C. Dale je dan vnitini bod M tsec-
ky AB. Oznatme |MA| = a, |[MB| = b, |MC| = c. Urcete vzdalenost
bodu M od prise¢iku D (D # C) piimky MC' s kruznici opsanou troja-
helniku ABC.

Navod: Z véty 3.11 (str. 60) plyne, ze |[MA| - |MB| = |MC|-|MD|.

b
Vysledek: [MD| = &

o
Je dana kruznice k(5,4 cm). Sestrojte mnoZzinu bodi, které maji ke kruz-

nici £ mocnost 9.

Navod: Pro bod X majici ke kruznici & mocnost 9 plati (viz str. 60), Ze
9 =|XS|? - 16.

Vysledek: |X S| = 5, tedy feSenim je kruznice se stfedem S a polomérem
5cm.
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3.10

3.11

Jsou dany ortogonalni kruznice k(K,r), [(L,r"). Jakou mocnost méa bod K
ke kruznici [ a bod L ke kruznici k?

Navod: Oznacte A jeden z pruse¢iku kruznic k, [. Zamyslete se, co plati
pro trojuhelnik K'LA (obr. 3.9) a vyuzijte vétu 3.12 (str. 62).

Obrazek 3.9

Vysledek: mf< = r%; mE =2,

Sestrojte kruznici k, kterda prochazi danymi body A, B a dotyka se vné
zadané kruznice [. Body A, B volte ve vnéjsi oblasti kruznice [ a v navzajem
razné vzdalenosti od jejiho stredu.

Navod: Sestrojte libovolnou pomocnou kruznici m tak, aby protinala kruz-
nici [ a prochazela body A, B. K nalezeni kruZznice k vyuZijte poten¢ni stied
kruznic k, [ a m.

Vysledek: Chordala c kruznic [, m prochazi jejich prisecéiky, chordala kruz-
nic k, m je spojnice bodi A a B, prusec¢ik chordal oznac¢te P. Chordéla
kruznice [ a hledané kruznice k je spole¢nou te¢nou téchto kruznic vedenou
z potenéniho stiedu P. Uloha miiZe mit az dvé feSeni, feSenimi jsou kruz-
nice uréené body A, B a vzdy jednim z bodu dotyku T, Ts tefen vedenych
z bodu P ke kruznici I (obr. 3.10). Z t&chto kruZnic jsou vysledkem jen
ty, které maji s kruznici ! (dle zadani) vngjsi dotyk, tj. v obrazku 3.10 je
vysledkem jen kruznice k;.
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Obrazek 3.10
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4

4.1

4.2

4.3

Ctyfahelnik

V lichobé&zniku ABCD se zékladnou AB vypoditejte velikosti vnit¥nich
uhla, jestlize a = 57°, v = 40.

Navod: Vyuzijte vétu 4.9 (str. 74).

Vysledek: = 36°, v = 144°, § = 123°.

Dokazte, ze osy vnitinich hla kosodélniku urcéuji pravoihelnik.

Navod: V kosodélniku ABCD oznaéte « velikost vnitinich hli pii vrcho-
lech A a C a (8 velikost vnitfnich thli p#i vrcholech B a D. Déle oznadte
K, L, M, N pruse¢iky os vnitinich ahli jako na obrazku 4.1. Aplikujte
vétu 2.2 (str. 27) na trojuhelniky ADK, BCM, CDL, ABN.

Obrézek 4.1

Vysledek: |[<AKD| = 180° — <3+§> = 90°, obdobng |[<«DLC| =

= |<BMC| = |[<ANB| = 90°, tedy ¢tyFahelnik KLMN je pravoihelnik.

Dokazte, 7ze stfedy stran libovolného ¢tyfihelniku jsou vrcholy rovnobéz-
niku.

Navod: Uvazujte obecny ¢tyfuhelnik ABCD a oznacte K, L, M, N po
fadé stiedy stran AB, BC, CD, AD (obr. 4.2). Aplikujte v&tu 2.7 (str. 34)
na trojihelniky ABC a ACD, resp. ABD a BCD.
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D
M
C
N
L
A K B
Obrazek 4.2

Vysledek: AC | KL | MN a zaroven BD | KN | LM, &tyithel-
nik KLMN je tedy rovnobé&znikem.

4.4 V lichobé&zniku ABCD se zakladnou AB plati a = 2¢. Dokazte, Ze spoj-
nice vrchola C, D se stfedem tusecky AB déli lichobé&Zznik na t¥i shodné
trojuhelniky.

Navod: Vyuzijte ZT 4 (str. 17) k nalezeni shodnych thli v trojihelnicich
SAD, DCS a BSC, kde S znagi stied strany AB (obr. 4.3).

D C C

A c S c B
Obrazek 4.3

Vysledek: ASAD ~ ADCS ~ ABSC podle véty sus (viz ZT 11, str. 29).
4.5 Vyjadrete délku ramene rovnoramenného lichob&zniku pomoci délek zakla-

den tak, aby byl tento lichobéznik dvojstfedovy.

Navod: Kazdému rovnoramennému lichobé&zniku lze opsat kruznici, staci
tedy stanovit podminku, kdy m4 dany lichobéznik kruznici vepsanou. Uzijte
vétu 4.13 (str. 77).
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4.6

4.7

+

Vysledek: Pro délku ramene b plati: b = %, kde a, c jsou délky zékla-

den.

Dokazte, ze piimky spojujici vrchol A rovnobé&zniku ABCD se stiedy stran
BC, CD rozdéluji tuhlopficku BD na tii stejné ¢asti.

Navod: Oznacte S prusecik ahlopticek AC' a BD, S stfed strany BC'
a S9 stied strany CD. Uvédomte si, ze usetky AS; a BS jsou téznicemi
v trojuhelniku ABC, obdobné tisecky AS; a DS jsou t&Znicemi v trojuhel-
niku ACD (obr. 4.4). Vyuzijte vétu 2.9 (str. 35).

Obrazek 4.4

Vysledek: Tézisté T trojuhelniku ABC' déli usecku BS v poméru 2 : 1,

N

nosti |BS| = |DS| potom plyne, ze |BTy| = |T1T5| = |T2D|.

Dokazte, ze pfimka spojujici stfedy zakladen lichobézniku prochéaz{ prise-
¢ikem prodlouzenych ramen a prise¢ikem thlopfi¢ek tohoto lichobé&zniku.

Navod: Oznacte F prisecik ramen lichobézniku ABC D, S, st¥ed zédkladny
AB a S, prisecik piimky F'S, se zakladnou C'D. Ukazte, Zze bod S, je stie-
dem tusecky CD. Vyuzijte podobné trojuhelniky AS,F, DS.F a BS,F,
CS.F (obr. 4.5a). Pro diikkaz druhé ¢asti tvrzeni oznacte E prisecik thlo-
pricek lichobéZniku ABCD, S, stied zadkladny AB a S, prusecik piimky
ES, se stranou C'D. Ukazte, ze bod S, je stfedem tsecky C'D. K tomu
vyuzijte podobné trojahelniky AS,E, CS.E a BS,E, DS.E (obr. 4.5b).
Trojthelniky jsou podobné dle véty uwu (viz ZT 16, str. 30).
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4.8

b)
D Se C
E
wle
A Su B
Obréazek 4.5
AS, S, F
Vysledek: Z podobnosti trojuhelnika AS, F, DS.F plyne ||DS | = ||S F||’
C C
ol BS,
z podobnosti trojuhelnika BS,F, C'S.F plyne ||§, F|| = ||Cg ||, a tedy
AS.| _ |BS. . ! |
|D§c|| = ||C:ZC|| Bod S, je stiedem AB, tedy |AS,| = |BS,|, a proto

je také |DS.| = |CS.|, neboli bod S, je stiedem strany C'D. V piipadé
pruseciku F thlopticek lichobézniku je postup analogicky. Jelikoz je dvéma
riznymi body p¥imka jednozna¢né uréena (viz str. 10), leZi body E, F' na
pfimce S,Sp.

DokaZte, Ze ve ¢tyiihelniku ABCD plati: (AB || CDA|AB| = |CD|) pravé
tehdy, kdyz ABCD je rovnobé&znik.
Navod: Dokazte zvlast jednotlivé implikace. V obou piipadech vyuZijte

shodnost trojuhelnika ABC, CDA a ZT 4 (str. 17) (obr. 4.6). Definice

rovnobézniku viz str. 70.

D C

A B
Obrazek 4.6
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4.9

Vysledek: Pii dikazu implikace zleva doprava jsou trojuhelniky ABC,
CDA shodné dle véty sus (viz ZT 11, str. 29). Z této shodnosti plyne, ze
|<<BCA| = |<DAC|, aodtud BC || AD. P¥i diikazu implikace zprava doleva
jsou trojuhelniky ABC, CDA shodné dle véty usu (viz ZT 12, str. 29).
Z této shodnosti plyne, ze |AB| = |CD|.

Rozhodnéte, zda plati véty obracené k vétam 4.12 (str. 76) a 4.13 (str. 77).

Obracena véta 4.12: Je-li soucet velikosti protéjsich uhla ¢tyithelniku
shodny, potom je tento ¢tyfuhelnik tétivovy.

Navod: Uvazujte ¢tyftahelnik ABCD. Z véty 4.1 (str. 68) plyne, ze a+v =
= 180° a S+ ¢ = 180°. Uvazujte kruznici k se stfedem S opsanou trojiahel-
niku AC'D a promyslete, co plati pro stfedové ihly ASC a k nim p¥islusné
obvodové thly (obr. 4.7).

Obrézek 4.7

Vysledek: Stredovy thel ASC pfislusny obvodovému uhlu ADC o veli-
kosti § mé velikost 24, proto velikost k nému doplitkového dhlu do 360°
je 28 (diky predpokladu, ze 8+ § = 180°). Jelikoz velikost thlu ABC je
polovi¢ni vzhledem ke stfedovému thlu ASC o velikosti 23, musi bod B
leZet na kruznici k.

Obracena véta 4.13: Je-li soufet délek protéjsich stran ctyithelniku
shodny, potom je tento ¢tyfiuhelnik te¢novy.

Navod: Promyslete platnost véty pro nekonvexni ¢tyiuhelnik.
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Vysledek: Nekonvexnimu ¢étyiftahelniku nelze vepsat kruznici, avSak exis-
tuje nekonvexni ¢tyfiuhelnik ABC D, ktery spliuje pfedpoklad a+c¢ = b+d
(napf. obr. 4.8), proto tato véta neplati.

Obrazek 4.8
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5 Mnohothelnik

5.1

5.2

5.3

Proved'te tiplnou diskusi priniku trojuhelniku a konvexniho &tyFahelniku.

Navod: Uvazujte rizné vzajemné polohy danych utvaria. Uzijte vétu 1.1
(str. 14). Uvédomte si, kolik nejvyse stran muZe ziskany objekt mit.

Vysledek: Prinikem muze byt celkem osm rtiznych objektii: prazdna mno-
Zina, bod, tsecka, trojihelnik, konvexni ¢tyituhelnik, konvexni pétithelnik,
konvexni Sestithelnik nebo konvexni sedmiihelnik (obr. 5.1).

Ay A Ty B
SRS

Obrazek 5.1

Urcéete pocet vrcholtt pravidelného mnohothelniku, jehoz vnitini thel ma
velikost 144°.

Navod: VyuZijte vétu 5.2 (str. 83).

Vysledek: 10.

Dokazte, ze v pravidelném dvanactithelniku je velikost vnitiniho thlu pé-
tindsobkem velikosti vné&jsiho thlu.

Navod: Pomoci véty 5.2 (str. 83) uréete velikost o vnitiniho ahlu pravidel-
ného dvanactithelniku, pro velikost o’ vnéjsiho dhlu plati, ze o/ = 180° —a..

Vysledek: a = 150°, o/ = 30°, tedy a = 5a/.
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5.4 Ktery konvexni mnohouhelnik méa dvakrat vice ahlopficek nez stran?
Navod: Vyuzijte vétu 5.1 (str. 82).

Vysledek: Sedmithelnik.

5.5 Vypocitejte soucet velikosti vyznacenych thla v obrazku 5.2.

Obréazek 5.2

Navod: Pro hledany soucet s velikosti vyznacenych uhli dle véty 2.2
(str. 27) plati, ze s + k = 5-180°, kde k je soucet velikosti ¢ervené vy-
znacenych 1hld v obrazku 5.3. Tyto ,,Cervené® thly jsou vedlejsimi dhly
k ,,zelenym* vnitfnim ahla pétichelniku ABCDE (obr. 5.3), proto k+2m =
= 10-180°, kde m je soudet velikosti vnitinich dhla pétithelniku ABCDE
(viz véta 5.2, str. 83).

Obrazek 5.3

Vysledek: 180°.
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6

6.1

6.2

Obvod a obsah

Trojthelniky K LM a K'L’M’ jsou podobné, pticemz |K'M’| = k|KM]|,
k > 0. Jaky je pomér jejich (a) obvodi, (b) obsahi?

Navod: Vyjadiete obvod/obsah obou trojihelnikii pomoci délek tusedek
vztahujicich se pouze k trojuhelniku KLM (kazda usecka vztahujici se
k trojuhelniku K'L'M’ je k-krat deldi neZ odpovidajici tiseka v trojihel-
niku KLM).

Vysledek: (a) 1:k; (b) 1: k2.

Vyjadrete obvody a obsahy Sedé vybarvenych obrazct (a)—(f) v obrazku 6.1
v zévislosti na délce strany a ¢tverce, jemuZ jsou obrazce ,,vepsany/opsany“.
Obrazce jsou ohrani¢eny tseckami a ¢astmi kruznic, jejichz stiedy jsou vzdy
ve vrcholech nebo zvyraznénych stiedech stran ¢i thlopticek ¢tverce.

(2) (b) (©)

(f)

Y
A

Obrazek 6.1

Navod: (a) Obvod je souc¢tem délek dvou shodnych ¢tvrtin kruznice s po-
lomérem a. Obsah je sou¢tem obsahti dvou shodnych kruhovych tseéi s po-
lomérem a. (b) Obvod je sou¢tem délek ¢tvrtiny kruZnice s polomérem a,

polokruznice s polomérem § a tsecky délky a. Obsah je rozdilem obsahii

kruhové vysece s polomérem a a pilkruhu s polomérem §. (c) Obvod je
souctem délek ctyt shodnych ¢tvrtin kruznice s polomérem §. Ctverec lze
rozdélit na ¢ty¥i shodné mensi étverce a vhodné preusporadat (obr. 6.2a),

nasledné je patrné, Ze obsah je rozdilem obsahu ¢tverce o strané délky a
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a kruhu o poloméru 3. (d) Obvod je souc¢tem délek dvou shodnych polo-
kruznic s polomérem % a ¢tvrtiny kruznice s polomérem a. Obsah je stejny
jako rozdil obsaht kruhové vysece o poloméru a a pravothlého rovnoramen-
ného trojuhelniku s odvésnami o délce a (obr. 6.2b). () Obvod je souctem
délek ¢tyt polokruznic s polomérem 5. Obsah lze urcit jako soucet obsahi
¢tyT shodnych tutvart podobnych dtvaru z tlohy 6.2a, jen vepsanych do
¢tverce o strané dlouhé 5. (f) Obvod je souctem délek ¢ty shodnych polo-
kruznic s polomérem$ a délky kruznice o poloméru rovném poloviné délky
uhlopficky daného ¢tverce. Obsah lze vypocitat vztahem 4.57 + Ss — S3, kde
S1 je obsah piilkruhu s polomérem 3, S je obsah daného ¢tverce a S3 je

obsah kruhu o poloméru rovném poloviné délky ahlopticky daného Etverce.

[

a)

Obrazek 6.2

2
Vysledek: (a)0:7ra,S:a2(g—1);(b)0:a(1—|—7r),S:%;
craS=a(1-T). @o=" g (T 1) (o) o=
(C)O—?T:,S—a(l 4),(d)0— 2,5—2(2 1>,(e)0—2ﬂ'a,

S:aQ(i—l);(f)0:7ra(2+\/§)7S:a2.

6.3 Stied ramene BC' lichobé&zniku ABCD oznaéte E. Jaky je pomér obsaht
lichobézniku ABCD a trojuhelniku ADE?
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6.4

6.5

Navod: Obsah trojihelniku ADFE vyjadiete jako souet obsaht trojthelni-
ki FEA a FED, kde FE je stfedni piickou lichob&zniku ABC'D (obr. 6.3).
VyuZzijte vétu 4.10 (str. 74) a uvédomte si, Ze body A a D jsou stejné
vzdalené od pfimky E'F.

D C

VAR
/ AN

A B
Obrézek 6.3

Vysledek: 2 : 1.

Délky zakladen lichobézniku jsou 6cm a 4cm, jeho obsah je 25cm?. Vy-
poctéte obsahy ¢tyt trojuhelniki, na které je lichobéznik rozdélen svymi
uhloprickami.

Navod: Oznacte dany lichobéznik ABCD, kde AB a CD jsou zakladny. Ze
vztahu pro obsah lichobé&zniku (str. 94) urcete vysku lichob&zniku ABCD.
Pro vypocet obsaht trojuhelniki ABS a CDS dale vyuzijte, ze tyto troj-
thelniky jsou podobné podle véty wu (ZT 16, str. 30). Oznacte S prusecik
uhlopticek AC, BD. Pro vypocet obsahii trojuhelnika BC'S a ADS si staci
uvédomit, Ze tyto obsahy jsou shodné, nebot jsou shodné obsahy trojuhel-
nikit ABC a ABD a obsah trojuhelniku BC'S, resp. ADS, lze vyjadrit jako
rozdil obsahi trojuhelniku ABC, resp. ABD, a ABS.

Vysledek: Obsah trojuhelniku ABS je 9cm?, obsah trojuhelniku BC'S
i trojihelniku ADS je 6 cm? a obsah trojthelniku CDS je 4 cm?.

Lichobézniku ABC D lze vepsat kruznici. Délky jeho ramen jsou 3 cm a 5 cm,
jeho stfedni pricka jej déli na dva lichobé&Zzniky, jejichZz pomér obsahii je
5 :11. Urcete délky jeho zékladen.

Navod: Vyuzijte vty 4.13 (str. 77) a 4.10 (str. 75) a sestavte soustavu
rovnic pro dvé neznamé (délky zakladen).

Vysledek: 7cm a 1cm.
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6.6 Do kruznice k(S,24 cm) jsou vepsany dvé kruZnice [y, lo o polomérech
12 cm tak, ze s kruznici £ maji vnitfni dotyk a spolu navzajem maji vnéjsi
dotyk v bodé S. Vypoctéte polomér kruznice m, ktera se dotyka vSech tii
zadanych kruznic.

Navod: Vyuzijte Pythagorovu vétu (véta 6.5, str. 100) v trojahelniku M LS,
kde L, M jsou po fadé stiedy kruznic lo, m (obr. 6.4).

Obrazek 6.4
Vysledek: 8 cm.

6.7 Do ¢tvrtkruhu o daném poloméru R vepiSte kruh o maximalnim obsahu.
Urcete polomér vepsaného kruhu v zavislosti na R.

X
U T

X R—x

S R

Obrazek 6.5
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6.8

6.9

6.10

Navod: Vyuzijte Pythagorovu vétu (vta 6.5, str. 100) v trojuhelniku SUT,
kde S je stfed daného ¢tvrtkruhu, T je stfed vepsaného kruhu a U je pata
kolmice spusténéd z bodu T na stranu daného étvrtkruhu (obr. 6.5).

Vysledek: R(v/2 — 1).

Vypocitejte obsah trojuhelniku ABC' a délky jeho vysek, je-li a = 10cm,
b=8cm, ¢c=14cm.

Navod: Vyuzijte Hérontiv vzorec (véta 6.10, str. 105) a nasledné zakladni
vztah pro obsah trojuhelniku pomoci délky strany a piislugné vysky (viz
str. 94).

166
5

166

cm, vy, = 4v6cm, v, = 7 cm.

Vysledek: S = 16v/6 cm?, v, =

Je dan étverec ABCD. Oznafme S stied jeho strany BC a @ prusecik
pfimek AS a BD. Pfimky AS a BD déli ¢tverec ABCD na Ctyfi Césti.
Urcete jejich obsahy, jestlize obsah trojuhelniku BSQ je 8 cm?.

Navod: Obsah trojuhelniku DAQ plyne z podobnosti trojuhelnika DAQ
a BSQ. Pro vypocet obsahu trojuhelniku ABQ vyuzijeme toho, ze bod @
je stejnd vzdalen od p¥imky AB jako od pfimky BS a zaroven Ze |[AB| =
= 2|BS]|. Obsah ¢tyithelniku QSCD je rozdilem obsahii trojuhelniki BC' D
a BSQ pritemz obsah trojuhelniku BC'D je shodny s obsahem trojuhel-
niku ABD.

Vysledek: Obsah trojihelniku DAQ je 32cm?, obsah trojuhelniku ABQ
je 16 cm? a obsah é&tyfuhelniku QSCD je 40 cm?.

Vyjadiete polomér r kruznice opsané a polomér o kruznice vepsané pravi-
delnému pétithelniku, jehoz strana ma délku a.

Navod: Pravidelny pétithelnik rozdélte na pét shodnych rovnoramennych
trojahelniki (obr. 6.6). Polomér r je délkou ramene a polomér g je vyskou
k zakladné kazdého z téchto trojuhelniki. PouZijte goniometrické funkce,
popiipad€ vyuzijte vztah pro cos72° odvozeny na str. 138 a Pythagorovu
vétu (vta 6.5, str. 100).
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6.11

6.12

6.13

Obrazek 6.6

Vysledek: Pomoci goniometrickych funkei: r = ,L, 0= % tan 54°.
2sin 36° 2

Pomoci vztahu pro cos 72° a Pythagorovy véty: r = % 50 4+ 10v/5, o =

— 2\ /251 10v5.

10

V pravouhlém trojthelniku ABC' s pFeponou ¢ je ddna odvésna a = 4cm
a téznice t, = 6 cm. Vypocitejte délku téznice tp.

Navod: Oznacte S,, S, po fadé st¥edy stran a, b. Aplikaci Pythagorovy véty
(véta 6.5, str. 100) na trojuhelnik AS,C urcete délku strany b, nasledné
pomoci téze véty v trojuhelniku S, BC urcete délku té&Znice tp.

Vysledek: 2v/6 cm.

V obdélniku ABC D vyjadiete vzdalenost bodu C od tisecky B D v zavislosti
na délkach a = |AB|, b = |BC)|.

Navod: Hledana vzdélenost je vy$kou na preponu pravothlého trojihel-
niku BC'D, patu vysky oznacte P. Délku jeho prepony urcete pomoci Py-
thagorovy véty (véta 6.5, str. 100). Dale vyuZijte podobnost trojuhelniki
ABD, PDC (uu, viz ZT 16, str. 30).

JaZ L B2
Vysledek: m.
a? +b?

Do rovnostranného trojuhelniku ABC o strané délky a je vepsan Ctverec
KLMN. Vyjadrete délku z strany ¢tverce v zavislosti na délce a, jestlize
KLCAB N MeBC N N e AC.
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Navod: Oznaéte S stied strany AB (obr. 6.7) a vyuZijte podobnost troj-
thelnika BSC, BLM podle vty wu (ZT 16, str. 30).

c

X

/<607

A K SL%B

Obrézek 6.7

Vysledek: x = a (2\/§ — 3).

6.14 Dokazte Pythagorovu vétu (véta 6.5, str. 100) jako piimy dusledek vét Fu-
kleidovijch (véty 6.8 a 6.9, str. 103-104).

Navod: Stadi vyuzit vétu o odvésné (véta 6.9, str. 104) pro obé& odvésny
pravoihlého trojihelniku.

Vysledek: V pravouhlém trojihelniku ABC' s pfeponou ¢ rozdélenou pa-

tou vysky na tseky c,, ¢ (obr. 6.8) plati, ze a® = cc, A b* = ccp. Souctem

obou vztaht a tpravou ziskame a2 + b? = 2.

Ac P Cy B
Obrazek 6.8

6.15 Dokazte Eukleidovy véty (véty 6.8 a 6.9, str. 103-104) jako p¥imy disledek
véty Pythagorovy (véta 6.5, str. 100).

Navod: Pravouhly trojuhelnik oznafte ABC (s pravym tdhlem pii vr-
cholu (), patu jeho vysky v na pfeponu oznacte P a tseky pfepony cg,
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6.16

¢p (obr. 6.8). Vyuzijte Pythagorovu vétu (véta 6.5) v trojuhelnicich ABC,
APC i PBC, tj. vztahy

a4+ = & (1)
vt = b (2)
vk = d (3)

P1i dpravach vyuzijte téz, ze ¢ = ¢4 + ¢ a vzorec pro druhou mocninu
dvojc¢lenu.

Vysledek: Fukleidovu vétu o vgsce (véta 6.8) odvodite vyjadienim a po-
rovnanim b% z rovnic (1) a (2) a naslednym dosazenim za a? z rovnice (3).
Pro odvozeni Eukleidovy véty o odvésné (véta 6.9) vyjdéte od rovnice (3)
a postupné dosadte za v? z rovnice (2) a za b? z rovnice (1). Naslednd
upravte.

Dokazte Eukleidovy véty (véty 6.8 a 6.9, str. 103-104) uzitim mocnosti bodu
ke kruznici.

Navod: Uzijte vty 3.11 (str. 60) a 3.12 (str. 62). Pro odvozeni Eukleidovy
véty o vySce (véta 6.8) uvazujte Thalétovu kruznici (viz str. 53) nad pfepo-
nou daného trojuhelniku, pro odvozeni Eukleidovy véty o odvésné (véta 6.9)
uvazujte Thalétovu kruznici nad odvésnou daného trojihelniku.

Vysledek: Oznacte dany pravouhly trojihelnik a jeho prvky jako na ob-
razku 6.8. Z mocnosti bodu B k Thalétové kruznici nad odvésnou AC plyne
vztah a® = ccq, analogicky z mocnosti bodu A k Thalétové kruznici nad
odvésnou BC plyne vztah b?> = ccp. Z mocnosti paty P vysky na preponu
k Thalétové kruZnici T nad preponou AB (obr. 6.9) plyne vztah v? = c,cp.

Obrazek 6.9
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6.17

6.18

Dokazte, Ze v lichob&Zniku ABCD se zdkladnou AB plati e + f? = b? +
+ d? + 2ac.

Navod: Oznacte P, @ po fadé paty kolmic z bodua D, C k piimce AB
ax = |AP|, y = |@B] (obr. 6.10). Vyuzijte Pythagorovu vétu (véta 6.5,
str. 100) v trojahelnicich AQC (vztah 1), BPD (vztah 2), APD (vztah 3),
BQC (vztah 4).

AN AN

Obrazek 6.10

Vysledek: Sou¢tem vztaht (1) a (2) a dosazenim ze vztaht (3) a (4) za v?
ziskdme €% + f2 = b2 4 d? +2a® £ 2a(x +y), resp. €2+ f2 = b2 +d? +2a° £
+ 2a(x — y) (zélezi na poloze bodu P, @ vici bodum A, B, viz obr. 6.11,
v némz jsou znazornény nékteré z moznych situaci), a pouZijeme vztah
porovnavajici soucty /rozdily délek x, y, a a délky strany ¢, z n&jz dosadime
za (z £ y). Po tpravé vyjde e? + f? = b? + d? + 2ac.

D C D C D C

ix: a ;yi [x . ax ;yi M

P A B QO A P B 0 P 0 A B
a=c—(x+y) a=c+x—y a=c—x+y

Obréazek 6.11

Dokazte, ze v pravouhlém trojihelniku je soucet délek odvésen roven souctu
primért kruznice opsané a vepsané.

Navod: Uvédomte si, kde lezi stfed kruznice opsané pravotihlého trojuhel-
niku (aplikujte Thalétovu vétu, viz véta 3.6, str. 51). Dale zapiste délky
stran daného trojihelniku jako soucty délek dvou tsecek, na néz je strana
délena bodem dotyku s kruznici vepsanou.
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Vysledek: Pii oznaceni daného trojuhelniku ABC' (s pfeponou c), polo-
méru kruznice opsané r, poloméru kruznice vepsané p a délek dseki, na
né7 je piepona délena bodem dotyku s kruznici vepsanou, jako = a y (viz
obr. 6.12), plati: a+ b=2z+y+ 20 = c+ 20 = 2r + 2p.

Obrézek 6.12

6.19 Je dan &tverec ABCD, bod E je stfedem tsecky AB, bod F' je stiedem
tsecky CD. Sestrojte kruznici k, kterad se dotykd primky F'B a prochéazi
body A, E.

D F C

kif st ~&Ti

i/

| E B

AN
N /BT
|

0! e V4
|
!
'S,

Obrézek 6.13

Navod: Nejprve sestrojte bod dotyku 7" kruznice k s pfimkou BF'. Z moc-
nosti bodu B ke kruznici k plyne, ze |BT|> = |BA|- |BE| (viz véty 3.11
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a 3.12, str. 60-62). Stfed S kruZnice k je potom prusecikem osy o tusecky AE
a kolmice vedené z bodu T k piimce BF'.

Vysledek: Délku |BT| lze sestrojit pomoci Eukleidovy véty o odvésné
(v&ta 6.9, str. 104) — viz pomocny pravouhly trojihelnik s pfeponou AB
v obrazku 6.13. Uloha méa dvé FeSeni (k1, ko se stfedy Sy, So v obr. 6.13).
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7 MnozZiny bodid dané vlastnosti

7.1

7.2

Sestrojte mnozinu stfedd v8ech kruznic, které se dotykaji dané primky p
v jejim daném bodé& T'.

Navod: Sestrojte nékolik konkrétnich stfedu takovych kruznic, vyuzijte
vétu 3.5 (str. 49).

Vysledek: Hledanou mnozinou M je kolmice k pfimce p vedena bodem T’
vyjma bodu T (obr. 7.1).

P

M
Obrazek 7.1

Sestrojte mnozinu stiedit v8ech kruZnic, které se dotykaji dané kruznice k
v jejim daném bodé& T'.

Navod: Sestrojte nékolik konkrétnich stfedu takovych kruznic, vyuzijte
vztahu mezi bodem dotyku dvou kruZnic a stfednou téchto kruzmic (viz
str. 59). UvaZujte vngjsi i vnitin{ dotyk kruznic.

o

Obrazek 7.2
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7.3

7.4

Vysledek: Hledanou mnozinou M je piimka ST, kde S je stied kruznice k,
vyjma bodia S, T (obr. 7.2).

Jsou dany soustifedné kruZnice k(K,5 cm), [(K,2 cm) a bod M tak, ze
|KM| = 4cm. Sestrojte vSechny kruznice, které se dotykaji kruznic k, [
a prochazi bodem M.

Navod: Hledané kruznice oznacme m;, i € {1,2,3,...}. KruZnice k, m;

vive

dotyk, zalezi na poloméru kruznice m;.

Vysledek: Zadané podminky spliuji ¢tyfi rizné kruznice mi, ms, ms,
my (obr. 7.3). Kruznice my, ms majici vnéjsi dotyk s kruznici | musi
mit polomér rovny 1,5cm. Jejich stfedy Si, S2 jsou pruseciky kruznic
s(K,3,5cm), h(M,1,5cm). Kruznice ms, mg majici vnitini dotyk s kruz-
nici [ musi mit polomér rovny 3,5cm. Jejich stiedy Ss, S jsou pruseciky
kruznic s'(K, 1,5cm), h'(M, 3,5 cm).

Obrazek 7.3

Je déna tusecka AB. Sestrojte mnozinu stiedu vSech koso¢tverci ABCD.

Navod: Uzijte vétu 4.6 (str. 72) a Thalétovu vétu (véta 3.6, str. 51). Pra-
cujte s definici kosoGtverce (str. 72), dle niZ ¢tverec neni koso¢tvercem.
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Vysledek: Hledanou mnoZinou M je kruznice nad primérem AB vyjma
bodu A, B a priisec¢iki Sy, Sy této kruznice s osou 04 tsecky AB (obr. 7.4).

Obrazek 7.4

7.5 Je déana usecka AB. Znézornéte mnoZzinu bodu, ze kterych je tsecka AB
vidét pod thlem o velikosti a € (30°;60°).

Navod: Sestrojte nejprve mnoziny bodt Msg, Mgo, z nichZ je tsecka AB
vidét pod tuhly o velikostech 30° a 60° (viz str. 118).

Vysledek: Hledanou mnozinou M je rovinny utvar ohrani¢eny mnoZinami
M3, Mgy bez hraniéni kiivky (obr. 7.5).

Obrazek 7.5
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7.6

7.7

Znézornéte mnozinu bodu stejné vzdéalenych od ramen ostrého thlu AV B.

Navod: Kromé osy daného uhlu AV B hledejte také body lezici vné tohoto
uhlu a spliiujici dany pozadavek. Uvédomte si, jak je definovana vzdélenost
bodu od polopfimky (viz str. 19).

Vysledek: Hledanou mnozinou M je sjednoceni osy konvexniho thlu AV B
s konvexnim thlem YV Z (obr. 7.6), kde (— VY L +— VB)A(Y € AV§)
a(—VZ1L+—VAYA(Z e BVA).

Obrazek 7.6

Je dana pfimka p a bod A, ktery na ni nelezi. Sestrojte mnozinu stiedi
vSech tsecek AX), jestlize X probihé pfimku p.

Navod: Zvolte na pfimce p tfi libovolné navzajem rizné body Xi, Xa,
X3 (bod X3 mezi body X3, X3) a aplikujte vétu 2.7 (str. 34) postupné na
trojuhelniky X7 X3A, X1 X2 A. Zamyslete se nad vzajemnou polohou st¥edu
useCky XoA a stfedni pricky trojihelniku X7 X3A rovnobé&Zné se stranou
X1 X3.

Obrazek 7.7
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7.8

7.9

Vysledek: Hledanou mnozinou M je pfimka rovnobézné s pifmkou p pro-
chéazejici stiedem S tsetky AX, kde X je libovolny bod piimky p (obr. 7.7).

Jsou dany ruzné rovnobézky a, b. Sestrojte mnozinu bodt, které maji od
pfimky a dvojnasobnou vzdalenost nez od pfimky b.

Navod: Sestrojte libovolnou pficku g pfimek a, b a oznacéte A, B po fadé
pruseciky pficky ¢ s prfimkami a, b. Na pficce ¢ sestrojte vechny body X,
pro které plati |AX| = 2|BX], neboli |AX|: |BX|=2:1 (viz str. 130).

Vysledek: Body X existuji dva rtizné, v obrazku 7.8 jsou oznaceny X, Xo.
Hledanou mnozinou je sjednoceni pfimek pi, ps rovnobéznych s piimkami
a, b, pricemz X1 € p; a Xs € po.

Obrazek 7.8

Uréete mnozinu t&zist v8ech pravouhlych trojuhelniki se spole¢nou piepo-
nou AB.

Navod: Uzijte Thalétovu vétu (véta 3.6, str. 51) pro stanoveni viech moz-
nych poloh tfetiho vrcholu C' pravoihlého trojihelniku ABC a uvédomte
si, co plati pro |[SC|, resp. |ST|, kde S je stfed strany AB a T t&zisté
trojuhelniku ABC.

C

T
A S B
w37

Obrazek 7.9
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7.10

1
Vysledek: Hledanou mnoZinou M je kruZznice k (S; 6AB|) vyjma jejich
priseciku s tseckou AB (obr. 7.9).

Sestrojte nékolik riznych bodu

(a) elipsy, jsou-li dana ohniska E, F a vzdalenost 2a > |EF|,

(b) paraboly, je-li dana Fidici pfimka d a ohnisko F, kde F ¢ d,
(c) hyperboly, jsou-li ddna ohniska E, F' a vzdalenost 2a < |EF].

Navod: Uzijte definice kuzelose¢ek na str. 119-120. (a/c) St¥ed elipsy/hy-
perboly je stfedem tsecky EF, na hlavni ose EF potom muZete sestrojit
vrcholy A, B tak, ze |AS| = |BS| = a. Pii konstrukei bodu elipsy, resp.
hyperboly, dale zvolte na piimce EF' libovolné bod X leZici mezi ohnisky
E, F, resp. vné tsecky E'F', a dale pracujte s kruznicemi se stfedy v bodech
E, F a poloméry |AX]|, |BX]|. Postup lze opakovat s volbou jinych poloh
bodu X.

(b) Osou paraboly je kolmice veden& bodem F k ¥idici pfimce d, na ose lezi
vrchol V paraboly, pficemz |V F| = |V d|. Pro konstrukei dalsiho libovolného
bodu paraboly je tfeba zvolit libovolnou rovnobézku p s pfimkou d tak,
aby |pd| > |Vd|. Pro bod M paraboly leZici na pfimce p potom plati, Ze
|Md| = |pd| = |MF|. Postup lze opakovat s volbou jinych pfimek p.

Obrazek 7.10
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Vysledek: (a) Bod M; elipsy je priise¢ikem kruznice ‘k; (E; |AX;|) a kruz-
nice ‘ko(F;|BX;|). V obrazku 7.10 jsou takto sestrojeny body Mi, Mos.
Déle lze vyuzit osovou i stfedovou soumérnost elipsy (body My, My, M;"
atd.).

(b) Bod M; paraboly je prusecikem pifmky p; a kruznice k;(F; |p;d|). V ob-
razku 7.11 jsou takto sestrojeny body M;, Ms. Déale lze vyuzit osovou
soumdérnost paraboly (body Mj, Mj).

d M,
/]
Pl

. --F+ .

Obrazek 7.11

(c) Bod M; hyperboly je priiseéikem kruznic ‘ki(E;|AX;]), ke (F; | BX;)).
V obrazku 7.12 jsou takto sestrojeny body My, Ms. Déle lze vyuzit osovou
i stfedovou soumeérnost hyperboly (body Mj, M{', M;" atd.).

Obréazek 7.12
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7.11 Je dan trojuhelnik ABC. V mnoziné M sestrojte mnozinu boda X majicich
vlastnost | X A| > | X B|, jestlize (a) M = «+— AB, (b) M = Es, (¢) M =
= NAABC.

Navod: (a) Kli¢ovym bodem je stfed S tsecky AB. (b) Sestrojte osu o
useCky AB a pozorujte, co plati pro body nalezici oA a co plati pro body
nalezici oB. (c¢) Uréete prinik trojihelniku ABC a mnoziny, ktera je fese-
nim podilohy (b).

Vysledek: (a) Hledanou mnozinou je — SB vyjma bodu S (obr. 7.13a).
(b) Hledanou mnozZinou je polorovina oB bez hranitnf piimky o (obr. 7.13b).

a) c b)
B
JA S

Obrézek 7.13

(¢) Hledanou mnozinou je prinik trojuhelniku ABC s oB (viz TeSeni b).
Vysledkem mitize byt trojihelnik bez jedné strany (obr. 7.14a,b) nebo kon-
vexni ¢tyfthelnik bez jedné strany, zélezi na poloze bodu C' (obr. 7.14c).

a) C b) ci c) | C
A [ B A I B A ! B
1o 10 lo

Obrézek 7.14
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8

8.1

8.2

Konstrukéni alohy

Jsou dany ostré uhly o velikostech « a 3, pfi¢emz o > (. Graficky sestrojte
thel o velikosti a) a 4+ 3, b) a — S.

Navod: Vyuzijte kruznicové oblouky se stfedy ve vrcholech danych tuhli
o libovolném, ale navzajem shodném poloméru, a tétivy odpovidajici témto
obloukim.

Vysledek: Viz obrazek 8.1.

B! g

Obréazek 8.1

Na pfimce AB sestrojte bod C tak, aby:
(a) |AC|:|CB|=5":2,
(b) |AC|:|AB|=5:2.

Navod: (a) Pouzijte konstrukci popsanou na str. 130. (b) Use¢ku AB roz-
délte jejim stfedem S na dvé shodné tsecky a od bodu A poté kruZitkem
naneste pét takovych tsecek.

Vysledek: (a) Uloha m4 2 feeni (v obrazku 8.2 body Cy, Cs).

//A C>“>/B C,

Obrézek 8.2
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(b) Uloha ma 2 Fefeni (v obrazku 8.3 body Cy, Cy).

L L L L L Il Il 1
| | 1 1 1 U T T

Cl A S B C2
Obrazek 8.3

8.3 Je dana piimka a a body A, B tak, Zze A ¢ aAB € a. Pomoci eukleidovského
pravitka a kruzitka sestrojte:
(a) v bodé B kolmici m k pfimce a,
(b) bodem A kolmici ¢ k pfimce a,
(¢) bodem A rovnobézku r s piimkou a,
(d) polopfimku BX tak, aby velikost tthlu ABX byla 60°.

Navod: (a) Sestrojte osu pfimého tihlu s vrcholem B, jehoZz ramena lezi na
piimce a.

(b) Sestrojte kruznici k se stiedem A a libovolnym polomérem takovym,
aby primka a byla jeji se¢nou. Vzniklé pruseciky oznacte P, @) a sestrojte
osu usecky PQ.

(c) Sestrojte kosoétverec s libovolnou délkou strany d, pro kterou plati
d > |Aa|. Vychozim bodem kosoé¢tverce je bod A a jedna strana koso¢tverce
lezi na pfimce a.

(d) Za&néte kruznici k se stfedem v bodé B a libovolnym polomérem 7. Vy-
uzijte toho, ze vnit¥ni dhly v rovnostranném trojihelniku maji velikost 60°.

Vysledek: (a) Viz obrazek 8.4a. (b) Viz obrazek 8.4b.

a) b)

A+ >< m
1N k .

a P 0 B ua

Obrazek 8.4
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8.4

(c) Viz obrazek 8.5a. Index 4 u popisu kruZnic i bodu uréuje, v jakém
poradi byly utvary sestrojeny. Hledand rovnobézka obsahuje stranu AAs
sestrojeného kosoctverce AA; As Ag.
(d) Uloha ma dvé feseni, v obrazku 8.5b se jedna o polopiimky BX1, BXs.
Prusecik kruznice k s polopiimkou BA oznaéte S. Body X, Xo jsou pri-
se¢iky kruznice k s kruznici [(S;7).

b)

a) . Ay ks ;
A r A X
S
ka
, a a
ki A B A, )Xl‘( 'B
Obrazek 8.5

Sestrojte pravidelny patnéctitihelnik vepsany do dané kruZnice.

Navod: Do téze kruznice vepiste pravidelny trojihelnik i pravidelny péti-
thelnik se spolenym vychozim vrcholem.

Vysledek: Vepiste dané kruznici prayidelnjr trojuhelnik A; AgAq1 a pra-
videlny pétithelnik A; AgA7;A19A13. Usecka AgA7 je stranou pravidelného
patnéctiﬁhelniku A1A2A3A4A5A6A7A8A9A10A11A12A13A14A15 (ObI‘. 86)

Al
Ajo

Ag

Obrazek 8.6
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8.5

8.6

Dokazte, Ze pfiblizna délka strany pravidelného sedmiihelniku (viz str. 131)
je rovna poloviné délky strany rovnostranného trojuhelniku vepsaného téze
kruZnici.

Navod: Vyjdéte od obrazku piislusné konstrukce v uebnici (obrazek 8.7
na str. 131). Druhy prisecik pfimky AS s kruZnici k ozna¢te B a druhy
priseéik pFimky p s kruznici k oznacte @ (obr. 8.7). Vyjadrete délky tusecek
OP, PQ a PB v zavislosti na poloméru r kruznice k, uZijte Fukleidovy véty
(véty 6.8 a 6.9, str. 103-104).

Obrazek 8.7

Vysledek: |OP| = gx/g, |PB| = rv/3 = 2|OP| = |PQ)| tedy trojtihelnik
PQB je rovnostranny a |OP| je rovna poloving délky jeho strany.

Pocetné urcete, jak moc jsou popsané piiblizné konstrukce pravidelného
sedmithelniku (str. 131), pravidelného devitiahelniku (str. 132) a rektifikace
kruznice (str. 132) nepfesné.

Navod: Buno uvazujte jednotkovy polomér dané kruznice (opsané, resp.
té, kterou chceme rektifikovat). Vyjadiete délky stran pravidelného sedmi-
thelniku a pravidelného devitithelniku i délku poloviny kruZznice presné
(napf. uzitim goniometrickych funkei) a tak, jak je sestrojena pfibliznou
metodou. Néasledné urcéete podil obou hodnot, vysledek zaokrouhlete tak,
abyste vidéli pocet nulovych desetinnych mfist.

Vysledek: Presné hodnoty jsou oznaceny a, pfiblizné zx.

180° 3
Pravidelny sedmithelnik: a = 2 sin — T = g, 4 1,002. Chyba tedy
T
vznika az v fadu tisicin.
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(7—8V3)V5+2V3

13 ’

Pravidelny devitithelnik: a = 2sin20°, x = \/ 24+

¢ - 1,002. Chyba tedy vznika az v fadu tisicin.
x

140
Rektifikace kruznice: a = m, x = 3 2/3, % = 1,00002. Chyba tedy

vzniké az v fadu statisicin.

8.7 Je dana tsecka AB délky 6 cm. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li v. = 2cm
a r = 4cm, kde r zna¢i polomér kruznice opsané

Navod: Jedna se o polohovou tlohu, nejprve tedy se-
strojte usecku AB. Bod C' je potom prisecikem ekvi-
distanty p pfimky AB a kruZnice k(S; 4cm) opsané
trojihelniku ABC, kde ekvidistanta p je mnozinou
vSech bodii, které maji od pfimky AB vzdalenost 2 cm,
a trojuhelnik ABS sestrojite dle konstrukce sss (viz str.
126-127).

Vysledek: Uloha ma ¢étyii feseni: AABC,, AABC,y, NABCs, ANABC,

(obr. 8.8).
ki
G S G

D

A B

Obrézek 8.8

2Kompletni fedeni tloh 8.7 az 8.12 by mé&lo obsahovat rozbor, zapis konstrukce, konstrukci
a zavér. Zde jako navod uvadime v podstaté stru¢ny rozbor s nacrtkem a jako vysledek pouze
obrazek s konstrukci a zavér. Obrazky jsou rysovany dle zadanych udaji, avSsak v raznych
pomérech dle potfeby zmenseny. Postup konstrukce, ktery lze zpravidla zapsat vice zpiisoby,
ponechavame na ¢tenéfi, pri¢emz v obrazcich konstrukci jsou zakresleny a popséany i objekty,
o nichZ se v rozboru nepiSe, ale jsou potieba k zapsani postupu konstrukce.
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8.8

8.9

Je dana usetka AB délky 5cm. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li b = 6cm,
v = 60°.

Navod: Jedna se o polohovou tlohu, nejprve tedy se- £ C
strojte tsecku AB. Bod C je potom prisec¢ikem mno- A M
ziny M vS8ech bodi, z nichZ je tsecka AB vidét pod

thlem 60°, a kruznice k(A; 6cm). A 7 B

Vysledek: Mnozina M a kruznice k nemaji zddny spoleény bod, tloha
nema feseni (obr. 8.9).

Obrazek 8.9

Jen na zakladé rozboru nejprve odhadnéte pocet feSeni tlohy, poté, pokud
to lze, ovéite sviij odhad konstruket:

(a) Je dan bod A. Sestrojte trojihelnik ABC, jestlize a = 4cm, b = 4 cm,
c = 5cm.

(b) Je dana kruznice k(S,4 cm) a bod A € k. Sestrojte trojuhelnik ABC,
jestlize v, = 1cm, ¢ = 6cm a k je kruznice trojuhelniku ABC opsané.

Navod: (a) Jedna se o konstrukci trojihelniku typu

sss (viz str. 126-127), staci tedy ovéfit, Ze je splnéna e
trojtihelnikova nerovnost (viz ZT 9, str. 25). Uloha je N\
zadana polohové, jako FeSeni pocitejte vSechna mozna A=—2—B
umisténi trojuhelniku ABC.
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(b) Jedna se o polohovou tlohu, za¢néte tedy kruznici k C
a jejim bodem A. Bod B poté sestrojite jako prise¢ik =7 P
kruznic k a [(4;c). Bod C je prisecikem kruznice k a ek- \
vidistanty p pfimky AB, pfi¢emZ p je mnoZinou vSech 4
bodi, které maji od primky AB vzdalenost v.. ALB

Vysledek: (a) Uloha mé nekoneéné mnoho Feseni; fesenim je kazdy troj-
thelnik ziskany rotaci trojuhelniku AB;C7 nebo trojuhelniku ABsCs okolo
bodu A o libovolny tihel (v obrazku 8.10 jsou sestrojeny trojthelniky AB;C,
AB5C5 a ke kazdému z nich dalsi tfi trojahelniky ziskané uvedenou rotaci).

Obrazek 8.10

(b) Uloha mé osm TeSeni: AABlCl, AAB1C2, AABng, AABlC'4, AAB205,
AABQCG, AABZC’?, AABQCB (ObI'. 811)

Obrazek 8.11
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8.10 Sestrojte trojuhelnik ABC| jestlize:

(a) c=6cm, v, =2cm, r = 4cm;

Navod: (a) Uloha je nepolohovou variantou tlohy 8.7 vyge, miZeme po-
stupovat stejné.

(b) Nejprve sestrojte thel a s vrcholem A o velikosti 60°.
Poté sestrojte kruznici k(S; o), ktera se dotyka ramen
tohoto thlu, a nakonec te¢nu ¢ kruZnice k v bodé T,
kde T je krajni bod priméru kruznice k rovnobé&zného
s jednim z ramen ahlu « a zaroven je |AT| > |AS]. Body
B, C jsou pruseciky pfimky ¢ s rameny thlu «, pficemz
ihel AC'B musi byt pravy.

(¢) Nejprve sestrojte trojuhelnik ABT (sss, str. 126—
127), kde T je t8zisté trojahelniku ABC. Bod C je prii-
seCikem polopiimek AS,, BSy, kde S, € — AT A
N |ASa| =t,aS, € — BT A ‘BS[,| =t.

(d) Oznacte P patu vysky wv,. Sestrojte trojuhelnik
ABP (Ssu, viz str. 127). Bod C' je priise¢ikem piimky
BP s polopfimkou AX, kde |[<BAX| = «.

(e) Zacnste stranou AB. Bod C je potom priseci-
kem ekvidistanty p p¥imky ADB, kde p je mnoZina
bodi vzdalenych 1,5¢cm od pfimky AB, a mno-
Zziny M bodd, z nichZz je usecka AB vidét pod
thlem 120° (viz str. 118).

Vysledek: (a) Uloha ma dvé feseni: AABCy, AABCs (obr. 8.8). (b) Uloha
ma jedno Feseni: AAB;C; (obr. 8.12).
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Obrézek 8.12
(c) Uloha ma jedno feseni: AABC (obr. 8.13).

Sh

A B
Obréazek 8.13

(d) Uloha ma dvé feseni: AABC,, AABC, (obr. 8.14).

X
G
P
Va
30°
A
30° ¢ B
X5
G

Obrazek 8.14
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(e) Uloha ma dvé feseni: AABC,, AABCy (obr. 8.15).

M
G

G

|
|
i
! Gy
|
I

Obrazek 8.15

8.11 Sestrojte rovnobé&znik ABCD, jestlize b = 4cm, f = 5cm, |<ASB| = 45°.

Navod: Uhel ASC, kde S je prisecik uhlopficek rov-
nob&zniku ABCD, je pfimy, proto |<BSC| = 135°.
Sestrojte nejprve trojthelnik SBC' (Ssu, viz str. 127).
Body A, D poté lezi po fadé na polopiimkach CS, BS
a zaroven je bod S stfedem tsecky AC i BD.

Vysledek: Uloha m4 jedno feseni: rovnobé&znik ABCD (obr. 8.16).

D C/

A B
Obrézek 8.16
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8.12

8.13

8.14

Sestrojte konvexni ¢tyiihelnik ABCD, je-li ¢ = 4cm, d = 5cm, e = 6cm,
|<<ASB| =90°, 8 = 90°.

Navod: Zac¢néte trojuhelnikem ACD (sss, viz str. 126—
127). Bod B je prusecikem kolmice k k pfimce AC ve-
dené bodem D a Thalétovy kruznice nad prumérem AC
(viz str. 53).

Vysledek: Uloha ma jedno fesent: (konvexni) étyitihelnik ABC'D (obr. 8.17).

D

Obrazek 8.17

Je dana usecka BBj, jejiz délka je 6 cm. Provedte diskusi konstrukce troj-
tthelniku ABC, pro ktery je BBy t&nici tp, a = 8cm a |AC| = bem, kde
beRT.

Navod: Zaméite se na trojuhelnik BC'B; a vyuzijte ‘Q‘,. \
trojuhelnikovou nerovnost (viz ZT 9, str. 25). g/

Vysledek: Pro b € (0;4) U (28; c0) tloha nemé feseni, pro b € (4;28) ma
tloha dvé FeSeni (udaje jsou uvedeny v cm).

Je dana usecka AB délky 6 cm. Provedte diskusi konstrukce trojihelniku
ABC, pro ktery plati: t;, = 3cm, « € (0;180°).

Navod: Zaméite se na trojuhelnik ABB; a zamyslete
se, kdy bude tento trojihelnik pravotuhly.
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8.15

Vysledek: Pro a € (0°;30°) ma uloha ¢tyf¥i feSeni, pro o = 30° ma uloha
dvé feseni a pro a € (30°;180°) tloha nemé FeSeni.

Je dana jednotkova usecka OP a usecky o délkach a, b (a > b > |OP)).
Sestrojte tse¢ku AB o délce:

Navod: (a), (b) Vyuzijte pravothly trojuhelnik, jehoZ dvé strany maji
délky a a b, a Pythagorovu vétu (véta 6.5, str. 100).

(c) Vyuzijte jednu z Eukleidovych vét, napt. o odvésné (véta 6.9, str. 104).

(d), (e) Vyuzijte podobnost trojihelniki se spoleénym vrcholem a stranami
lezicimi na ramenou téhoz thlu.

a a) B
—

b

1 b
—A

a A
b) c)
B
-
b a
* b
A B A a P C

Obrézek 8.18
Vysledek: (a) Usecka AB je pieponou pravoiihlého trojihelniku s odvés-
nami a, b (obr. 8.18a).

(b) Usetka AB je odvésnou pravothlého trojthelniku s pfeponou a a od-
vésnou b (obr. 8.18b).



8 Konstrukéni ulohy 65

8.16

(c) Usetka AB je odvésnou pravothlého trojihelniku s pieponou AC o dél-
ce a a usekem b pfepony pfilehlym k hledané odvésné. Bod B je priise¢ikem
Thalétovy kruznice T nad useckou AC (viz str. 53) a kolmice vedené k tisecce
AC krajnim bodem P useku o délce b (obr. 8.18¢).

(d) |AB| : 1 = a : b, v obrazku 8.19a je vyuzita podobnost trojihelnika
ABP, AKL podle véty uu (viz ZT 16, str. 30), velikost @hlu p#i vrcholu A
je volena libovolné.
(e) |AB| : b = a : 1, v obrazku 8.19b je vyuzita podobnost trojihelnika
ABC, AK P podle véty uu (viz ZT 16, str. 30), velikost thlu pfi vrcholu A
je volena libovolné.

a)

A=0 b L
Obrazek 8.19

Sestrojte ¢tverec ABC'D o stejném obsahu, jako ma dany raznostranny
ostrotuhly trojuhelnik K LM.

Navod: Pro obsah trojuhelniku uzijte vztah (6.1) ze strany 94. K sestrojeni
strany ¢tverce vyuzijte jednu z Eukleidovych vét, napt. o vysce (véta 6.8,
str. 103).

Vysledek: Pro délku |AB| strany ¢tverce ABCD plati: |[AB| = vy, - %,
kde v, je vyska na stranu m trojuhelniku K LM . Usecka AB je tedy vyskou

na pfeponu pravoihlého trojihelniku s dseky prepony o délkach v,,, —
Krajni bod této vysky lezi na Thalétové kruznici 7 (viz str. 53) nad tseckou
o délce vy, + % (obr. 8.20).
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M
N T~
D C
VW
wr WS
K ‘m |A L B
m/2
%

Obréazek 8.20

8.17 Sestrojte pravidelny pétithelnik ABCDE, je-li |AC| = 6 cm.

Navod: Rozdélte tsecku AC ve zlatém fezu (viz str. 136-137) a vyuzijte
délku vétsi ¢asti rozdélené tusecky.

Vysledek: Déli-li bod X tsecku AC ve zlatém Fezu tak, ze |[AX| > | XC|,
je délka strany hledaného pétithelniku rovna |AX]|. Lze tedy postupné se-
strojit trojuhelniky ABC, ACE, ECD (sss, viz str. 126-127) (obr. 8.21).

E D

B
Obrazek 8.21
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9 Shodnosti

9.1 Je dan ¢tverec ABCD. Ve kterych osovych soumérnostech méa jeho hranice
(tj. uzaviena lomena ¢ara ABCDA)

(a) pravé dva samodruzné vrcholy,
(b) pravé jednu samodruZnou tsecku s krajnimi body ve vrcholech &tverce,

(c) pravé dvé samodruzné usecky s krajnimi body ve vrcholech ¢tverce?

Navod: Vyuzijte toho, Ze mnozinou vS8ech samodruznych bodt v osové
soumérnosti je osa této soumeérnosti. V tloze (¢) uvazujte slabé samodruzné
tsecky (viz str. 154).

Vysledek: (a) [ (+— AB), (/ (+— BC), U (+— CD), U (+— AD),
J (+— AC), [ (+— BD);

(b) ' (+— AB), [ (+— BC), [ (+— CD),  (+— AD);

(c) I (oan), U (oc), kde oap, opc jsou osy tseéek AB, BC.

9.2 Je dan rovnoramenny trojiuhelnik ABC' se zakladnou AB. DokaZzte, Ze sou-
¢et vzdalenosti kazdého bodu X tsecky AB od pfimek AC a BC' je kon-

stantni.

Navod: Oznacte paty kolmic vedenych z bodu X na strany AC, BC po
fadé Py, Py a vyuzijte ([ («+— AB): C — C', P, — P} (obr. 9.1).

C

P
P 2

Obrazek 9.1
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Vysledek: Ctytahelnik AC’BC je kosoctverec. Plati: |PyX| + |XPy| =
=|PX|+|XP)| = |PPj| =| +— AC, +— C'B| = kounst. pro libovolny
bod X € AB.

9.3 Je dan ostry thel XVY a jeho vnitini bod C'. Sestrojte trojuhelnik ABC
tak, aby jeho vrcholy A, B leZely po fadé na polopiimkach VX, VY a obvod
trojuhelniku ABC' byl minimé&lni.

Navod: Sestrojte obraz bodu C v (/ (+— VX)av [ (+— VY).

Vysledek: Obraz bodu C' v prvni osové soumérnosti oznacte C’, ve dru-
hé C”. Body A, B jsou po fadé priiseciky piimky C'C” s polopfimkami
VX, VY.

9.4 Je dan bod M, pfimka p a bod P € p tak, ze |Mp| = 2cm A |PM| =
= 3,5 cm. Sestrojte vechny body X € p takové, Ze |PX|+ | X M| = 8cm.

Navod: Setrojte bod M’ € p tak, aby |PM'| = 8cm, a pouzijte takovou
osovou soumérnost, v niz je bod M’ obrazem bodu M.

Vysledek: Bod X je prisecikem osy oarar tsecky MM’ s ptimkou p. Uloha
maé dvé FeSeni, v obrazku 9.2 jsou oznacena X7, Xo.

Obrazek 9.2

9.5 Je dana kruznice (S, r) a bod A, ktery na ni nelezi. Uréete mnoZzinu vsech
bodu X takovych, Ze bod A je stfedem tsecky XY a Y € k.

Navod: Vyuzijte J(A).
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Vysledek: Hledanou mnoZinou je kruznice k', ktera je obrazem kruZnice k
ve stfedové soumérnosti se stfedem A.

9.6 Je dan trojuhelnik ABC a jeho vnitini bod M. Sestrojte vSechny tusec-
ky XY se stfedem M a s krajnimi body X, Y lezicimi na hranici trojuhel-
niku ABC.

Navod: Vyuzijte J(M).

Vysledek: Krajnimi body hledanych tsecek jsou priseciky hranice troj-
tihelniku ABC' a hranice jeho obrazu ve /(M). Uloha miize mit jedno, dvé
nebo tii reseni.

9.7 Jsou dény riuznobézky a, b a tusecka M N. Sestrojte tsecku AB shodnou
a rovnobéZznou s useckou M N tak, aby jeji krajni body A, B leZely po fadé
na pfimkach a, b.

Navod: Je-li MN || a, je bod B priise¢ikem piimek a, b. Jinak sestrojte
obraz a’ pitmky a v J (MN), resp. v.J (NM) .

Vysledek: Pro M N || alezi Gse¢ka AB na pfimce a (obr. 9.3a). V ostatnich
piipadech je bod B priise¢ikem pifmek a', b (obr. 9.3b). Uloha ma dvé
feSeni.

Obrézek 9.3

9.8 Jsou déany rtizné rovnob&zky a a b, bod M (M ¢ a A M ¢ b) a tsecka
délky d > |ab|. Bodem M vedte v8echny p¥imky m, které protinaji pfimky
a, b v bodech A, B tak, ze |AB| = d.
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9.9

Navod: Nejprve zvolte libovolny bod A’ € a a sestrojte usecku A’ B’ tak,
aby [A'B'|=d A B €b.

Vysledek: Pfimka m je rovnobé&Zna s useckou AB, tloha ma 2 feSeni (viz
obr. 9.4).

Obrazek 9.4

Vyhledejte misto na fece Sitky d, ve kterém by mél stdt most ve sméru
kolmém na tok feky tak, aby cesta z obce A do obce B, které lezi na
riznych stranach feky mimo jeji biehy, byla nejkratsi.

Navod: Vyuzijte obraz A’ bodu A v J (DE), kde body D, E jsou krajni
body libovolné tsec¢ky reprezentujici Sitku feky, tj. tise¢ky kolmé na feku
s krajnimi body na jejich bfezich, a |AD| < |AE].

Vysledek: Oznacte Y prusecik piimky A’B s brehem Feky, ktery je blize
k bodu B, a X priisec¢ik kolmice vedené bodem Y k fece s druhym biehem
feky. Potom usecka XY piedstavuje hledany most (obr. 9.5).

A
D X
N
)
Y
E Y

Obrazek 9.5
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9.10

9.11

9.12

Uvnitf rovinného pasu uréeného riznymi rovnobézkami a, b je dan bod M.
Sestrojte kruznici k, ktera prochazi bodem M a dotyka se piimek a, b.

Navod: Sestrojte libovolnou kruznici n, ktera se dotyka piimek a, b (tzn.,
Ze jeji stfed lezi na ose rovinného pasu uréeného rovnob&zkami a, b). Poté
vyuzijte posunuti o vhodnou orientovanou tise¢ku rovnobéznou s pfimkami
a, b.

Vysledek: Oznacte N priseéik pfimky m, kde m || a A M € m, a kruz-
nice n. Potom k je obrazem n v J (NM). Uloha mé dvé feSeni (obr. 9.6).

a

/ \Nz M m

=T

Obrézek 9.6

Specifikujte stfed a tihel otoceni, v némz je samodruzny,/a
(a) rovnostranny trojuhelnik,
(b) &tverec,

(¢) kruzmice.

Navod: Jako stfedy rotace zvazujte stfedy danych dtvari. Nezapomeiite
na to, Ze rotace muze byt i identitou.

Vysledek: Rotace (okolo libovolného bodu) o orientovany tuhel o velikosti
k - 360°, kde k € Z, je identitou, tedy v téchto rotacich jsou samodruzné
v8echny tfi zadané utvary. Déle pak (a) stfed rovnostranného trojahelniku
(tj. t&ziste) a orientovany thel o velikosti k-120°, k € Z; (b) stied ¢tverce (tj.
prusecik ahlopfitek) a orientovany tihel o velikosti k - 90°, k € Z; (c) stied

kruznice a orientovany thel o libovolné velikosti a, a € R.

Jsou dany dvé soustfedné kruznice ki(S,4 cm), k2(S,3cm) a bod A, kde
|SA| = 2cm. Sestrojte vSechny rovnostranné trojuhelniky ABC tak, aby
Beki N CE€ks.
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Navod: Pouzijte (7 (A, +60°).

Vysledek: Bod B je prisefikem kruznic kq, k), kde k) je obrazem ko
v rotaci (/. Uloha ma 4 feeni (obr. 9.7).

Obrazek 9.7

9.13 Je dana kruznice k(S, ), bod B a tsecka délky d < 2r. Sestrojte tétivu XY
kruznice k délky d tak, aby byla vidét z bodu B pod thlem o velikosti 60°.

Navod: Sestrojte libovolnou tétivu ¢ délky d kruznice k£ a mnozinu bo-
dia My, z nichz je tato tétiva vidét pod thlem o velikosti 60°. Poté uzijte
rotaci se stfedem S o vhodny orientovany thel.

Obrazek 9.8

Vysledek: Tétiva XY je obrazem tétivy ¢ v rotaci (7/(S, @), kde T je
prisec¢ik M, s kruznici b(S; |SB]). Uloha muze mit dvé (obr. 9.8), jedno,
nebo zadné feSeni, zalezi na poloze bodu B.
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9.14 Sestrojte trojuhelnik ABC, jestliZeEI
(a) o =12cm, a = 60°, 8 = 45°, kde o znaci obvod AABC,
(b) ¢e=4cm, a =60°, b—a=1lcm,
(¢) ta=5cm, b="Tcm, ¢ =4cm,
(d) t, =4,5cm, t, = 6cm, t. = 7cm.

Navod: (a) Sestrojte trojuhelnik C'C"'C (sus, viz str. 127), kde |C'C"| = o
a velikosti thla pfilehlych ke strané C'C” uréime pomoci vét 2.3 (str. 28)
a 2.5 (str. 32). Bod A je potom prisecikem osy o; tsecky C'C se stra-
nou C’'C”, bod B je priise¢ikem osy o, tusecky ¢

C"C se stranou C'C"”, nebot trojuhelniky CAC”,
CBC” jsou rovnoramenné, a tudiz osové sou-
meérné.

(b) Nejprve sestrojte trojiuhelnik ABP (sus, viz
str. 127), kde |AP| = b —a a |[<BAP| = a.
Bod C je potom prisecikem polopiimky AP
a osy o strany BP.

(¢c) Nejprve sestrojte trojuhelnik AA'C' (sss,
viz str. 127), kde |AA'| = 2t,, |CA'| = c.
St¥ed tsecky AA’ oznacte S. Bod B je obrazem
bodu C ve stifedové soumérnosti se stfedem S.

(d) Vyuzijte obraz trojuhelniku ABC ve stie-
dové soumeérnosti se stfedem S strany BC. Ob-
raz t&zi8té T trojuhelniku ABC' v téze stfedové
soumérnosti oznacte T”. Nejprve sestrojte troju- C o

helnik BT'T (sss, viz str. 127), kde | BT| = 4 cm, y ‘?
14 T

|BT'| = 3 oma |TT'| = 3cm. Bod S je stie- A B

dem tusecky TT’. Bod C je obrazem bodu B ve

stfedové soumérnosti se stfedem S a bod A lezi
na polopiimce ST ve vzdalenosti ¢, od bodu S.

30bdobné jako v kapitole 8 i zde by kompletni feSeni tloh 9.14 az 9.17 mé&lo obsahovat
rozbor, zapis konstrukce, konstrukci a zavér. Zde jako navod uvadime de facto struény rozbor
s nacrtkem a jako vysledek obrazek s konstrukei a zavér. V obrazcich konstrukei jsou zakresleny
a popséany i objekty, o nichZ se v rozboru nepise, ale jsou potfeba k zapsani postupu konstrukce.
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Vysledek: (a) Uloha m4 jedno feseni: AABC (obr. 9.9).

Obrazek 9.9

(b) Uloha ma jedno fegeni: AABC (obr. 9.10).

C.-
A P
B
Obrézek 9.10
(c) Uloha ma jedno fegeni: AABC (obr. 9.11).
C
A S ——A'

Obréazek 9.11
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(d) Uloha ma jedno Fefeni: AABC (obr. 9.12).
C

A
Obrazek 9.12

9.15 Sestrojte obdélnik ABCD, jestlize e = Tcm, a — b = 1cm.

Navod: Zafnéte trojuhelnikem APC (Ssu, viz str.
127-128), kde [AP| = a—ba |<APC| = 135, nebot 1, W

trojuhelnik PBC je pravouhly rovnoramenny (tedy
miizeme aplikovat véty 2.3, str. 28, a 2.5, str. 32). ya
Bod B je potom priise¢ikem polopiimky AP s osou o

tisecky PC a bod D je obrazem bodu B ve stiedové A 7o P B
soumérnosti se stiedem ve stiedu usecky AC.

Vysledek: Uloha mé jedno feeni: obdélnik ABCD (obr. 9.13).

D C

A P B"™
Obrazek 9.13
9.16 Sestrojte lichobéznik ABCD se zakladnami AB, CD, jestlize
(a) b=3cm, c=2,5¢cm, d=2,6cm, o — 3 = 20°,

(b) a=6,5cm, b=4cm, ¢ =3cm, d = 3cm.
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Navod: (a) Nejprve sestrojte trojuhelnik APD
(sus, viz str. 127), kde |AP| = b a |<PAD| = a—§.

D P C
Bod C potom lezi na polopiimce D P ve vzdalenosti i /A\ﬂ; v
2,5cm od bodu D a bod B je prusecikem piim- “ b x(”'

/
ky a vedené bodem A rovnobézné s DP a kruZnice A a B
k(C; b), pticemz BC }f AP.
(b) Sestrojte trojuhelnik APD (sss, viz str. 127), D ¢ C
kde |AP| = a — ¢, |PD| = b. Bod B potom lez{ na ct'/ ) Y
polopfimce AP ve vzdélenosti a od bodu A a bod C / i j\g
je obrazem bodu D v J(PB). AR 8

Vysledek: (a) Uloha mé jedno feseni: lichob&Znik ABCD (obr. 9.14).

D P \c

Obrézek 9.14
(b) Uloha ma jedno feseni: lichob&znik ABCD (obr. 9.15).

D C

A P Bl
Obrazek 9.15
9.17 Sestrojte ¢tyfiuhelnik ABCD, jestlize a = 5c¢m, ¢ = 3,5¢cm, ¢ = 6cm,

f = 5,5cm, |[<ASB| = 120°, kde S je prusecik uhlopfi¢ek ¢tyFuhelniku
ABCD.
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9.18

Navod: Uvazujte bod B’, ktery je obrazem bodu
B v J(DC). Nejprve sestrojte trojihelnik AB'C
(sus, viz str. 127), kde |B'C| = f a |[<ACB'| =
120°. Bod B je potom prusecikem kruznic k1 (4; a),
ko(B'; ¢) a bod D je obrazem bodu C v J(B'B).

Vysledek: Kruznice k1, k2 se neprotnou, tloha tedy nema feseni. Pro jiné
zadané rozméry by mohla mit az dvé feSeni.

Dokazte, ze v trojiuhelniku ABC' lezi obrazy ortocentra v osovych soumér-
nostech s osami AB, BC, AC na kruznici trojuhelniku ABC' opsané.

Navod: Oznacte V ortocentrum, k kruZznici opsanou a A’ jeji priisecik
s pfimkou AV rizny od bodu A. Dokazte, Ze bod A’ je obrazem bodu A
v osové soumérnosti s osou BC. Vyuzijte postupné vétu 3.8 (str. 56) pro
uhly A’BC a A’AC, podobnost trojuhelnikti P,CA a P,C B, kde body P,,
P, jsou po fadé paty vysek v,, vy, a shodnost trojihelnika VP, B, A’P,B
(obr. 9.16).

Obrazek 9.16

Vysledek: Z véty 3.8 (str. 56) plyne, ze |<A’BC| = |<A’ AC|, oznalte tuto
velikost d. Z podobnosti trojahelniki P,C A, P,CB (uu, viz ZT 16, str. 30)
plyne dale, ze 6 = |<P,BC| = |<V BP,|. Tedy trojthelniky VP,B, A'P,B
jsou shodné dle usu (ZT 12, str. 29), a proto je |A’P,| = |V P,|, neboli
bod A’ je obrazem bodu V v osové soumérnosti s osou BC. Pro obrazy
ortocentra v dalsich dvou osovych soumérnostech postupujte analogicky,
resp. uZijte cyklickou zdménu (str. 28).
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9.19

9.20

9.21

9.22

Sestrojte libovolnou dvojici (a) pfimo shodnych, (b) nepfimo shodnych troj-
thelniki ABC, A’B'C’ tak, aby A# A’ AN B# B AN C # (', a sestrojte
osy osovych soumérnosti, jejichZ slozenim se jeden trojuhelnik zobrazi na
druhy.

Navod: Skladejte postupné takové osové soumeérnosti, v nichz se vzdy je-
den z vrcholi aktuélniho trojahelniku zobrazi do odpovidajiciho vrcholu
trojuhelniku A’B’'C’.

Vysledek: Nejprve pracujte s osou o; tsecky AA’, tedy (/(01): AABC —
— AA'B1Cy. Pokud je By # B’ pouzijte déle osu oy tisecky By B’ atd.

V roviné je dano pét ruznych bodu Sy, Ss, S3, Sy, S5, které nelezi v pfimce.
Sestrojte vSechny uzaviené lomené ¢ary ABCDFE A, pro néz jsou body Sy,
So, S3, S4, S5 po fadé stiedy stran AB, BC, CD, DE, FA.

Navod: Sestrojte libovolnou lomenou ¢aru A’ B’C’' D' E' F' takovou, Ze body
S1, Sa, S3, S4, S5 jsou po Fadé stiedy usecek A’B’, B'C', C'D’, D'E’', E'F’
a vyuZijte body A’, F’ k nalezeni bodu A.

Vysledek: Bod A je stiedem tsecky A'F”.

Ukazte, ze posunuta soumérnost (° se da slozit ze stfedové soumérnosti
J(S) a osové soumérnosti (/(0), kde S ¢ o, v libovolném potadi.

Navod: Uvédomte si, ve kterych piipadech ziskame slozenim dvou osovych
soumérnosti posunuti a stfedovou soumérnost.

Vysledek: Posunutou soumérnost jsme definovali jako zobrazeni slozené
z osové soumérnosti /(o) a posunuti J(AB), kde AB || o (str. 165). Dale
z dikazu vty 9.12 (str. 172) vime, Ze posunuti lze sloZit ze dvou oso-
vych soumérnosti s rovnobéznymi rtiznymi osami a stfedovou soumérnost
ziskdme slozenim dvou osovych soumérnosti s navzajem kolmymi osami.
Z uvedenych informaci jiz vyplyva, Ze posunutou soumérnost lze ziskat také
slozenim stfedové a osové soumeérnosti.

Jaké zobrazeni ziskame slozenim (/(0) a J(AB), kde
(a) AB L o,
(b) |<<+— AB,o| =60°7?
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9.23

Navod: Situaci si nacrtnéte.

AB
Vysledek: (a) Osova soumérnost s osou p, kde p || o A |op| = %
(b) Posunuta soumeérnost s osou p a orientovanou tseckou KL, kde p || o A
AB|V3 AB
A Jop| = %ﬁ a |KL| = %

Jaka/é shodnost/i je/jsou, resp. miize/mohou byt, urcena,/y
(a) tfemi samodruZnymi nekolinearnimi body,
(b) dvéma riznymi samodruZnymi body,

(¢) pravé jednim samodruZznym bodem?

Navod: Zamyslete se nad definicemi jednotlivych shodnosti. Cim jsou jed-
nozna¢né urceny? Které body jsou samodruzné?

Vysledek: (a) identita; (b) osova soumérnost, identita; (c) stfedova sou-
mérnost.
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10

10.1

10.2

Podobnosti

Je dan ¢tverec ABC'D o strané dlouhé 4 cm. Sestrojte jeho obraz ve stej-
nolehlosti

(a) #(4,v2),
2
(b) #/(S, —5), kde S je priisecik uhlopricek AC, BD.

Navod: (a) Vyuzijte délku ahlopfitky daného &tverce. (b) K sestrojeni

2
usecky o délce 5 dané délky vyuzijte podobnost trojuhelniki.

Vysledek: (a) Bod A je samodruZny, pro jeho obraz A’ tedy plati, Ze
A’ = A. Obraz B’ bodu B lezi na polopiimece AB a zéaroven je |A'B’| =
= |AC|, nebot |AC| = V/2|AB|. Dalsi postup je jiz ziejmy z obrazku 10.1,
vysledkem je ¢tverec A'B'C'D’.

D’ c b c
D C 5 &
N S
\
\ N
‘ XZC'> DN}
A=A’ B B A d d dmdp d N
Obrazek 10.1 Obrazek 10.2

2
(b) Obraz A’ bodu A lezi na poloptimce SC a zaroven je |A'S| = 5|AS| =

= |SX]|. K sestrojeni bodu X byla v obrazku 10.2 pouzita podobnost troj-
tthelnikit ANS, AMX, kde |AN| = 5d a |AM| = 3d, piicemz délku d lze
volit libovolné.

Sestrojte trojuhelnik ABC, jestlize
(a) b:a=5:4,v=60° v. =5cm,
(b) a:b:c=7:4:5 v =4cm.

Navod: (a) Sestrojte libovolny trojuhelnik A’B’C takovy, ze b’ :a’ =5:4
a |[<A'CB’'| = v (sus). Poté vyuzijte stejnolehlost se stfedem C.
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(b) Sestrojte libovolny trojuhelnik A’BC’ takovy, ze o’ : b: ¢ =7:4:5
(sss). Poté vyuzijte stejnolehlost se stfedem B.

Vysledek: (a) Patu vysky na stranu A’B’ trojuhelniku A’B’C' oznaéte
P'. Pata P vysky v. hledaného trojuhelniku ABC potom lezi na polopfim-
ce CP’ abody A, B odpovidaji bodim A’, B’ ve stejnolehlosti se stifedem C

P/
|gp|| (obr. 10.3).

a koeficientem

Obrézek 10.3

(b) Patu vysky na stranu A’C’ trojuhelniku A’BC’ oznacte P’. Pata P
vysky v, hledaného trojuhelniku ABC potom lezi na polopiimce BP’ a bo-
dy A, C odpovidaji bodiim A’, C’ ve stejnolehlosti se stiedem B a koefi-

(obr. 10.4).

cientem

Obrézek 10.4

10.3 Uzitim stejnolehlosti Feste alohu 9.14a (str. [73[ tohoto textu).

Navod: Sestrojte libovolny trojuhelnik A’B’C’, jehoz vnitini dhly maji
velikosti 60°, 45° (a 75°) a vyuzijte tsecku K'L’, jejiz délka je souctem
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10.4

délek stran tohoto trojuhelniku. Usedku K’L’ umistéte napiiklad tak, ze
AB CcK'Ll N |K'A|=]A'C'| N |B'L'|=|B'C|.

Vysledek: Sestrojte tisecku K L dlouhou 12 cm rovnobézné s aseckou K'L’
a naleznéte st¥ed (vnitini nebo vngjsi, viz str. 179) jedné ze stejnolehlosti,
v niz si tsecky K'L'; KL odpovidaji. Potom body, které v této stejnolehlosti
odpovidaji bodim A’, B’, jsou vrcholy A, B hledaného trojuhelniku ABC
(obr. 10.5).

Obrazek 10.5

Je dana kruznice k(S, 3,5 cm) a bod M, kde |SM| = 2 cm. Sestrojte vSechny
tétivy kruznice k, které prochéazeji bodem M a jsou jim déleny v poméru
2:9.

2
Navod: Uzijte stejnolehlost se stfedem M a koeficientem —F V této stej-

nolehlosti sestrojte obraz k' kruznice k.

Obrazek 10.6
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10.5

10.6

Vysledek: Jednim z krajnich bodd hledané tétivy je prusecik kruznic k, k'.
Uloha ma dvé feSeni (v obrazku 10.6 tsecky X;Y7, XoY3).

Do daného ostrothlého trojihelniku ABC vepiste ¢tverec K LM N tak, aby
KLCAB AN MeBC A N € AC.

Navod: Sestrojte libovolny ¢tverec K'L'M’'N’ takovy, ze K'L’ C AB A
A N’ € AC. Poté pouzijte stejnolehlost se stfedem A.

Vysledek: Bod M je prisecikem tusecky BC' a polopiimky AM’. Kon-
strukce zbyvajicich vrcholi je jiz zfejméa (viz obr. 10.7).

C
N M
N' M’
|
A K' K L L B

Obrazek 10.7

Sestrojte spoletné tecny kruznic kq(O1,71), k2(O2,r2), jestlize

(a) |0102| =9cm, 1 = 2cm, ro = 5cm,

(b) |0102] = Tem, 1 = 2cm, ro = 5cm,
(¢) 10102] = 6cm, 1 = 2cm, 79 = 5cm,
(d) |0102] =8cm, 1 = 3cm, ro = 3cm.

Navod: (a)—(c) Spoletné te¢ny dvou kruznic s riiznymi poloméry, pokud
existuji, prochézi stiedem stejnolehlosti téchto kruznic (viz str. 182). Na-
lezenim stfedu stejnolehlosti tedy problém prevedete na konstrukci te¢ny
z bodu ke kruznici (viz str. 53).

(d) KruZnice jsou shodné (a rtzné). Jejich spole¢né tecny, pokud existuji,
prochazeji stfedem stejnolehlosti (resp. stfedem soumérnosti) téchto kruz-
nic nebo jsou rovnobézné se stiednou.
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Vysledek: (a) Stfedy stejnolehlosti existuji dva a kazdym prochézi dvé
tecny. Uloha m4 4 fegeni (obr. 10.8).

Obrazek 10.8

(b) Stiedy stejnolehlosti existuji dva. Vngjsim stfedem prochazi dvé tecny,
vnitinim stfedem pouze jedna — kolma ke stiedné. Uloha ma 3 feSeni
(obr. 10.9).

Obréazek 10.9

(c) St¥edy stejnolehlosti existuji dva, avSak teény lze vést pouze z vnéjsiho
stfedu. Uloha ma 2 FeSeni (obr. 10.10).

75,0,

Obrazek 10.10
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(d) Uloha ma 4 FeSeni (dvé tecny prochézeji stfedem soumérnosti danych
kruznic, dvé jsou rovnobé&zné se stiednou danych kruznic, viz obr. 10.11).

Obrazek 10.11

10.7 Reste Apolléniovu tlohu Bpp v pifpadé, kdy

(a) dané pfimky jsou riznobé’né a dany bod nelezi na 74dné z nich ani
na ose danych primek,

(b) dané pfimky jsou rtiznobézné, dany bod leZi na ose danych piimek
a neni to prusecik téchto pfimek.

Navod: Oznacte dané pfimky a, b a dany bod M. Sestrojte libovolné kruz-
nici k' takovou, aby se dotykala obou zadanych pfimek a lezela ve stejném
konvexnim tihlu vymezeném pifmkami a, b jako bod M (tj. jeji stfed S’ musi
leZet na ose toho z thld vymezenych pfimkami a, b, v némz lezi bod M.)
Poté vyuzijte stejnolehlost se stfedem P, kde P je prusecik pifimek a, b,
v niz se kruznice k' zobrazi na hledanou kruZnici k.

Vysledek: (a) Pro st¥ed S hledané kruznice k plati, ze SM || S'M', kde M’
je prusecik polopifmky PM s kruznici k’. Uloha ma dvé feseni (obr. 10.12).

Obrazek 10.12
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(b) Pro bod dotyku T hledané kruznice k s pfimkou a plati, ze TM ||
|| T'M’, kde M’ je prisecik polopiimky PM s kruzmici k' a T je bod
dotyku kruznice &k’ s p¥imkou a. Uloha ma dvé fegeni (obr. 10.13).

Obrazek 10.13

10.8 Jsou dany ruznobézky a, b. Jejich prisecik P leZi mimo nékresnu (tzv.
nedostupny prisecik). Déle je dan bod M, ktery nelezi na Zadné z primek
a, b. Sestrojte primku M P.

Navod: Sestrojte libovolny trojuhelnik ABM takovy, ze A € a A B € b.
Poté vyuzijte stejnolehlost se stfedem v nedostupném bodé P.

Vysledek: Ve stejnolehlosti se stfedem P sestrojte libovolny trojihel-
nik A’B’M’, ktery je obrazem trojihelniku ABM (koeficient stejnolehlosti
volte libovolng), tj. A’ € a, B’ € b a odpovidajici si strany trojahelniki
ABM, A'B’M’ jsou rovnobézné. P¥imka M P je totoZna s piimkou M M’
(obr. 10.14).

a

Obrazek 10.14
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10.9

10.10

Vrchol C trojuhelniku ABC lezi mimo nékresnu. Sestrojte stied usecky AC.
Navod: Vyuzijte vétu 2.7 (str. 34).

Vysledek: Stied usecky AC je prusecikem strany AC a piimky p, ktera
prochazi stfedem strany AB a je rovnobézna se stranou BC' (obr. 10.15).

Obrazek 10.15

Je dan konvexni tthel AV B, pfi¢emz vrchol V' lezi mimo nékresnu. Sestrojte
osu thlu AV B.

Navod: Vyuzijte priuseciky os vnitinich a vnéjsich thla trojuhelniku AV B
pii vrcholech A a B, pokud se tyto pruseciky vejdou do nakresny. Pokud ne,
pouzijte libovolnou stejnolehlost, pomoci niz obrazek zmensite/pfemistite
tak, aby se obraz V'’ bodu V vegel do nakresny.

Obréazek 10.16

Vysledek: Hledané osa je spojnici bodi X a Y, kde X je prusecikem os
vnitinich thla a Y je prise¢ikem os vnéjsich thli trojihelniku ABV pii
vrcholech A, B (obr. 10.16). Pokud je pravé jeden z bodt X, Y nedostupny,
lze dlohu pfevést na problém v tloze 10.8. Pokud jsou oba body X, Y
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nedostupné, 1ze celou situaci zmensit volbou vhodné stejnolehlosti. V obraz-
ku 10.17 je zvolen stied S a ve stejnolehlosti s timto stfedem a libovolnym
koeficientem A z intervalu (0;1) jsou sestrojeny obrazy A’, B’ bodu A, B
(tzn. A’ € — SA, B’ € — SB, A'B’ || AB), obrazy a/, b’ piimek
AV, BV (d' || +— AV, A € d, V | +— BV, B’ € V'), prusecik V'
piimek a’, b’ a osa o’ konvexniho thlu A’V’B’. Hledana osa o ihlu AV B je
potom s polopiimkou o’ rovnobézna a prochéazi bodem P, ktery odpovida
ve zvolené stejnolehlosti bodu P’ (P’ =+ o' N A’B).

Obrazek 10.17

10.11 Je dana kruznice k(O, 2,5 cm), bod P, kde |OP| = 4cm, bod A, kde |OA| =
=3cm a |[<POA| =30°, a pfimka p, kde P €p A p L +— OP. Sestrojte
obdélnik ABCD tak, aby Bep A D€k A |AB| =2|BC|.

Navod: VyuZijte zobrazeni slozené ze stejnolehlosti se stfedem A a koefi-
cientem 5 2z rotace se stfedem A o orientovany thel £90°. V uvedeném

zobrazeni sestrojte obraz p”’ primky p.

Vysledek: Bod D je prisec¢ikem primky p” a kruznice k, nebot je roven
obrazu B"” bodu B ve vySe popsaném sloZeném zobrazeni. V obrazku 10.18
je zakreslena také piFimka p’, ktera je obrazem pfimky p ve stejnolehlosti se

stfedem A a koeficientem 3 Uloha mé 4 fegeni.
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/4]
P

Obrazek 10.18

10.12 Je déan trojuhelnik ABC. Ozna¢me S stied strany BC, P bod lezici na

1
strané¢ AB ve vzdalenosti §|AB| od bodu B a @ prisecik primek PC a AS.
Uréete pomér obsahii trojuhelniki APQ a ABC.

Navod: Vyuzijte podobnost trojuhelniki APQ, ASppS (uu, viz ZT 16,

str. 30), kde Spp je stied usecky PB a S je stied strany BC. Uvédomte si,
Ze tsecka SSpp je stfedni pficka trojahelniku PBC (obr. 10.19).

C

P §Smi B

RS
wla
wla

Obrazek 10.19

Vysledek: Koeficient stejnolehlosti, v niz se trojuhelnik ASppS zobrazi

4
na trojuhelnik APQ, je roven = Pomér obsaht trojihelniki APQ a ABC

.4
je 5
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11 Osova afinita

11.1 Je dan pravidelny Sestithelnik ABCDEF o strané dlouhé 3 cm. Sestrojte
jeho obraz v osové afinité v roving, jestlize:

(a) osou afinity je pfimka AB a obrazem bodu F je bod C,
(b) osou afinity je pfimka AD a obrazem bodu F je bod B,
(c) osou afinity je pfimka AB a obrazem st¥edu S usecky AFE je bod D.

Navod: Body lezici na ose afinity jsou samodruzné. K zobrazeni dalSich
bodu lze vyuZzit mimo jiné toho, Ze afinita zachovava rovnobéZnost a stred
usecky.

Vysledek: (a) Viz obr. 11.1; (b) viz obr. 11.2; (¢) viz obr. 11.3.

A=A’

F' B=L' C

Obrazek 11.2



92

11 Osova afinita

11.2

11.3

Obrazek 11.3

Jsou dany ¢ty¥i navzajem riznobézné piimky a, a’, b, b’. Urcete osu a smér
afinity, v niz se pfimky a, b zobrazi po fadé na prfimky o', .

Navod: Osa afinity je spojnice samodruznych bodi, smér afinity je dany
dvojici odpovidajicich si nesamodruznych bodu. Uvazujte rizné moznosti
umfisténi zadanych prvki.

Vysledek: Pokud zadné tii z danych pifimek neprochéazi tymz bodem, pak
je osa uréena priseciky primek a, a’ a b, b’. Smér urc¢uje primka prochazejici
pruseciky pfimek a, b a o', &’ (obr. 11.4). Pokud pravé tii ze zadanych
pFimek prochézi tymz bodem, potom afinita neni témito pfimkami uréena.
Pokud vsechny ¢tyfi pfimky nalezi témuz svazku, afinita neni jednoznacné
zadana, osou muze byt libovolnéa pifimka prochézejici stfedem svazku.

Obrazek 11.4

Osova afinita v roviné je zadana osou o a dvojici riaznych odpovidajicich si
bodi A-A’ (tj. A¢ o A A" ¢ o). Na pfimce AA’ zvolte bod X razny od A
i od A’ a zobrazte jej v dané osové afinité.

Navod: Vyuzijte toho, Ze osova afinita zachovava rovnobéznost.
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11.4

11.5

Vysledek: Bodem A prolozte libovolnou riznobézku a s osou o, té odpo-
vida pfimka o’ prochazejici bodem A’. Poté bodem X vedte rovnobézku x
s pfimkou a, jiz odpovida rovnobézka z’ s pfimkou a’. Bod X' je priisecikem
pfimek z’, AA" (obr. 11.5).

Obrazek 11.5

Zvolte libovolnou kruznici k o stfedu S a bod S’ vné kruznice k. Sestrojte
obrazy alespon deseti riiznych bodi kruznice k v osové afinité, jestlize S’
je obrazem bodu S. Osu afinity volte libovolné tak, aby se jednalo o afi-
nitu (a) pravothlou, (b) kosotihlou. Odhadnéte, ktera kiivka bude obrazem
kruznice k.

Navod: Body, které zobrazujete, volte na kruznici k¥ rovnomérné rozmis-
téné. Zkuste kruznici k opsat libovolny ¢tverec a sestrojte i jeho obraz.

Vysledek: (a) Je-li afinitou specialné osova soumérnost, potom je obrazem
kruZnice k opét kruznice (se stfedem S’ a polomérem shodnym s polomérem
kruZnice k). V ostatnich pfipadech je obrazem kruZnice k elipsa. Opsany
¢tverec se zobrazi na opsany pravouhelnik. (b) Obrazem kruznice k je elipsa.
Opsany Ctverec se zobrazi na opsany kosothelnik.

Na piimce p jsou dany dvé disjunktni tisecky KL, M N. Sestrojte ¢tverec
tak, aby jeho prodlouzené strany protinaly pfimku p v bodech K, L, M, N.

Navod: Sestrojte libovolny rovnobé&znik A’B’'C’D’ takovy, Ze body K, L,
M, N lezi po fadé na p¥imkach A’B’, C'D’, A’D’, B'C’ (obr. 11.6). Potom
existuje osova afinita s osou p, v niz se rovnob&znik A’B’C’'D’ zobrazi na
¢tverec ABC D, stadi jen najit spravnou dvojici odpovidajicich si bod.
Zkuste nalézt napiiklad bod B odpovidajici bodu B’. Vyuzijte toho, Ze
velikost thlu K BN musi byt 90° a velikost tdhlu PBN, kde P je prusecik
piimky B’D’ s pfimkou p, musi byt 45°.
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11.6

Obrézek 11.6

Vysledek: Bod B je priise¢ikem Thalétovy kruznice nad tseckou KN (viz
str. 53) a mnoZiny bodd, z nichZ je usetka PN vidét pod thlem o ve-
likosti 45° (viz str. 118). Uloha méa dvé feeni (v obrazku 11.7 Gtverce
AlBlchla AQBQCQDQ).

Obrazek 11.7

Dokaizte, ze osova afinita v roviné zachovava délici pomér t¥i kolinearnich

bodu.

Navod: Méjte tii navzajem ruzné body A, B, C' lezici na pfimce p a osovou
afinitu s osou o. Chcete dokazat, ze pro obrazy A’, B’, C' bodu A, B, C
v dané afinité plati, ze (ABC) = (A'B’C"). Obrazem piimky v osové afinité
je pfimka, body A’, B/, C' jsou tedy kolinearni a piimka p’, na niz lezi, je
obrazem primky p. Navic, diky sméru afinity, je vZdy zachovano poradi bodi
na piimce, staci tedy dokézat, ze |[(ABC)| = |(A’B’C")|. Uvazujte zvlast
razné polohy pfimky p viadi ose a sméru dané afinity a vyuZijte podobnost
trojuhelnika.

Vysledek: Pro p || 0 je |AC| = |A'C'| 1 |BC| = |B'C"|, tedy tvrzeni plati
(obr. 11.8a, 11.8b).
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Obréazek 11.8

Je-li pfimka p raznobézna s osou afinity, rozliste jesté situace, kdy piimka p
mé smér afinity a kdy ne. V obou pfipadech oznac¢te P prusecik piimky p
a osy o a buno uvazujte usporadani bodu jako v obrézku 11.9, resp. 11.10.
V prvnim piipadé (obr. 11.9) vyuZijte podobné trojuhelniky AA’P, BB'P,
CC'P. Ve druhém piipadé (obr. 11.10) pracujte s podobnymi trojthelniky
AA'K, BB'L, CC'M, kde body K, L, M jsou priseéiky osy o s rovnobéz-
kami a, b, ¢ prochazejicimi po fadé body A, B, C.

PNA

Obrazek 11.10



96 11 Osova afinita

7 podobnosti vyse uvedenych trojuhelnikii v obou pfipadech plati

|CP] B |BP| B |AP|
|C'P|  |B'P| |A'P|’

odkud po dosazeni |CP|+ |BC| za |BP| a obdobné za |B'P|, |AP| i |A'P)|
po upravé ziskame

|AC|  |A'CY|

|BC|  |B'C’|’
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12

12.1

12.2

Kruhova inverze

Je dana kruznice w(S,2cm) a jeji tena t. V kruhové inverzi se zakladni
kruznici w sestrojte obraz pfimky ¢.

Navod: Piimka t neprochazi stfedem S, jejim obrazem proto bude kruz-
nice. Obecné je tedy tieba zobrazit tii body pfimky ¢, pfi volb&é vhodnych
bodu sta¢i zobrazit body dva. Vyuzijte samodruzny bod a nevlastni bod
primky t.

Vysledek: Obrazem teény ¢ je kruZnice ' sestrojend nad primérem ST,
kde T je bod dotyku tecny ¢ s kruznici w a zaroveih samodruzny bod te¢ny ¢
(obr. 12.1).

7=T"

Obréazek 12.1

Je dana kruznice w(S,3,5cm), bod M, kde |SM| = 3 cm, a kruZnice k(M,
1,5cm). V kruhové inverzi se zakladni kruznici w sestrojte obraz bodu M
a kruznice k.

Navod: Kruznice k neprochazi stfedem S, jejim obrazem tedy bude kruz-
nice k’. Kromé& obrazu bodu M je tedy tieba sestrojit obrazy tii rtznych
bodu kruznice k. Vyuzijte samodruzné body a konstrukci obrazu bodu
v kruhové inverzi popsanou na str. 198-199.

Obrazek 12.2
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12.3

12.4

Vysledek: Obrazem bodu M je bod M’. Obrazem kruznice k je kruZni-
ce k' opsana trojihelniku B'E'F, kde B’ je obraz libovolného bodu B € k
a body F, F jsou pruseciky kruZnic k, w, a tedy jsou v dané kruhové
inverzi samodruzné (obr. 12.2). V§imnéte si, ze bod M’ patrné neni stfedem
kruZnice k' (viz dale tloha 12.4).

Je dan ¢tverec ABC'D o strané 6 cm. St¥ed strany AB oznaéte S. Zobrazte
¢tverec ABCD v kruhové inverzi se zakladni kruznici w(.S, 3 cm).

Navod: Obrazem ¢tverce je neomezend plocha (v obr. 12.3 ¢ervené Srafo-
vand), jejiz ¢asteénou hranici tvori sjednoceni obrazi stran ¢tverce ABCD.

Vysledek: Body A, B jsou samodruzné a stied kruhové inverze, ktery
se zobrazi na nevlastni bod, je bodem tusetky AB. Obrazem usecky AB
je dvojice polopfimek s pocatky v bodech A’, B’ (viz obr. 12.3). Obrazy
stran BC', CD, AD jsou kruznicové oblouky kruznic opsanych po fadé
trojahelnikim B'C'S, C'D’'S, A'D’'S.

BRI,

N

Obrézek 12.3

Mgjme kruhovou inverzi se zakladni kruznici w(S,r). Dokazte, Ze bod O,
ktery je v dané kruhové inverzi obrazem stiedu O libovolné kruznice k
neprochéazejici bodem S, nenf stfedem obrazu k’ kruznice k.

Navod: Rozliste dva piipady, a sice zda jsou kruznice k a w soustiedné, ¢i
nikoliv. Prvni pfipad je snadny. Ve druhém uvaZujte prumér AB libovolné
kruZnice k takovy, Ze piimka AB prochazi stfedem inverze S a buno je
|SA| < |SB|. Stied kruznice k oznate O a obrazy bodu A, B, O v dané
kruhové inverzi oznacte A’, B’, O’ (obr. 12.4). Ukazte, ze (A'B'O’) # —1.
Vyuzijte definici kruhové inverze (str. 198) a predpoklad, Ze bod O je stie-
dem usecky AB, tedy, ze (ABO) = —1.
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12.5

SAOB[ B O

Obrazek 12.4

Vysledek: Je-li O = S, potom je bod O’ nevlastni, aviak stfedem kruzni-
ce k' je bod S. Je-li O # S, potom z definice kruhové inverze, prfedpokladu
|SA| < |SB| az usporadani boda A, B, O plyne, ze |SA’| > |SB’| a bod O’
lezi mezi body A’, B’. Odtud plyne, ze
A0 [SA |80

|B'O'|  |SO'| - |SB|’
Délku |SA’| vyjad¥ime ze vztahu |SA| - [SA'| = r? (tj. uZijeme definici
kruhové inverze), obdobné vyjadiime délky |SB’| a |SO’| a dosadime do
vypo&tu délictho poméru (A’B’O’). Po upravé ziskame
_|SB|

|SAJ’
tedy (A’B’O’) je razny od —1, nebot |SA| # |SB].

(A'B'0') =

(A'B'O') =

Reste Apolloniovu tlohu BBk.

Navod: Ulohu lze Fesit uzitim potenéniho stiedu t¥i kruznic, viz tloha 3.11
(str. tohoto textu). Zde v8ak ukdZeme postup uZzitim kruhové inverze.
Oznacte dané body A, B, danou kruznici m(M;r,,) a hledanou kruznici .
Pouzijte kruhovou inverzi se zakladni kruznici w(S;r), kde S zvolte na
kruZznici m a r libovolnég, ale mensi nez r,,, a prevedte tilohu na problém
BBp (v obr. 12.5 je r zamérné voleno tak, aby A € w). K jeho feSeni poté
vyuzijte mocnost bodu ke kruznici a Fukleidovu vétu o odvésné (véta 6.9,
str. 104). UvaZujte rizné vzajemné polohy danych objekti.

Vysledek: V kruhové inverzi se zakladni kruZnici w jsou obrazy boda A, B
body A’, B’, obrazem kruZnice m je piimka m’ a obrazem hledané kruz-
nice k je obecné opét kruznice k' (pfi ndhodné specifické volbé kruznice w se
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12.6

mize stat, ze k' prejde v prfimku), ktera je nyni zad4dna dvéma body A’, B’
a te¢nou m’. Pro priseéik P piimek A'B’, m’ plati |PA’'| - |PB’| = |PT|,
kde bod T je bodem dotyku te¢ny m’ a kruZnice k' (viz véta 3.12, str. 62).
Vzdalenost |PT’| zjistime konstrukéné uzitim Eukleidovy véty o vysce (viz
str. 104, resp. 134). Jsou-li oba body A, B vngjsimi body kruznice m, ma
uloha 2 FeSeni (obr. 12.5). Stejné tak, jsou-li oba body A, B vnitinimi body
kruZnice m. Je-li pravé jeden z bodu A, B bodem kruznice m, ma tloha
1 feSeni. V ostatnich pripadech tloha nemé feéeniﬁ

Obrazek 12.5

Reste Apolloniovu tlohu Bkk.
Navod: Uzijte kruhovou inverzi se stfedem v daném bodé.

Vysledek: Oznacte dany bod B, dané kruznice [, m a hledanou kruznici k.
Kruhova inverze se stfedem B zobrazi bod B na nevlastni bod, kruznice [, m
na kruznice I, m’ a kruznici k na p¥imku &’. Ulohu tedy pf¥evedeme na pro-
blém konstrukce teény spoleéné dvéma kruznicim (viz str. 182 a tloha 10.7,
str. tohoto textu). Uloha mitze mit 4, 3, 2, 1 nebo zadné feéeni z4-
leZi na vzajemné poloze danych objektt. Specialné, pokud se dané kruznice
dotykaji v daném bodé, méa tloha nekone¢né mnoho feseni.

4Ptedpokladame, ze dané objekty jsou navzajem rizné, jinak by klasifikace vzajemnych
poloh s ohledem na pocet feSeni byla slozité&jsi.

5Predpokladame, e dané objekty jsou navzajem riizné, jinak by klasifikace vzajemnych
poloh s ohledem na pocet FeSeni byla sloZité&jsi.
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12.7 Reste Apolléniovu alohu kkk.

Navod: Oznacte dané kruznice a(A4;r,), b(B; 1), ¢(C;7¢) a hledanou kruz-
nici k. Baino necht je r, < rp, A rq < 7. Ulohu prevedte na problém Bkk
(viz uloha 12.6 vyse) tak, aby danym bodem byl bod A a danymi kruZnicemi
kruznice soustifedné s kruznicemi b, c.

Vysledek: Kruznice &/, ktera je FeSenim tulohy Bkk, kde danym bodem je
bod A a danymi kruznicemi jsou kruznice o' (B;ry & 14), ¢/ (C;r. £ 14), je
soustiedna s hledanou kruznici k. Uloha mtiZe mit az 8 feSeni v zavislosti na
vzéjemné poloze danych ob jektﬁﬁ Specialné, maji-li dané kruznice spole¢ny
pravé jeden bod, méa tloha nekoneéné mnoho feSeni.

SPredpokladame, e dané objekty jsou navzajem rizné, jinak by klasifikace vzajemnych
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13 Axiomatika planimetrie

13.1

13.2

Na zakladé axiomu I definujte riznobézné primky.

Navod: Uvazujeme-li t¥i nekolinearni body A, B, C a kazdymi dvéma
z nich uréenou jednu prfimku, pak rtiznobé&znymi pfimkami jsou napiiklad

pfimky AB a BC.

Vysledek: Ruznobéznymi prfimkami nazveme takové dvé primky, které
maji spole¢ny pravé jeden bod.

Mnozinou P vSech bodi geometrického modelu Ms spliiujiciho axiomy I je
{4, B,C, D, E} a pfimkami tohoto modelu jsou dvouprvkové podmnoziny
mnoziny P. Vypiste v8echny navzijem rtzné piimky modelu Ms a ke kazdé
z nich uved'te vSechny pfimky, které se s ni (a) protinaji, (b) neprotinaji.

Navod: Piimka je uréena dvéma riznymi body. Pfimky, které se protinaji,
jsou riznobézné (viz tloha 13.1).

Vysledek: Geometricky model Mg obsahuje (g), tj. 10 pfimek. Jednotlivé
pfimky jsou vypsény v prvnim sloupci nésledujici tabulky a vzdy v pii-
slusném tadku jsou ke kazdé piimce uvedeny piimky, které se s ni proti-
naji/neprotinaji.

pfimka | protinajici pfimky neprotinajici pfimky
AB AC, AD, AE, BC, BD, BE | CD, CE, DE
AC AB, AD, AE, BC, CD, CE | BD, BE, DE
AD AB, AC, AE, BD, CD, DE | BC, BE, CE
AE AB, AC, AD, BE, CE, DE | BC, BD, CD
BC AB, BD, BE, AC, CD, CE | AD, AE, DE
BD AB, BC, BE, AD, CD, DE | AC, AE, CE
BE AB, BC, BD, AE, CE, DE | AC, AD, CD
CD AC, BC, CE, AD, BD, DE | AB, AE, BE
CE AC, BC, CD, AE, BE, DE | AB, AD, BD
DE AD, BD, CD, AE, BE, CE | AB, AC, BC
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13.3

13.4

13.5

Na zakladé axiomu I a U definujte vnitini bod poloroviny.

Navod: Vyuzijte definici poloroviny (k niZ jsou zapotfebi primitivni pojmy,
primitivni relace a axiomy I a U) ze str. 221 a za vnitini bod poloroviny
povazujte takovy jeji bod, ktery nelezi na hrani¢ni pfimce této poloroviny.

Vysledek: Vnitinim bodem poloroviny pA rozumime kazdy bod polorovi-
ny pA, ktery nenalezi pfimce p

Na zékladé axiomu I a U dokazte, ze ze t¥{ riznych bodd pifimky praveé
jeden lezi mezi ostatnimi dvéma.

Navod: S ohledem na axiom U-2 (str. 215) staci dokazat, Ze ze t¥i riznych
bodid pfimky lezi aspoil jeden mezi ostatnimi dvéma. Uvazujte navzajem
rizné kolinearni body A, B, C takové, Ze bod A nelezi mezi body B, C ani
bod C nelezi mezi body A, B a ukaZte, Ze bod B potom musi leZet mezi
body A, C. Vyuzijte novy bod D, ktery neni incidentni s pfimkou AB, novy
bod G takovy, ze D pu BG (viz axiom U-3, str. 215) a opakované aplikujte
Paschovu vétu (v&ta 13.5, str. 217).

G

Obrazek 13.1

Vysledek: Dle véty 13.5 aplikované na body B, C, G a ptimku AD ziskate
bod E p CG (obr. 13.1). Nasledné dle téze véty aplikované na body A, B,
G a piimku CD ziskate bod F' i AG. Nyni aplikaci véty 13.5 na body A, F,
G a primku CD ukazete, ze D u AE. Nakonec, opét dle véty 13.5 tentokrat
aplikované na body A, C, E a pfimku DG, ukézete, Ze bod B u AC.

Na zéakladé axiomu I a U dokazte, ze kazdym bodem prochéazi nekoneéné
mnoho pfimek.

"Mno#ina vnitinich boda poloroviny byva nazyvana otevienou polorovinou.
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13.6

13.7

Navod: Uvazujte tii nekolinearni body A, B, C' a pro pfimku AB vyuzijte
vétu 13.7 (str. 219). UkaZte, ze potom bodem C' prochézi nekoneéné mnoho
primek.

Vysledek: Dle véty 13.7 lezi na pifimce AB nekoneéné mnoho bodi, oznad-
me je Dy, Do, Ds, ... Kazdy z nich spolu s bodem C' ur¢uje piimku, tedy
bodem C prochézi nekone¢né mnoho piimek CA, CB,CD,,CD5,CDs, ...
Analogicky mtuZzeme postupovat pro libovolny jiny bod, nebot vzdy existuje
piimka, ktera s nim nenf incidentni (viz véta 13.3, str. 215).

Na zékladé axiomt I a U dokazte, Ze s kazdou use¢kou inciduje nekonecné
mnoho bodd.

Navod: Opakované aplikujte vétu 13.4 (str. 216).

Vysledek: Mgjte tisecku AB. Dle véty 13.4 existuje bod C1 u AB, poté
viak existuje také bod Cy pACT atd., tedy na tsecce AB lezi nekonecné
(spocetné) mnoho bodu Cq, Cy, ...

Na zakladé axiomu I a U dokazte, Ze je-li bod B vnitinim bodem polorovi-
ny pA, pak poloroviny pA, pB jsou totoZné.

Navod: Ukazte, ze libovolny bod X poloroviny pB je také bodem polo-
roviny pA (tj. Ze mezi body A, X nemiZe leZet bod incidentni s hrani¢ni
piimkou p) a obracend. Pro B = A je tvrzeni ziejmé. Pro B # A je téz
z predpokladu, ze B je vnitini bod poloroviny pA, evidentni, Ze bod B lezi
v poloroviné pA a obracené, ze bod A lezi v poloroviné pB. Body hrani¢ni
primky p téz lezi v obou polorovinich. Je tedy t¥eba podrobnéji prozkou-
mat, zda libovolny bod X poloroviny pB rtzny od boda A, B a neleZici na
piimce p je také bodem poloroviny pA (a obracens).

Vysledek: Necht X € E ANX#A NX#B AN X ¢ p. Potom bud jsou
body A, B, X kolinearni, nebo ne. Jsou-li kolinearni, tak pifimka AB bud
neprotind pfimku p, a tedy mezi body A, X nelezi zddny bod pfimky p,
nebo pifimka AB protind pfimku p v bodé M. Jelikoz bod B je vnitinim
bodem ]?4 a bod X je vnitinim bodem ﬁ, bod M nemtze byt mezi body
A, B ani mezi body X, B. Potom ale pfi Zddném z moznych usporadani
bodu A, B, X nemiuZe byt bod M ani mezi body A, X. Pokud body A,
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13.8

13.9

B, X nejsou kolinearni, dokazte tvrzeni sporem — predpokladejte, Ze mezi
body A, X existuje bod M hrani¢ni pfimky p a aplikujte na body A, B, X
a pfimku p vétu 13.5 (str. 217). Dle ni potom musi existovat bod p¥imky p
mezi body A, B nebo B, X, coZ je spor.

P1i dikazu, ze kazdy bod poloroviny pA je zaroven bodem poloroviny pB
postupujte analogicky.

Na zakladé axiomi I a U dokazte, ze jestlize body C, D nejsou body polo-
roviny pA, pak bod D je bodem poloroviny pC'.

Navod: Pro C' = D je tvrzeni zfejmé. Je tfeba provérit platnost pro C' # D.
Body C, D nejsou body poloroviny pA, tedy mezi body A, C i mezi body
A, D lezi néjaky bod pfimky p. Uvazujte zvlast situaci, kdy body A, C, D
jsou, resp. nejsou kolinearni.

Vysledek: Jsou-li body A, C', D kolinearni, pak body M, N, kde M u AC),
N p AD nutné splyvaji (piimka AC, ktera je rtizna od pifmky p, nebot
A ¢ p, nemiZe mit s pfimkou p dva rizné spoleéné body). Tento bod
M = N nemiZe byt mezi body C, D (nebot potom by nemohl byt zaroveil
mezi body A, C' a zaroveil mezi body A, D.) Pokud body A, C, D kolinearni
nejsou, z véty 13.5 (str. 217) plyne, %e na p¥imce p jiz nemuze byt bod lezici
mezi body C, D (obr. 13.2).

Obrézek 13.2

Na zéakladé axiomu I, U a S definujte osu tusecky a rovnoramenny trojihel-
nik. Definice porovnejte s definicemi téchto pojmi v kapitolach 1 (str. 20)
a 2 (str. 31).

Navod: Namisto vzdalenosti pracujte se shodnymi tseckami (ve smyslu
primitivni relace byti shodny a dle axiomi S, str. 222).
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13.10

13.11

Vysledek: Osou tsetky AB rozumime mnoZinu bodi X takovych, Ze
AX ~ BX. Trojihelnik ABC' se nazyvé rovnoramenny se zakladnou AB
a rameny BC, AC, pravé kdyz BC ~ AC.

Na zakladé axiomua I, U a S definujte soucet whli a piimy uhel.

Navod: Postupujte analogicky jako pii s¢itani tsecek (str. 223). Vyuzijte
axiom S-4 (str. 222). P¥imy uhel je vlastné jiné pojmenovani pro mnoZinu
bodi, kterou jsme jiz definovali (napovime, Ze na str. 221).

Vysledek: Mé&jme thly AV B a CUD a oznac¢me p piimku V B. Z axiomu
S-4 plyne, Ze existuje jedina polopiimka VD’ takova, ze <BV D' ~ <CUD
a zaroveii D’ neni bodem poloroviny pA. Uhel AV D’ potom nazveme soud-
tem thla AV B a CUD (obr. 13.3). P¥imy thel je vlastné totéz jako poloro-
vina. Lze jej vSak definovat také jako thel vznikly souc¢tem thlia vedlejsich.

DV
D,
BPL
\% A U C

Obrazek 13.3

Na zékladé axiomu I, U a S dokazte, ze vedlejsi thly dvou shodnych uhla
jsou shodné.

Navod: Uvazujte shodné ihly AVB a A'V’'B’ a k nim vedlejsi thly BVC
a B'V'C’. Diky axiomu S-1 miZete bino predpokladat, ze AV ~ A'V',
BV ~ B'V' a OV =~ C'V’ (obr. 13.4). Aplikujte vitu 13.8 (str. 224)
postupné na dvojice trojuhelnikt ABV, A'B'V’'; ABC, A'B'C’; CV B,

C'V'B'.
%;1 A
\%

B!
C ‘A C’ % ‘A’
Obrazek 13.4
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13.12

Vysledek: Ze shodnosti trojuhelnikit ABV, A’B’V’ dle véty 13.8 plyne, Ze
AB ~ A'B" a <V AB ~ <V'A'B’. JelikoZ jsou uhly AV B, CV B vedlejsi, je
V u AC, a tedy <CAB ~ <V AB a analogicky také <C'A’'B’ ~ <V'A'B’.
Trojahelniky ABC, A’B’C’ jsou proto také shodné dle véty 13.8, z ¢ehoz
plyne, ze BC ~ B'C’ a <ACB ~ <A'C'B’. Potom jsou ale shodné dle
vty 13.8 i trojuhelniky ABV, A’B'V’, a tedy <BVC ~ <B'V'C".

Na zakladé axiomu I, U a S dokazte véty sss a Ssu o shodnostech trojuhel-
niki.

Navod:

sss: Ukazte, ze maji-li trojuhelniky ABC, A’ B’C’ shodné strany, maji také
shodny jeden vnit¥ni tthel. S vyuZzitim axiomi S-1 a S-4 (str. 222) sestrojte
trojuhelnik A’MC’ shodny s trojuhelnikem ABC dle véty 13.8 (str. 224)
a pracujte s rovnoramennymi trojuhelniky B'MA’, B'MC’ (obr. 13.5).

C C’'

A B A B’
Obrézek 13.5

Ssu: Piedpokladejte, Ze v trojthelnicich ABC, A’B'C’ plati: AB ~ A'B/,
AC ~ A'C’, AC > AB, <ABC ~ <A'B'C'. Dale rozvaite, ze z pfedpo-
kladu AC > AB plyne, 7e <ABC > <BCA a také <A’'B'C’' > <B'C'A".
Tvrzeni dokazte sporem, tj. predpokladejte, Ze strany BC, B’C’ nejsou
shodné, na polopiimce B'C’ sestrojte bod D tak, aby B’D ~ BC a pra-
cujte s rovnoramennym trojuhelnikem C’DA’. K objeveni sporu vyuZijte
vétu 13.12 (str. 225).

Vysledek:

sss: Bod M sestrojte tak, aby nelezel v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou
A'C" jako bod B'. Z véty 13.9 (str. 224) plyne, ze <A'B'M ~ <A’M B’
a stejné tak <C’'B’'M ~ <C’'MB’. Diky tomu jsou shodné trojtuhelniky
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A'B'C', AAMC’ dle véty sus (véta 13.8, str. 224) a plati, ze <B'A'C’' ~
~ <MA'C" ~ <BAC. Trojuhelniky ABC, A’B'C’ jsou tedy shodné dle
véty sus.

A B
Obrazek 13.6

Ssu: <ABC > <BCA, nebot z usporfadani usefek a uhla (str. 223-224)
plyne, ze mezi body AC existuje bod M takovy, Ze trojuhelnik ABM je
rovnoramenny (obr. 13.6), a tedy <ABM ~ <AM B. Jelikoz bod M lezi
mezi body A, C, je <ABC > <ABM. Podle véty 13.12 (str. 225) je vSak
<AMB > <BCA. V trojuhelniku A’B’C’ je situace analogické. Trojuhel-
nik C’DA’ musi byt rovnoramenny, nebot dle predpokladu je AC ~ A'C’
a bod D byl sestrojen tak, Ze trojuhelniky ABC, A’ B’D jsou shodné, a tedy
AC ~ A'D. Dle véty 13.9 (str. 224) jsou tedy ahly A’DC’, A’C’'D shodné.
Z véty 13.12 potom, bez ohledu na to, zda D p B'C’ (obr. 13.7a), nebo
C'" p B'D (obr. 13.7b), plyne, ze <A'C'B’ > <A'B’'C’, coz je spor. (V pii-
padé, kdy C' p B'D, je tfeba vétu 13.12 aplikovat dvakrat — nejprve na
vngjsi tthel A’C’B’ trojuhelniku A’C’D a poté na vnéjsi ahel A’C’'D troju-
helniku A’B’C".) Proto musi byt B’C’ ~ BC a trojuhelniky ABC, A’ B'C’
jsou tedy shodné dle véty sus (véta 13.8, str. 224).

a) b) D
C/
D
A B A’ B’ A’ B’

Obrazek 13.7
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13.13 Na zéakladé axiomii I, U a S definujte stred 1isecky a dokazte, ze kazda tsecka
ma pravé jeden stied.

Navod: Stredem tusetky AB rozumime takovy bod S pifimky AB, pro
ktery plati, ze AS ~ BS. Je tieba postupné ukéizat, Ze tento bod lezi
mezi body A, B, Ze takovy bod existuje a Ze je nejvyse jeden. Prvni dveé
podminky vyplyvaji z usporadani usecek (str. 223). Pro dikaz existence
bodu S zvolte libovolny bod C' nelezici na pfimce AB a sestrojte bod D,
ktery nelezi v poloroviné uréené hraniéni pfimkou AB a bodem C tak, aby
<BAC ~ <ABD A AC ~ BD (obr. 13.9). Ukaite, 7e stted AB je potom
prisecikem piimek AB a CD.

P1i dikazu vyuzijte nasledujici lemma: Dva trojihelniky jsou shodné, jest-
lize se shoduji ve dvou vnitfnich thlech a jedné strané lezici proti jed-
nomu z danych ﬁhlﬁﬁ Lemma lze dokazat sporem — v trojihelnicich K LM,
K'L'M’, kde «<LKM ~ <L'K'M', <KLM ~ <K'L'M’' a KM ~ K'M’,
predpokladejte, ze KL < K'L’, nebo KL > K'L’. Potom existuje bud bod
P p K'L’ (obr. 13.8a) tak, 7e K'P ~ KL, trojuhelniky KLM, K'PM’
jsou dle véty 13.8 (str. 224) shodné a z vty 13.12 (str. 225) plyne, Ze
<K'PM' > <K'L'M'. To je vSak ve sporu s pfedpokladem, nebot ze shod-
nosti trojuhelniki KLM, K'PM’ a z pfedpokladi plyne, ze <K'L'M' ~
~ <KLLM ~ <K'PM’'. Nebo analogicky existuje bod Q p KL (obr. 13.8b)
tak, ze KQ ~ K'L’, trojthelniky K'L'M’, KQM jsou shodné a z véty 13.12
plyne, ze <KQM > <K LM, coz je opét ve sporu s predpokladem. Strany
KL, K'L' jsou tedy shodné a trojiuhelniky K LM, K'L' M’ jsou shodné dle
vty usu (véta 13.8, str. 224).

K L K' P L

K 0 L K L

Obrézek 13.8

8Toto lemma lze oznagit jako vétu o shodnosti trojihelniki suu. V eukleidovské geometrii
je platnost této véty zfejmaé, nebot soucet velikosti vnitinich ahld v trojahelniku je 180°. Vétu
o sou¢tu velikosti ahli v trojuhelniku vsak na zakladé axiomi I, U a S dokézat nelze.
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13.14

Vysledek: Bod S musi leZet mezi body A, B, nebot pfi jiném uspoiradani
bodi by bylo AS > BS, resp. AS > BS. Pokud by existovaly dva riizné
body S, T lezici mezi body A, B takové, ze AS ~ BS N AT ~ BT, potom
by jeden z nich musel leZet mezi bodem A a druhym z téchto bodi. Necht
napiiklad S p AT. Potom je AS < AT ~ BT < BS, tedy AS < BS, coz je
spor. Zbyva ukazat, ze bod S existuje. Body C, D nelezi v téze poloroviné
s hrani¢ni pfimkou AB, proto mezi nimi existuje bod X nalezici pfimce
AB (obr. 13.9). Dle vét 13.10 (str. 224) a 13.13 (str. 227) pfimky AC,
BD nemaji spoleény bod. Z toho vyplyva, Ze bod D lezi v téze poloroviné
s hrani¢ni pfimkou AC jako bod B a obdobné bod C' lezi v téZe poloroving
s hrani¢ni pfimkou BD jako bod A. Diky tomu bod X musi leZet mezi body
A, B. Uhly AXC, BXD jsou dle véty 13.10 shodné, a tedy dle lemmatu
uvedeném vySe v néavodu jsou shodné trojuhelniky AXC, BXD. Z toho
plyne, Ze AX ~ BX, neboli bod X je stfedem tsecky AB.

C

D
Obréazek 13.9

Na zékladé axiomu I, U a S dokazte, ze v trojuhelniku lezi proti vétsi strané
vét8i vnitini thel.

Navod: V trojihelniku ABC piedpokladejte, ze AC > AB. Vyuzijte uspo-
fadani tsecek a thla (str. 223-224), bod M u AC takovy, ze AM ~ AB,
a vétu 13.12 (str. 225).

Vysledek: Trojuhelnik ABM je rovnoramenny (obr. 13.6). Dle véty 13.9
(str. 224) je tedy <ABM ~ <AM B. Jelikoz bod M lezi mezi body A, C,
je <ABC > <ABM. Podle véty 13.12 (str. 225) je vSak <AM B > <BCA,
nebot tthel AM B je vnéjsim thlem trojihelniku BC'M a zarovei neni ve-
dlejsim thlem k dhlu BCM, ktery je shodny s thlem BCA. Z uvedeného
vyplyva, ze <ABC > <BCA.
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13.15

13.16

Na zakladé axiomu I, U a S dokazte trojihelnikovou nerovnost.

Navod: M4 se dokazat, Ze soucet kazdych dvou stran trojihelniku je vétsi
neZ strana tieti. V trojuhelniku ABC sta¢i ukazat, Ze napiiklad soucet
AB a BC je vétsi nez AC a aplikovat cyklickou zaménu (str. 28). K di-
kazu vyuzijte rovnoramenny trojihelnik DCB, kde B 4 AD a DB ~ CB
(obr. 13.10), a usporadani tsecek a ahli (str. 223-224).

c

A B D
Obrazek 13.10

Vysledek: Existenci bodu D zajistuje axiom S-1. Dle véty 13.9 (str. 224)
je <BCD ~ «BDC. JelikoZ je B 4 AD, je <ACD ~ <BCD a <BDC ~
~ ADC, a tedy v trojuhelniku ADC je <ACD > <ADC. Z tvrzeni
dokazaného v tloze 13.14 vyge potom plyne, ze AD > AC, pfi¢emz tsecka
AD je souctem tusetek AB a BC.

Na zakladé axiomu I, U a S dokazte, ze existuje pravy thel.

Navod: Uvazujte libovolny thel AVB a bod B’ rizny od B takovy, Ze
<AVB' ~ <AVB A VB ~ VB, tj. body B, B’ nele7i v téze poloro-
ving s hrani¢ni piimkou AV. Bod piimky AV, ktery lezi mezi body B, B’
oznacte M a vyuZijte shodné trojuhelniky BV M, B'V M (obr. 13.11).

V\l\\lﬁ A
B!

Obrazek 13.11

Vysledek: Existenci bodu B’ zajistuji axiomy S-1 a S-4. Trojuhelniky
BV M, B'VM jsou shodné dle véty 13.8 (str. 224). Z této shodnosti plyne,
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13.17

7e <VMB ~ <VMB'. Uhly VM B, VMB’ jsou viak tihly vedlejsi, a tedy
dle definice na str. 227 jsou oba pravé.

Dokazte, ze v eukleidovské geometrii je axiom R-1 (str. 230) ekvivalentni
s patym Eukleidovym postulatem (véta 13.17, str. 231).

Navod: V eukleidovské geometrii plati axiomy I, U, S i AC. K dikazu
ekvivalence axiomu R-1 a véty 13.17 (V) tedy muZete vyuzit vSechny tyto
axiomy a z nich odvozené vty (tj. véty 13.1 az 13.15). Dokazte zvlast
jednotlivé implikace. Mimo jiné vaAm pomohou véty 13.12 (str. 225), 13.13
(str. 227) a 13.15 (str. 228).

Vysledek: R-1 = V: Predpokladate platnost axiomu R-1, a tedy i platnost
véty 13.16 (str. 231), ktera je jeho disledkem. Méjte pifimku p a bod A,
ktery s ni neni incidentni. Bodem A lze dle véty 13.16 vést pravé jednu
piimku a, ktera neprotina p¥imku p, a dle véty 13.15 (str. 228) pravé jednu
pifmku k, ktera je kolma k pfimce p. Patu pfimky k oznacte P (obr. 13.12a).
7Z predpokladu vyplyva, ze kazdé piimka ¢ razné od piimky a a prochazejici
bodem A jiz musi protnout pfimku p. Oznacte tento prusecik (. Potom
existuje bod M tak, ze P p QM a dle véty 13.12 (str. 225) je uthel APM
vétsi nez uhel PAQ. Neboli, soucet ihli QPA a PAQ je mensi nez soucet
dvou pravych.

=

Obrazek 13.12

V = R-1: Méjte pifimku p a bod A, ktery s ni neni incidentni. Bodem A lze
dle vty 13.15 (str. 228) vést pravé jednu piimku k&, ktera je kolméa k piim-
ce p. Patu piimky k oznacte P (obr. 13.12b). Dale ved'te kolmici ¢ bodem A
k pfimce k. Z vty 13.13 (str. 227) vyplyv4, Ze se pfimky p, ¢ neprotinaji.
Nyni je tfeba ukazat, Ze kazda jina piimka r prochézejici bodem A protne
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pFimku p. Zvolte v téZe poloroviné s hrani¢ni pfimkou AP libovolny bod D
leZici na pfimce p, libovolny bod M lezZici na pifimce g a libovolny bod C' tak,
aby <PAC < <PAM, a uvazujte pfimku AC. Bod C vzhledem k tomu,
jak je volen, nemuZe leZzet na p¥imce ¢ a soucet thli DPA, PAC je mensi
nez soucet dvou pravych uhla. Jelikoz plati véta V, poloptimky AC, PD
se protnou, neboli libovolna pifimka r rizna od pfimky ¢ a prochézejici
bodem A protina primku p, a tedy plati axiom R-1.
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