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Predmluva 7

Predmluva

Tento ucebni text vznikl jako podptirny material k pfedmétu Zdklady planimet-
rie vyu¢ovanému v prvnim ro¢niku ucitelského studia na Matematicko-fyzikalni
fakulté Univerzity Karlovy. Pfedlohou k nému byly provizorné sepsané pied-
nasky z akademického roku 2019/2020 z doby prvniho lockdownu kvili pande-
mii covid-19. Jak nazev pfedmétu napovida, v praci se vénujeme planimetrii,
tedy Casti matematiky studujici geometrické utvary v roviné.

Prvni zkuSenosti s geometrii lidé ziskdvali na zakladé zkuSenosti. Prvni krok od
empirickych poznatkt k deduktivné budované teorii ucinili matematici antic-
kého Recka. Mnoha anticks dila dnes vSak zname jen diky arabskym piekladim
sepsanym v obdobi stfedovéku. V novovéku postupné vznikaly a dale se rozvi-
jely jednotlivé oblasti geometrie jako geometrie analytické, projektivni, deskrip-
tivni ¢i neeukleidovska. AZ na prelomu 19. a 20. stoleti byla vybudovana presné
axiomatika geometrie, v téZe dobé také zacCaly byt geometrické transformace
vnimany z pohledu teorie grup.!

Cilem predmétu Zdklady planimetrie je zopakovat, doplnit a rozsitit stFedoskol-
ské znalosti v oblasti planimetrie. Na zékladé nékolikaletych zkuSenosti s vyukou
tohoto pfedmétu nezac¢indme vykladem axiomatického systému, nebot to fadu
studentd od predmétu odrazovalo, nybrz budujeme jednotliva témata v duchu
stfedni Skoly. Pfesto se snazime najit kompromis mezi naivnim Skolskym a pre-
ciznim axiomatickym pfistupem. V praci je proto kladen diraz na logickou
vystavbu, co nejpresnéjsi definovani novych pojmi a co moZné nejexaktnéjsi
provedeni dikazi matematickych vét tak, aby byly stale pokud moZno srozu-
mitelné a prehledné.

V prvni kapitole jsou zavedeny vybrané elementarni planimetrické pojmy a dale
v prvni a ¢asteéné ve druhé kapitole jsou bez dikazu zformulovana tvrzeni,
jejichz platnost je na jednu stranu evidentni, na stranu druhou dtkaz lze jen
tézko provést pravé bez zavedeni axiomatického systému. V kapitolach 2 az 5
se podrobné vénujeme vlastnostem rovinnych geometrickych ttvart, konkrétné
trojuhelniku, kruznici a kruhu, étyfihelniku a dalsim mnohotuhelnikim. Kapi-
tola 6 je vénovana obvodim a obsahim geometrickych obrazcia. V kapitole 7
jsou predstaveny mnoziny bodu danych vlastnosti, kapitola 8 je vénovana riz-
nym konstrukénim tdloham. Kapitoly 9 az 12 jsou zaméfeny na geometrické
transformace v roviné, konkrétné shodnosti, podobnosti, osovou afinitu a kru-
hovou inverzi. Koneéné posledni, 13. kapitola nastinuje pohled na geometrii skrze

1O historii geometrie vice viz napt. (Bedvar, 1993; éiimér, 2020; Novy a kol., 1961; Schrei-
ber & Scriba, 2001) aj.
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axiomaticky systém a naznacuje, jak budovat planimetrii precizné&ji z pohledu
vysokoskolské matematiky.

Kazda kapitola je zakoncena zadanimi nékolika tloh, na nichz lze dané téma
procvicit. Ulohy byly, stejné jako vykladova ¢ast, Gerpany predeviim z vlast-
nich, za léta sestfadanych zdroji a ve vétsiné pfipadd je obtizné az nemozné
urcit a citovat ptivodni zdroj. P¥imo v textu proto literaturu necitujeme, vyjma
situaci, kde chceme ¢tenafe odkazat na dalsi informace k néjakému konkrétnimu
problému. Za veskerou literaturu pouzitou k pfipraviam prednasek a sepsani této
prace zmifime publikace, jimiZz bylo listovano nejcast&ji: (Lavicka, 2007; Pomy-
kalova, 2001; Svréek & Vanzura, 1988; Blazek, 1997; Bocek & Zhouf, 2009).
Seznam literatury sestdva pak ze dvou Casti — ze seznamu citované literatury
a ze seznamu dalsi doporucené literatury.

Pro zakladni orientaci v textu poznamenejme, ze definice ¢i zavedeni vyznam-
nych pojmu uvadime v rameccich, obrdzky, véty, c¢islované vztahy, vzorové pri-
klady i tlohy ¢islujeme ¢islem kapitoly a poradovym ¢islem v ramci kazdé ka-
pitoly a dikazy vét ukoncujeme symbolem X. Dopliujici, ¢asto vSak zasadni
informace uvadime priubézné jako pozndmky.

Pouzitda symbolika vychazi z v dobé vydani prace aktualni normy CSN EN
ISO 80000-2 s ohledem na obvyklé znaceni uzivané na stiednich skoléch. Text
byl pfipraven systémem KTEX, obrazky byly vytvofeny a upraveny v rtznych
verzich programi GeoGebra a Gimp.

Dékujeme nasim rodindam za pochopeni a moralni podporu pii pripravé této
prace, déale studenttim za zpétnou vazbu na prvni verzi sepsanych prednasek
a v neposledni fadé recenzenttim za peclivé proc¢teni a cenné rady.

Autorky



Kapitola 1
Zakladni pojmy

V této kapitole zavedeme nejzékladnéjsi pojmy syntetické rovinné geometrie
a pomoci nich nadefinujeme dalsi geometrické objekty, kterym se budeme po-
drobnéji vénovat v dalsich kapitolach. Téz vyslovime nékolik elementarnich tvr-
zeni, kterd vSak nelze trivialné na zakladé Skolskych znalosti dokazat, jejich
platnost je vSak ze zkuSenosti evidentni. Takova tvrzeni zna¢ime jako ZT (z&-
kladni tvrzeni). Dikaztm alespoii nékterych z nich se budeme vénovat v posledni
kapitole.

1.1 Primitivni pojmy

Pojmy bod, piimka a rovina nelze v syntetické geometrii exaktné definovat. Patii
mezi tzv. primitivng poymy. Pfedstavu o nich si tvofime na zakladé zkuSenosti,
na zékladé modeli téchto objektt a jejich vlastnosti. Jednotlivé body znac¢ime
v této praci velkymi pismeny, pfimky malymi pismeny latinské abecedy a sym-
bolem ¢+—.}

Vztahy mezi geometrickymi objekty popisujeme za uziti dalsich primitivnich
pojmil — incidence, uspordddni, shodnosti a spojitosti. Incidence je jen jiny, uni-
verzalnéjsi vyraz pro vztahy naleZet, byt ¢asti, obsahovat.? S usporadanim pra-

1V tomto textu v zajmu prehlednosti symbol +— ve spojeni s malym pismenem pro
oznaceni pfimky pouZivame jen tam, kde by jinak mohlo dojit k nedorozuméni.

2Rekneme-li7 ze ,bod je incidentni s pfimkou‘, znamené to, Ze na ni lezi. V téze situaci
lze také ¥ici, Ze ,,pfimka je incidentni s bodem* (ve smyslu ,,pfimka prochazi bodem*; nikoliv
vSak, Ze ,,pFimka lezi v bod&“). Analogicky lze Fici, Ze ,pfimka je incidentni s rovinou* atd.
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cujeme intuitivné napiiklad ve chvili, kdy fekneme, Ze néjaky ,,bod lezi mezi
jinymi dvéma body*, pfi¢emz vSechny tfi body uvazujeme na jedné piimce.
Shodnost dvou utvari si mizeme piedstavit tak, Zze shodné utvary lze premistit
takovym zptsobem, Ze se prekryvaji. Pfedstava spojitosti naptiklad zajisti, ze
pfimka ,nema diry*, neboli nemuize nastat situace, ze by se dvé pfimky rizného
sméru neprotnuly.

Vzajemna poloha dvou a tfi bodd

O dvou bodech A, B lze ¥ici, ze jsou rizné (A # B), nebo totozné (A = B),
tj. maji stejné umisténi. TH navzajem rizné body mohou byt kolinedrni, tj.
lezici na jedné pfimce, nebo nekolinedrni, tj. nelezici na jedné piimce.

Vzajemna poloha dvou pfimek (obr. 1.1)

O dvou pfimkach a, b lze Fici, Ze jsou riznobézné (a X b), nebo rovnobéiné
(a || b), pfitemz u rovnobé&znych piimek dale rozliSujeme, zda jsou rizné
(a #b), nebo totozné (a =b).

Z hlediska poc¢tu spoleénych bodd maji riznobézné piimky spoleény pravé
jeden bod, tzv. prisecik. Ruzné rovnobézné primky nemaji spole¢ny zadny
bod. Totozné pfimky maji spole¢nych nekoneéné mnoho bodt.

W H N

Obrazek 1.1: Vzajemna poloha dvou pirimek
Poznamky:

» Dvéma riznymi body je jednoznaéné urcena piimka.
» Piimku lze pojmenovat také pomoci dvou riaznych bodi, které na ni lezi.

Pokud na pfimce p lezi dva rtzné body A, B nazveme ji pfimkou AB
(+— AB).
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» Piesnéji o spole¢nych bodech dvou totoznych primek rekneme, ze kazdy
bod jedné pifimky je zaroven bodem druhé pifmky.

» Rovnobézné primky nazyvame jednoduse téZ rovnobézky, riiznobézné piim-
ky nazyvame téz rtiznobézky. V obrazcich mizeme rovnobéznost primek
zdiraznit ,,dvojcarkou® (viz obr. 1.2).

ZT 1: Je dana piimka p a bod A, ktery na ni nelezi. Bodem A lze vést pravé
jednu rovnobé&zku a s pfimkou p (obr. 1.2).

A

Obrazek 1.2: Rovnobézka s danou prfimkou vedena danym bodem

Mgjme dvé ruzné primky a, b. Kazdou primku, ktera je raznobézna zaroven
s pfimkou a i s pfimkou b, nazveme prickou piimek a, b.

Mnozinu vSech piimek prochézejicich danym bodem P nazveme svazkem
piimek. Bod P se nazyva stied svazku.

ZT 2: Dvé razné primky téhoz svazku jsou riznobézné.

Mnozinu vSech navzajem rovnobéznych piimek nazveme smér. O navzajem
rovnobé&znych piimkach fikdme, Ze jsou primkams: téhoZ sméru, zatimco na-
vzajem ruznobézné primky jsou primkami rizného smeéru.

1.2 Casti pfimky a roviny

Podobné jako primitivni pojmy piimka a rovina i dalsi elementarni geometrické
objekty — usecka, polopfimka, polorovina, rovinny pas ¢i thel — byvaji ve skolské
matematice zavadény znac¢né intuitivné. Zde se je a dalsi s nimi souvisejici po-
jmy pokusime definovat pomoci primitivnich pojmi, stale vSak zjednoduSeneé.
Exaktnéjsi definice jsou uvedeny v kapitole 13.
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Mégjme na pfimce p dva ruzné body A, B.

Useckou AB (AB) rozumime mnozinu bodi p¥imky p, které lezi mezi body
A a B, sjednocenou s body A, B. Body A, B nazyvame krajnimi body tsec-
ky AB, ostatni body tsecky AB jsou jejimi vnitinimi body.

Bod A rozdéli pfimku p na dvé polopiimky s pocdtecnim bodem A. Polopiim-

kou AB (— AB) rozumime tu ¢ast pfimky p, na niz lezi bod B. Druhou
¢ast primky p nazveme opacnou polopiimkou k polopiimce AB.

Poznamky:

» Pocateéni bod polopfimky je bodem této polopiimky, stejné tak krajni
body tusecky jsou body této usecky.

» V néazvu tsecky ¢ primky na pofadi bodii nezalezi, tsecka AB je totozné
s useckou BA, piimka AB je totoZna s pfimkou BA. V nazvu polopfimky
vSak na pofadi bodi zalezi, prvni bod je bodem pocatecnim.

» Polopiimka BA neni opa¢nou polopfimkou k polopfimce AB.

» Prinikem polopfimky AB a polopfimky BA je tsecka AB.

» Chceme-li symbolicky zapsat, ze bod A lezi na pfimce p (¢i jiném ob-
jektu), pouzijeme symbol €, tedy A € p. Cteme téz ,bod A je bodem
pfimky p“ nebo ,bod A je elementem pfimky p“ nebo ,bod A je inci-
dentni s prfimkou p* apod. Chceme-li vSak zapsat, ze objekt tvoreny vice
body (napfiklad usecka AB) lezi na jiném objektu (napfiklad na pfimce p),
pouzijeme symbol C, tedy AB C p. Muzeme téz ¢ist ,usecka AB je ¢asti
primky p“ nebo ,usecka AB je podmnoZinou pfimky p“ nebo ,usecka AB
inciduje s pfimkou p*“.

Mgéjme piimku p a bod A, ktery na ni nelezi. Pfimka p rozdéli rovinu na dvé
poloroviny s hraniéni primkou p. Polorovinou pA (pA) rozumime tu Cast
roviny, v niz lezi bod A. Druhou ¢ast roviny nazveme opacnou polorovinou
k poloroviné pA.

Poznamka:

» V oznaceni poloroviny uvadime vzdy nejdiive hraniéni piimku. Je-li hra-
ni¢ni p¥imka p poloroviny pA pojmenovana pomoci dvojice bodi (napii-
— s —
klad «+— K L), potom pA = KLA = LKA.
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Méjme dveé rizné rovnobézky p, g a dale libovolny bod P lezici na pfimce p
a libovolny bod @ lezici na primce g. Potom prinikem polorovin pQ a qP
je tzv. rovinng pds urceny rovnobézkami p, g (obr. 1.3).

Q
Obrézek 1.3: Rovinny pés
Uhel byva na zékladni Skole zaveden jako ¢ast roviny ohranicena dvéma po-

lopfimkami se spole¢nym pocatkem. V zajmu presnéjsi definice vSak musime
rozlisit pét riznych uhla.

Méjme tii nekolinearni body A, V, B. Potom prunikem polorovin AV B
a BV A je tzv. duty whel AV B (obr. 1.4a), sjednocenim polorovin opa¢nych
k polorovinam AV B a BV A je tzv. vypukly dhel AV B (obr. 1.4b).

Méjme tii navzajem ruzné kolinearni body A, V, B, kde bod V je bodem
usecky AB. Potom kazdou z polorovin s hrani¢ni pfimkou AB nazyvame
primym ihlem AV B.

Méjme t¥i navzajem ruzné kolinearni body A, V', B, kde bod V' neni bodem
useCky AB. Potom celou rovinu nazyvame plngm dhlem AV B, polopiimku
V A (resp. — V B) nazyvame nulovyjm thlem AV B.

Poloptimkam V' A, V B fikame ramena ihlu, bod V nazyvame vrcholem ihlu.
Libovolny bod thlu, ktery nelezi na jeho rameni, je vnitinim bodem tohoto
thlu. Libovolny bod, ktery neni bodem daného thlu, nazyvame vnéjsim
bodem tohoto uhlu.

Poznambka:

» Uhly téZ znacime malymi pismeny fecké abecedy.
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Obrézek 1.4: Duty a vypukly thel

Miizeme se setkat s jednodussi klasifikaci thli na konvexni a nekonvexni. Nej-

prve vSak objasnime obecnéjsi pojmy konvexni a nekonvexni mnoZzina bodi.

Konvexni mnozZinou bodi rozumime takovy geometricky objekt, pro jehoz
kazdé dva body X, Y plati, Ze tsecka XY je podmnozinou tohoto objektu.

Pokud vs8ak existuje takova dvojice bodu X, Y daného geometrického ob-
jektu, Ze tsecka XY neni podmnozinou tohoto objektu, nazveme jej nekon-
vexni mnoZinou bodi (obr. 1.5).

Obrazek 1.5: Konvexni a nekonvexni mnozina bodu

Poznamka:

» Z vySe uvedenych pojmi jsou konvexnimi mnozinami bodu piimka, po-
lopfimka, tsecka, rovina, polorovina a rovinny péas. Konvexni mnozinou
bodi je také prazdna mnozina a bod.

Véta 1.1
Prinikem konvexnich mnozin je konvexni mnozina.
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Diikaz:

Mgjme konvexni mnoziny M a N (obr. 1.6). Jejich prinik je bud
prazdny (a prazdna mnoZina je konvexni), nebo jednobodovy (jeden
bod je také konvexni mnoZinou), nebo obsahuje vice bodi. Pokud
ruzné body X a Y lezi v priniku mnozin M a N, potom tyto body
lezi jak v mnoziné M, tak v mnoziné N. JelikoZ jsou mnozina M
i N konvexni, lezi v obou také tsecka XY a tedy usecka XY lezi

i v praniku mnozin M a N.
X

M N

Obréazek 1.6: Prunik konvexnich mnoZin bodi

Konvexnim thlem tedy rozumime takovy thel, pro jehoZ libovolné dva body
A, B plati, ze AB je podmnozinou tohoto tthlu. Nekonveans tihel je takovy, ktery
neni konvexni. Konvexnim thlem je thel nulovy, pfimy a plny. Déle z véty 1.1
plyne, Ze konvexnim dhlem je také thel duty (obr. 1.7a), zatimco vypukly thel
je thlem nekonvexnim (obr. 1.7b).

a) b)

X\

Y X

Obréazek 1.7: Konvexni a nekonvexni thel
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V planimetrii ¢asto pracujeme se specifickymi dvojicemi uhli, které jsou za
uréitych okolnosti shodné nebo jejich sjednocenim ziskame thel piimy.

Dvojici dutych ahla AV B a BV C, jejichz ramena VA, VC' jsou opacnymi
polopfimkami, nazyvame whly vedlejsi (obr. 1.8).

Obréazek 1.8: Vedlejsi dhly

Poznamka:

» Sjednocenim dvou navzajem vedlejSich ahla ziskame tuhel pFimy (resp.
polorovinu).

Dvojici dutych uhla AV B a CV D, jejichz ramena VA, VC a VB, VD jsou
opa¢nymi polopfimkami, nazyvame whly vrcholové (obr. 1.9).

Obrézek 1.9: Vrcholové thly

ZT 3: Vrcholové thly jsou shodné.
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Méjme dvé ruzné piimky a, b protaté prickou c a oznacme A prusecik piimek
a, ¢ a B prusecik primek b, c. Déle zvolme libovolny bod C takovy, Ze
C ecANC ¢ AB, alibovolny bod K ¢ ¢ (obr. 1.10). UvaZzujme ahly

_>
a = (ﬁ Nck,
_>
Ié] l@ NckK,
. s @ . i T2
¥ polorovina opa¢na k bC' N polorovina opac¢né k cK,
_)
1) polorovina opa¢néa k l@ Nck,
H
5 = 0N polorovina opa¢na k cK.

Potom dvojici ahla «, 8 nazveme uhly souhlasné, dvojici ahla «, v nazveme
thly stridavé a dvojici thli «, §, resp. «, &', nazveme uhly prilehlé.

Obrézek 1.10: Souhlasné, st¥idavé a prilehlé dhly

ZT 4: Primky a, b v pfedchozi definici jsou rovnobézné pravé tehdy, kdyz sou-
hlasné a stfidavé uhly vymezené témito piimkami a jejich prickou jsou shodné
(obr. 1.11).
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b o 6 /]
5 a 7
«  a/fs )
5 Qa 7

C

Obrazek 1.11: Shodnost souhlasnych a stfidavych uhla

Mg&jme t¥i nekolinearni body A, B, C. Trojuhelnikem ABC (AABC) rozu-
mime prinik polorovin ABC, BCA, ACB (obr. 1.12).

Obréazek 1.12: Trojtahelnik

Poznamka:

» Body A, B, C nazyvame vrcholy trojuhelniku ABC, tse¢ky AB, BC, AC
nazyvame strany trojihelniku ABC. Stranu trojuhelniku obvykle zna¢ime
malym pismenem, které odpovida protilehlému vrcholu (tj. vrcholu, ktery
s touto stranou neni incidentni).

Véta 1.2

Trojihelnik je konvexn{ mnozinou bodi.

Driikaz:

Piimo vyplyva z definice trojuhelniku a véty 1.1.
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1.3 Metrické pojmy

Jelikoz se pohybujeme v eukleidovské roving, pracujeme téz s eukleidovskou me-
trikou. Vzddlenost dvou bodi A, B méfime ,,vzduSnou ¢arou”, chapeme ji tedy
jako délku tisecky AB, piseme |AB|. Vzdalenost totoznych bodi A, B je nulova.
Pro libovolné dva body A, B tedy plati, ze |[AB| > 0. Pot¥ebujeme-li (napii-
klad pfi vypoctech nebo konstrukeich) konkrétni jednotky délky, pracujeme se
zékladni jednotkou délky metr (m) a jejimi nasobky.

Poznamka:

» Neurcité délky tsecek zpravidla ozna¢ujeme malymi pismeny latinské abe-
cedy (napf. usecka AB délky a). Pfenesené se pak mizeme setkat s tim,
Ze malym pismenem je oznafena usecka jako geometricky objekt (viz po-
znamka k znaceni stran trojuhelniku, str. 18). Z kontextu v8ak musi byt
vzdy zfejmé, zda mame na mysli tsecku, nebo jeji délku.

dvou bodi.

Vzddlenost bodu A od primky p definujeme jako nejmensi ze vzdalenosti
|AP|, kde bod P probiha piimku p.

Poznamky:

» Vzdalenost bodu A € p od pifimky p je nulova.
» Analogicky definujeme vzddlenost bodu od libovolného tvaru.

Vzddlenost dvou ttvard definujeme jako nejmensi moZnou vzdalenost bodua
A, B, kde bod A je bodem jednoho a bod B je bodem druhého z danych
atvart.

Poznamky:

» Z predchozi definice vyplyva, Ze vzdélenost totoznych pfimek je nulova,
stejné tak je nulova vzdalenost riznobé&znych pirimek.

» Mame-li dvé rovnobézky, lze ukizat, ze kazdy bod jedné z nich je ve stejné
vzdélenosti od druhé. Proto vzddlenost dvou rovnobézZniyjch primek je rovna
vzdalenosti libovolného bodu jedné z danych pfimek od druhé piimky.
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ZT 5: Mé&jme piimku p a bod M takovy, ze |Mp| = m. Potom pro kazdé realné
¢islo n > m existuji pravé dva rtzné body X, Y lezici na pfimce p takové, ze
| XM| =|YM|=n.

Poznamka:

» Ze ZT 5 mimo jiné vyplyva, ze pfimka je spojitd a nekonecna.

Pomoci vzdalenosti lze definovat objekty jako stfed a osu tsecky, osu thlu ¢i
kruznici. V dal8ich kapitolach pak vzdalenost vyuZijeme k definici dalsich ob-
jekt, naptiklad kruhu, elipsy aj.

Stired usecky je takovy bod tsecky, ktery je stejné vzdalen od obou jejich
krajnich bodi.

Osou isecky rozumime mnozinu v8ech boda dané roviny, které jsou stejné
vzdalené od krajnich bodi dané tsecky.

Poznamka:
» Neni-li fe¢eno jinak, stied usecky AB dale zna¢ime Sap a osu usecky AB
dale zna¢ime o4p.

Pomoci poméru vzdalenosti bodt Ize udat polohu bodu na pifimce vzhledem ke
dvéma danym riznym bodim této pfimky.

Mgéjme primku AB a libovolny bod C' € «+— AB, kde B # C. Délicim
A

pomeérem bodu C vzhledem k bodiim A, B (v tomto potadi) je ¢islo k- ||Bg|’

kde k =1 pro C lezici vné tsecky AB a k = —1 pro C lezici na tiseéce AB.

Poznamka:

» Délici pomér bodu C vzhledem k bodim A, B zna¢ime (ABC'). Hodnota
(ABC) jednozna¢né udava polohu bodu C' na piimce AB.

Je uzite¢né si uvédomit hodnoty délicich poméra pro nékteré konkrétni polohy
bodu C vzhledem k danym bodéam A, B. Napiiklad je-li bod C stfedem AB,
potom z definice vyplyva, ze (ABC) = —1. Je-li B stiedem AC, je (ABC) = 2,
pro A = C je (ABC) = 0 atd. Délici pomér nikdy nenabyva hodnoty 1, nebot
pro C ¢ AB je vidy |AC| # |BC|.
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Hodnoty déliciho poméru lze znazornit graficky (obr. 1.13). Mé&me danou p¥im-
ku AB. Zvolme soustavu soufadnic tak, Ze poc¢atek splyva s bodem A, jednotka
odpovida délce usecky AB a kladna poloosa z je totozna s polopiimkou AB.
Dale uvazujme bod C pohybujici se po piimce AB (tedy po ose z). Jednot-
livé polohy bodu C' udavaji hodnotu nezavisle proménné x. Ke kazdé poloze
bodu C' vypocitame délici pomér (ABC), jeho hodnota pfedstavuje hodnotu
zévisle proménné y. Pokud bychom vyjadfili predpis prislusné funkce, ziskali
bychom linearni lomenou funkci, jejimz grafem je hyperbola. Z grafu je patrné,
Ze pro body polopfimky opa¢né k polopfimce AB lezi hodnota délictho poméru
mezi 0 a 1, pro body polopiimky opac¢né k poloptimce BA je délici pomér vétsi
nez jedna a pro vnitini body usecky AB je délici pomér zaporny.

Y

Obréazek 1.13: grafické znazornéni délictho poméru tii kolinedrnich bodi

Meéjme duty nebo p¥imy thel AV B. Osou tihlu AV B rozumime mnoZinu
vSech bodi, které nalezi ihlu AV B a zaroveii jsou stejné vzdalené od jeho
ramen VA, VB.

Méjme vypukly thel AV B. Osou thlu AV B rozumime mnozinu vSech bodd,
které nalezi ihlu AV B a zaroven jsou stejné vzdalené od polopifimek opac-
nych k jeho ramentim V A, VB.
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V roviné je dan bod S a tusecka délky r. Mnozinu v8ech bodu dané roviny,
jejichz vzdalenost od bodu S je rovna r, nazveme kruznici se stredem S
a polomérem r.

Poznamka:

» KruZnice, podobné jako pfimky, zna¢ime malymi pismeny latinské abe-
cedy. Do zavorky pripisujeme oznaceni stfedu a poloméru, poptipadé piimo
velikost poloméru. Napiiklad kruznici k se stfedem S a polomérem r za-
piSeme symbolicky k(S,7), kruZnici h se stfedem H a polomérem 5cm
zapiSeme symbolicky h(H,5cm) apod.

Casto potiebujeme pracovat nejen s délkou tsecky, ale také s velikosti ihlu. Uhly
ve Skolské geometrii méfime nejcastéji ve stupnich (°). Velikost plného thlu
je 360°, z ¢ehoz plyne, zZe velikost pfimého thlu je 180°. Velikost nulového thlu
je 0°. Velikost dutého thlu je tedy z intervalu (0°,180°) a velikost vypuklého
ahlu je z intervalu (180°,360°). Podle velikosti miizeme rozlisit t¥i typy dutych
ahli.

Uhel o velikosti 90° nazyvame pravy, tihel o velikosti z intervalu (0°,90°)
nazyvame ostry a thel o velikosti z intervalu (90°,180°) nazyvame tupi.

Poznamka:

» Velikost thlu AV B znacime |<<AV B|. Neur¢ité velikosti thla se obvykle
zna¢i malymi pismeny fecké abecedy. Pfenesené se pak toto oznaceni po-
uziva i pro thel jako takovy, z kontextu vSak musi byt zfejmé, zda mame
na mysli thel, nebo jeho velikost.

» Stupen neni zakladni ani odvozenou jednotkou soustavy SI. Odvozenou
jednotkou pro mé¥eni uhli je radian (rad), pfi¢em? velikost plného dhlu
je 2 rad. V geodézii se miZeme setkat s jednotkou thlu grad (g), velikost
plného dhlu je 400 g.

Velikost thlu, ktery sviraji dva objekty, nazyvame téz odchylkou téchto objekti.

Odchylka dvou rovnobéznych primek je 0°.

Odchylka dvou riznobéznijch primek je rovna velikosti libovolného z mensich
ahla, ktery dané piimky sviraji (obr. 1.14).
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Obrézek 1.14: Odchylka riznobé&znych piimek

O piimkach, jejichz odchylka je 90°, fekneme, Ze jsou navzajem kolmé.

Poznambka:

» Navzijem kolmé piimky téZ nazyvame jednoduse kolmice. Jsou-li pfimky
a, b navzajem kolmé, symbolicky piSeme a L b.

Véta 1.3

Osou tisecky je primka kolma k dané tsecce prochazejici jejim stfedem.
Diikaz viz podkapitola 2.2 (str. 30).

ZT 6: Necht je dana pfimka a a libovolny bod B. Bodem B lze vést pravé jednu
kolmici k pfimce a.

Poznambka:

» Vedeme-li bodem B kolmici b k dané pfimce a, pfi¢emz B ¢ a, potom
prusecik P piimek a a b nazyvame také patou kolmice b (obr. 1.15).

a B

Obrazek 1.15: Pata kolmice
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ZT 7: Je-li vzdalenost bodu A ¢ p od pfimky p rovna d, kde d > 0, potom
existuje pravé jeden bod X € p takovy, ze | X A| = d. Zarovei plati, ze XA L p.

ZT 8: Osa uhlu, jehoz velikost je «, jej rozd€luje na dva thly o velikosti %.

Véta 1.4

Osy uhli sevienych dvéma riznobéznymi piimkami jsou na sebe kolmé.

Diikaz:
Méjme riiznobézky a, b svirajici dvé dvojice vrcholovych dhla o ve-
likostech o a (8, pfi¢emz a + 8 = 180°. Sjednocenim os vrcholovych
ahla o velikosti o ziskdme piimku o4, sjednocenim os vrcholovych
ahli o velikosti 3 ziskdme pfimku og. P¥imky o, 0g jsou téz riiz-
nobé&zné a sviraji dvé dvojice vrcholovych thla, kazdy (dle ZT 8)
o velikosti & + 2. Jelikoz je a+ f = 180°, je & + 2 — o0e.
2 2 2 2 X

V matematice pracujeme také s pojmem orientovany dhel. Je tfeba zduraznit,
Ze orientovany thel neni totéz jako thel definovany vyse. Zde jsme definovali
thel jako mnozinu bodt, zatimco orientovany thel je obvykle definovan jako
usporadané dvojice polopiimek.?

1.4 TUlohy

1.1 V roviné je ddno n riznych bodi, z nichz zadné tii nelezi v jedné piimce.
Kolik prfimek je témito body uréeno?

1.2 Pro kolinearni body A, B, C plati (ABC) = —3. Urcete hodnoty (ACB),
(BCA) a (BAC).
1.3 Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroki:
(a) Priinikem dvou trojihelnikd neni konvexni mnoZina.

(b) Osa dutého thlu rozdéli dany uhel na dva ostré uhly.

1.4 Urcete velikost konvexniho tthlu, ktery na kompasu sviraji sméry V a SZZ.
Vysledek zapiste v mite stupiiové (°), obloukové (rad) i setinné (g).

3Podrobnéji viz napt. (Odvéarko, 2008) a té% zde str. 160.



Kapitola 2

Trojuhelnik

Trojahelnik jsme jiz definovali jako prinik t¥{ polorovin v kapitole 1 (str. 18).
Nyni se podrobnéji podivame na jednotlivé typy trojuhelniki, na vyznamné
body a tsecky trojihelniku, na jeho vlastnosti a dalsf zajimavé souvislosti. Po-
dobné jako v kapitole 1 i zde uvedeme nékolik zakladnich tvrzeni (ZT).

2.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

ZT 9 (trojuihelnikovd nerovnost): V kazdém trojihelniku je soucet délek
dvou jeho libovolnych stran vétsi nez délka strany tieti.

Poznamky:

» Platnost ZT 9 tzce souvisi s tim, Zze vrcholy trojuhelniku jsou nekolinear-
nimi body.

» V trojahelniku ABC tedy plati, Ze a+b > ¢, b+c¢ > a a zaroven a+c > b.
Tuto trojici nerovnosti mizeme prepsat struc¢néji

b—c| <a<b+ec

a interpretovat graficky (obr. 2.1).

Véta 2.1

Necht pro délky usecéek a, b, ¢ plati a < b < cAa+b > c. Potom existuje
trojuhelnik se stranami a, b, c.

25
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Obrézek 2.1: Trojihelnikova nerovnost

Diikaz: Aby existoval trojtuhelnik se stranami a, b, ¢, musi pro jejich
délky platit trojuhelnikova nerovnost (ZT 9). Chceme tedy ukézat,
ze z uvedenych predpokladi plyne, ze a + ¢ > b a také b+ ¢ > a.

Z predpokladu a < b < ¢ plyne, Ze a < c. Pfi¢teme-li k pravé strané
kladné ¢islo b, bude a < b+ c.
7 predpokladu a < b < ¢ vime, ze b < c. Pri¢teme-li k pravé strané
kladné ¢islo a, bude b < a + c.

X

Poznamka:

» Pokud tfi dané délky tsecek nespliuji trojihelnikovou nerovnost, nemo-
hou tyto tisecky byt stranami trojuhelniku. Z véty 2.1 vyplyva, zZe staci
ovéfit, Ze soucet délek dvou kratsich stran je vétsi nez délka strany tieti.
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Kazdy trojihelnik ma tfi vnitini a t¥i vnéjsi uhly.

Vnitinimi ihly trojihelniku ABC rozumime duté uhly ABC, BCA a BAC.

Vnéjsim ihlem k danému vnitfnimu dhlu nazyvame libovolny ze dvou thla
vedlejsich k prislusnému vnitinimu ahlu.

Poznamky:

» Vnitini thly trojuhelniku, resp. jejich velikosti, se zpravidla oznac¢uji ma-
lym pismenem fecké abecedy, které odpovida nazvu vrcholu. V trojihel-
niku ABC tedy pracujeme s ahly «, 8 a «y (obr. 2.2).

~ive

jsou thly aq a ag vrcholové, jejich velikost je stejné.

C

aq

@ B
AL, B

Obréazek 2.2: Vnitini a vnéjsi thly trojuhelniku

Véta 2.2

V kazdém trojihelniku je soucet velikosti vnitinich thld roven 180°.

Diikaz:

Méjme libovolny trojuhelnik ABC. Bodem C vedme rovnobé&zku
(viz ZT 1, str. 11) s pfimkou AB (obr. 2.3) a vyzna¢me na ni libo-
volné bod D # C lezici v poloroviné BC'A a bod E # C lezici v polo-
roviné ACB. Dle ZT 4 (str. 17) jsou duté thly BAC a ACD shodné,
stejné tak jsou shodné duté ahly ABC a BCE (jedna se vzdy o dvo-
jice st¥idavych uhli pfi rovnobézkach protatych prickou). Sjednoce-
nim dutych uhla ACD, ACB a BCFE ziskame piimy thel DCE, je-
hoz velikost je 180°. Tedy |<<BAC|+|<ABC|+|<ACB| = |[<ACD|+

+|<<BCE| + |<ACB| = 180°. -
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A B

Obrézek 2.3: Soucet velikosti vnitinich thla trojuhelniku

Véta 2.3

Velikost vnéjsiho thlu p¥i vrcholu A trojihelniku ABC' je rovna sou¢tu velikosti
vnitFnich thla pii vrcholech B a C.
Diikaz:

Ozna¢me o/ velikost vngjsiho thlu trojahelniku ABC, ktery je ved-
lejsi k thlu o velikosti a (obr. 2.4). Potom « + o/ = 180°, zaroven
vak dle véty 2.2 plati, ze a + 3 + v = 180°. Tedy o/ = B + 7. 5

C

o &
A B

Obrézek 2.4: Velikost vnéjsiho thlu trojihelniku

Poznamka:

» Vétu 2.3 1ze formulovat (podobné jako nékteré dalsi véty a definice) a do-
kazat trojmo (plati také, ze 8/ = a+vy a v = a+ ). Abychom se tomuto
vyhnuli, pfedpokladame v dal$im textu tzv. cyklickou zdménu, tj moznost
nahrazeni vrcholi A, B, C a jim odpovidajicich stran a uhla v trojihel-
niku ABC' po fadé vrcholy (a odpovidajicimi stranami/ahly) B, C, A,
resp. C, A, B.



2 Trojuhelnik 29

2.2 Véty o shodnosti a podobnosti trojiihelniki

Trojihelnik obvykle zaddvame tifemi udaji, které vybirdme z délek stran, veli-
kosti vnitinich ahli i délek jinych vyznamnych tsecek trojuhelniku jako téznice,
vyska (viz dale) aj. V nékterych pripadech tyto t¥i udaje staci k tomu, aby byl
trojahelnik zadan jednozna¢né. Lze ukazat, Ze trojihelnik je zadan jednoznaéné
mimo jiné délkami svych stran, délkami dvou stran a velikosti vnit¥niho thlu jimi
sevieného, délkou jedné strany a velikostmi vnit¥nich dhla pfiléhajicich k této
strané a kone¢né délkami dvou stran a velikosti vnitfnfho thlu proti delsi'| ze
zadanych stran.

Jestlize je vySe uvedenymi tdaji trojihelnik zadan jednoznacéné, pak dva troj-
thelniky, které se v téchto tidajich shoduji, musi byt shodné. Odtud vyplyvaji
tzv. véty o shodnosti trojihelniki, které uvedeme bez dikazu jako ZT, nebot
v axiomatickém systému je jedna z nich pfimo axiomem a ostatni pak jejim
dasledkem (viz kapitola 13). Jednotlivé véty o shodnosti trojihelniki byvaji
oznaCovany vystiznymi zkratkami sestavenymi kombinaci pismen s (strana) a u
(ahel).

ZT 10 (sss): Dva trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se v délkach v8ech tif
stran.

ZT 11 (sus): Dva trojtuhelniky jsou shodné, shoduji-li se v délkach dvou stran
a velikosti vnitfniho thlu, ktery tyto strany sviraji.

ZT 12 (usu): Dva trojahelniky jsou shodné, shoduji-li se v délce jedné strany
a velikostech vnitinich thli k této strané prilehlych.

ZT 13 (Ssu): Dva trojthelniky jsou shodné, shoduji-li se v délkach dvou stran
a velikosti vnitintho thlu proti delsi z téchto stran.

Poznamky:

» Jsou-li trojihelniky ABC a K LM shodné, pisSeme AABC ~ AKLM.

» V symbolickém zapisu shodnych trojuhelnikii zalezi na pofadi vrcholi.
Zapisem NABC ~ ANKLM ftikame, ze strana AB je shodné se stranou
KL, 7e vnitini dhel trojuhelniku ABC u vrcholu A je shodny s vnitinim
ihlem u vrcholu K trojthelniku K LM atd.

» Jsou-li dva trojuhelniky shodné dle jednoho z vySe uvedenych ZT, jsou
pak shodné i dle dalsich vét o shodnosti.

1Jsou-li dané strany stejné& dlouhé, je jedno, proti které z nich lezi dany thel.
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Obdobné lze formulovat ¢ty¥i zékladni tvrzeni stanovujici, kdy jsou dva troju-
helniky podobné.? Také pro tyto tzv. véty o podobnosti trojiuhelniki pouZivame
obvyklé zkratky.

ZT 14 (sss): Dva trojtahelniky jsou podobné, maji-li shodné poméry délek
v8ech t{ dvojic odpovidajicich si stran.

ZT 15 (sus): Dva trojuhelniky jsou podobné, maji-li shodné poméry délek
dvou dvojic stran a maji-li shodnou velikost vnitiniho thlu, ktery tyto strany
sviraji.

ZT 16 (uu): Dva trojtahelniky jsou podobné, shoduji-li se ve velikostech dvou
vnitinich ahla.

ZT 17 (Ssu): Dva trojuhelniky jsou podobné, maji-li shodné poméry délek

dvou dvojic stran a maji-li shodnou velikost vnitiniho thlu proti delsi z téchto
stran.

Poznamky:

» Jsou-li dva trojuhelniky podobné dle jedné z vyse uvedenych vét, jsou pak
podobné i dle tii zbyvajicich vét o podobnosti.

» Jsou-li trojuhelniky ABC a K LM podobné, piseme ANABC ~ AKLM.
Jinymi slovy to znamend, Ze existuje kladné realné ¢islo k takové, ze
|KL|=k-|AB|, |LM|=Fk-|BC|a|KM|=k-|AC|.

» V symbolickém zapisu podobnych trojihelnikia zalezi na poradi vrcholi.
Zapisem NABC ~ AKLM fikame, 7ze strané AB odpovida strana KL,
Ze vnitini thel trojihelniku ABC u vrcholu A je shodny s vnitinim thlem
u vrcholu K trojuhelniku K LM atd.

Nyni muZzeme dokazat vétu 1.3 z kapitoly 1 (str. 23).

Diikaz:

Mgéjme tsecku AB a jeji osu 04p, kterd je mnoZinou bodi X, pro
néz plati |AX| = |BX|. Chceme dokazat, Ze o4p prochéazi stfedem
AB aoap L AB. Pro stfed S tsecky AB plati, ze |AS| = |BS|, tedy
S € oap. Uvazujme libovolny bod P € oap A P # S. Potom

2Podobnost v tuto chvili chapeme, obdobné jako shodnost (viz str. 10), intuitivng. Podobné
utvary maji stejny tvar, lisi se vSak svou velikosti. Exaktnéji definujeme shodnost a podobnost
v kapitolach 9 a 10.
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AASP ~ ABSP podle véty sss a tedy také |<<ASP| = |<BSP|. Za-
roveii viak jsou ithly ASP a BSP vedlejsi, proto |[<ASP|+|<BSP| =
= 180°. Odtud plyne, Ze |[<ASP|=90° a tedy oap L AB.

X

2.3 Klasifikace trojtuhelniki

Trojihelniky délime dvéma zptsoby — dle délek stran a dle velikosti vniti¥nich
ihlt — do t¥i disjunktnich skupin. Podle délek stran rozliSujeme trojahelniky
rovnostranné, rovnoramenné a ruznostranné.

Rovnostranng trojuhelnik ma vSechny t¥i strany stejné dlouhé (obr. 2.5a).

Rovnoramenny trojihelnik ma pravé dvé strany stejné dlouhé. Tyto strany
nazyvame rameny, tfeti stranu nazyvame zdkladnou rovnoramenného troj-
thelniku (obr. 2.5b).

Riiznostranny trojihelnik nema zadné dvé strany stejné dlouhé (obr. 2.5¢).

a) c b) C c) C

A a B A ¢ B A c B

Obrazek 2.5: Rovnostranny, rovnoramenny a riznostranny trojihelnik

Poznamky:

» Ruznostranny trojuhelnik byva nespréavné nazyvan obecngm trojihelni-
kem. Termin obecny v8ak pouzivame pro trojihelnik, o némz nic nepied-
pokladame/nevime. Obecny trojuhelnik tedy muze byt raznostranny, rov-
noramenny i rovnostranny.

» Je mozny i jiny pristup ke klasifikaci trojihelnikt dle délek stran, kdy
rovnoramenny trojuhelnik definujeme jako trojihelnik s (alespoii) dvéma
stejné dlouhymi stranami a rovnostranny trojihelnik je potom jeho spe-
cidlnim piipadem.
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Véta 2.4
Kazdy vnitini thel rovnostranného trojihelniku ma velikost 60°.

Diikaz:

Mgjme rovnostranny trojihelnik ABC, tedy |AB| = |BC| = |AC)|.
Podle véty o shodnosti trojihelniki sss je AABC ~ ABCA ~
~ C'AB, tedy jsou shodné i odpovidajici si uhly, proto

|<ABC| = |<BCA| = |<CAB|. (2.1)
Zaroven vsak dle véty 2.2 je
|<ABC| + |<BCA| + |<CAB| = 180°. (2.2)
Dosazenim vztahu (2.1) do (2.2) ziskame:
3. |<«ABC| = 180°
|<ABC| = 60°

Véta 2.5
V rovnoramenném trojuhelniku jsou vnitini thly prilehlé k zakladné stejné
velké.

D1ikaz: Méjme rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zékladnou AB,
tedy |AC| = |BC| (obr. 2.6). Podle véty o shodnosti trojuhelnika sss
je ANABC ~ ABAC, tedy jsou shodné i odpovidajici si thly, proto
|<ABC| = |<BAC|. =

o o
A B

Obrézek 2.6: Rovnoramenny trojihelnik

Podle velikosti vnitinich thld rozliSujeme trojuhelniky ostroihlé, pravoiihlé a tu-
pothlé.
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Ostrothly trojihelndk ma vSechny t¥i vnitini hly ostré (obr. 2.7a).

Pravothly trojiuhelnik mé pravé jeden vnitini thel pravy. Stranu protilehlou
pravému thlu nazyvame prepona, strany svirajici pravy thel nazyvame od-
vésny (obr. 2.7b).

Tupouhly trojihelnik ma pravé jeden vnitini thel tupy (obr. 2.7c).

AN N

Obrézek 2.7: Ostrouhly, pravothly a tupothly trojuhelnik
Poznamka:

» Jind moznost pro vnitin{ ihly trojihelnfku nemiize nastat. Nejvyse jeden
z vnitinich thla muze byt pravy nebo tupy, tj. jeho velikost je z intervalu
[90°;180°), nebot pokud by takové byly dva ¢ vice vnitfnich thla, potom
by soucet velikosti vSech vnitinich thla byl vétsi nez 180°, coz by bylo
v rozporu s vétou 2.2.

Véta 2.6

Ptepona pravoiihlého trojihelniku je v&tsi nez kterdkoliv z jeho odvésen.

Dikaz:
Véta je pfimym dusledkem ZT 7 (str. 24).

2.4 Vyznamné objekty trojahelniku

S trojuhelnikem se poji fada pojmi jako vysky, téznice, pricky aj. Tyto objekty
navic maji zajimavé vlastnosti.

Prickou trojuhelniku nazveme kazdou tsecku, jejiz krajni body jsou vniti-
nimi body dvou riznych stran trojthelniku (obr. 2.8a).

Stredni prickou trojuhelniku nazveme usecku, jejiz krajni body jsou stiedy
stran trojahelniku (obr. 2.8b).
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A Sin B
Obrézek 2.8: Pricka a stfedni pficka trojuhelniku

Véta 2.7

Stredni pricka trojuhelniku je rovnobézna s jednou jeho stranou a zaroven méa
poloviéni délku neZ tato strana.

Diikaz:

Uvazujme stiedni pficku SacSpce trojuhelniku ABC (obr. 2.9). Po-
tom |AC| = 2 - |SacC|, |BC| = 2-|SpcC] a tuhel v je vnitfnim
thlem trojihelniku ABC iS¢ SpcC, proto jsou trojihelniky ABC,
SacSpcC podobné dle véty sus. Jsou tedy i podobné dle véty sss,
a proto je |AB| = 2 - |S4cSBC|. Déale jsou podobné dle véty uu,
a proto je |[<BAC| = |<SpcSacC|, z ¢choz (dle ZT 4, str. 17)
plyne rovnobéznost AB a SaxcSpc-
X
C
A

SAC o SBC

A / //// B

Obréazek 2.9: K dikazu véty 2.7

Véta 2.8
Stiedni pricky trojihelniku déli trojahelnik na étyfi navzajem shodné trojihel-
niky.

Diikaz:

Trojihelnik ABC' je svymi stFednimi p¥ickami rozdélen na trojthel-
niky ASapSgc, SapBSpc, SacSpcC, SpcSacSap (obr. 2.10).
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Z definice stfedu tusecky (st

(str. 20) a véty 2.7 plyne, ze délky stran
b
téchto trojuahelniki jsou g, 3 a g, tedy jsou shodné dle véty sss.
X
C
Sac Spc
A SAB B

Obrézek 2.10: K dikazu véty 2.8

Usecku spojujici vrchol trojihelniku se stiedem protilehlé strany nazveme
téznict trojuhelniku piislusnou k této strané.

Poznamka:
» Té’nice (a pienesené i jejich délky) obvykle zna¢ime pismenem ¢ s dolnim
indexem pfislusné strany. Napiiklad v trojihelniku ABC oznacime t, t&z-

nici spojujici vrchol A se stfedem strany BC' atd. (obr. 2.11).

C

Spc

A

A B

Obréazek 2.11: Téznice trojuhelniku

Véta 2.9

Téznice trojuhelniku se protinaji v jednom bodé. Vzdalenost tohoto bodu od
stfedu kterékoliv strany je rovna jedné ttretiné délky prislusné téznice.
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Diikaz:

Mgéjme trojuhelnik ABC' a ozna¢me S, stfed strany BC' a Sy, stied
strany AC. Sestrojme bod T jako priiseéik téZnic ¢, tp (obr. 2.12a).
Trojahelniky ABT, S,SyT jsou podobné podle véty wu, nebot S, Sy,
je stfedni pficka trojuhelniku ABC rovnobéZna se stranou AB (viz
véta 2.7). Diky tomu je |[<BAT| = |<SpS.T| a |[<ABT| = |<1S,SpT.
Dale z vty 2.7 vime, Ze |AB| = 2-|5,.5p], a tedy také |AT| = 2-|S,T|
a |BT| = 2-|SpT|, neboli vzdélenost bodu T od stiedu strany a,
resp. b, je rovna tretiné délky prislusné téznice.

Dale oznac¢me S, stied strany AB. Chceme dokazat, Ze bod T, se-
strojeny jako prusecik téznic t,, tp, lezi na téznici t..

Z vyse uvedeného vime, ze |AT| =2 -|S,T|. Jelikoz je S,S. stfedni
prickou trojuhelniku ABC' rovnobéZnou se stranou AC, plati dle
véty 2.7 ze |AC| = 2-15,5.| a |[<CAT| = |<1S.S,T|. Proto jsou troj-
uhelniky S, S. T, ACT podobné podle véty sus (obr. 2.12b). Z této
podobnosti vyplyva rovnost velikosti ahla ATC, S, TS, a jelikoz T
lezi na AS,, musi byt thly ATC, S,TS. vrcholové. Tedy, T € CS..
Z podobnosti trojiahelnika S, S. T, ACT vyplyva také, ze T déli i t&z-
nici ¢, v poméru 1 : 2, neboli vzdalenost bodu T' od stfedu strany c
je rovna jedné tfetiné délky téZnice t.. =

a) b)

Sy Sa

A B A Se B

Obrazek 2.12: K dikazu véty 2.9

Priisecik téznic nazyvame tézistém trojuhelniku.

Strany trojuhelniku jsou tsecky a osu usecky jsme jiz definovali v kapitole 1
(str. 20), neni proto tfeba zvlast definovat pojem osa strany trojuhelniku. Ob-
dobné neni tfeba zavadét osu vnitiniho whlu trojuhelniku, poznamenejme jen,
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Ze se ji Casto Tikd jednoduSe osa uhlu trojuhelniku. Jelikoz trojuhelnik ma tfi
strany a tfi vnitini dhly, ma také tfi osy stran a tii osy dhla.

Véta 2.10

Osy stran trojuhelniku jsou pfimky téhoZ svazku.

Driikaz:

Méjme trojthelnik ABC (obr. 2.13). Osou o, strany a je mnozina
vech bodi X, pro které plati | XB| = |XC|. Obdobné pro kazdy
bod Y osy oy strany b plati |[Y A| = |YC|. Jelikoz strany a, b nejsou
rovnobézné, nemohou byt ani osy o4, 0, rovnobézné. Oznatme S
priiseik os o4, 0p. Jelikoz S € 0, A S € oy, je |SB| = |SC| = |SA].
Bod S maé tedy stejnou vzdalenost od bodu B jako od bodu A,
proto musi lezet také na ose o, strany c. Neboli, vSechny tii osy

stran prochézi tymz bodem S. -

Obrazek 2.13: Osy stran trojihelniku

Véta 2.11

Osy vnitfnich ahla trojuhelniku jsou p¥imky téhoz svazku.

Driikaz:

Mgjme trojiuhelnik ABC' (obr. 2.14). Osou o, thlu « je mnoZina
v8ech bodi X, které jsou stejné vzdalené od ramen AB, AC. Ob-
dobné je kazdy bod Y osy og thlu 8 stejné vzdalen od ramen BA,
BC'. Ozna¢me O prisetik o0s o0q, 0g. Jelikoz O € oo, A O € 0g, je
bod O stejné vzdalen od pfimek AB, BC i AC a zéaroven je vniti-
nim bodem trojihelniku ABC'. Bod O mé tedy stejnou vzdalenost od
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ramen CA, CB ahlu v, a proto musi leZet také na ose o, dhlu ~.
Neboli, v8echny tii osy vnitfnich ahla prochézi tymz bodem O.
X

Obrézek 2.14: Osy vnitinich dhla trojihelniku

Vyskou trojihelniku rozumime pifimku vedenou z vrcholu trojuhelniku
kolmo k protilehlé strané.

Poznamky:

» Jako vysku trojuhelniku také, zpravidla pii vypoctech, ozna¢ujeme vzda-
lenost vrcholu trojuhelniku od pifimky, na niz lezi protilehla strana. Pre-
nesené pak lze vyskou nazvat i tisecku, ktera tuto vzdalenost znazoriuje
(obr. 2.15).

(% Ve

/]
7

A B

Obréazek 2.15: Vyska trojihelniku jako usecka

» Vysky obvykle znac¢ime pismenem v s dolnim indexem strany, k niz je
vyska kolmé. Napfiklad v trojuhelniku ABC ozna¢ime v, vySku vedenou
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z vrcholu A kolmo ke strané a. Toto znaceni se pouZiva i pro vysky ve
smyslu tsedek, resp. vzdalenosti (potom v, oznaduje vzdalenost bodu A
od pfimky BC).

Véta 2.12
Vysky trojihelniku jsou pfimky téhoz svazku.

Diikaz:

Mgjme trojihelnik ABC (obr. 2.16). Vedme bodem A rovnobézku k
se stranou BC, bodem B rovnobé&zku [ se stranou AC a bodem C
rovnobézku m se stranou BC'. Ozna¢me K, L, M po tadé pruseciky
primek [ am, k am, k al. Ziskali jsme tak trojuhelniky KCB, BAM
aCLA. Ze ZT 4 (str. 17) vyplyva shodnost thla BAC, ACL, M BA,
shodnost uhla ABC, KCB, BAM a shodnost uhla ACB, KBC,
CAL. Déle ma kazdy z trojuhelniki KCB, BAM, C LA spole¢nou
stranu s trojuhelnikem ABC'. Z uvedeného vyplyva, Ze trojihelniky
ABC, BAM, KCM, CLA jsou shodné dle véty sus. Shoduji se
tedy i v délkach odpovidajicich si stran, a proto je bod C stfedem
strany KL, bod A stfedem strany LM a bod B stiedem strany K M.
Vysky trojuhelniku ABC tedy splyvaji s osami stran trojihelniku

K LM a osy stran se dle véty 2.10 protinaji v jednom bodé.
X

C m

K

M

Obrézek 2.16: Vysky trojihelniku

Priisecik vysek nazyvame ortocentrem trojihelniku.
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Poznamka:

» V ostrothlém trojihelniku je ortocentrum V vnitinim bodem trojuhel-
niku (obr. 2.17a). V pravouhlém trojihelniku dvé z vysek obsahuji od-
vésnu (obr. 2.17b), proto je ortocentrem V vrchol pravého uhlu. Dvé
z vy8ek tupothlého trojihelniku maji s trojuhelnikem spoleény pouze vr-
chol, z né&jz jsou vedeny, a ortocentrum V lezi vné tohoto trojihelniku

(obr. 2.17c).
a) ¢ b) ¢ ¢ C
Ve
Vb Ve
Va |Ve Ub A
A B A Va B=V B
Up

Obrézek 2.17: Ortocentrum ostroihlého, pravouhlého a tupothlého trojiuhelniku

Véta 2.13 (Meneldova® véta)

V roviné je dan trojuhelnik ABC'. Necht jsou K, L, M po fadé body na pfimkéch
AB, BC, CA, které nesplyvaji s zddnym z vrcholi trojuhelniku ABC. Potom
body K, L, M jsou kolinearni pravé tehdy, kdyz (ABK) - (BCL) - (CAM) = 1.

D1ikaz viz podkapitola 10.4, str. 182.

Véta 2.14 (Cevova® véta)

V rovinég je dan trojuhelnik ABC'. Necht jsou K, L, M po fadé body na pFimkach
AB, BC, CA, které nesplyvaji s zddnym z vrchold trojuhelniku ABC. P¥imky
CK, AL, BM prochazeji jednim bodem, nebo jsou navzijem rovnobézné praveé
tehdy, kdyz (ABK) - (BCL)- (CAM) = —1.

D1ikaz viz podkapitola 10.4, str. 184.

3Menelaos Alexandrijsky (konec 1. st.) byl starofecky matematik. Zabyval se nejen rovin-
nou, ale také sférickou geometrii a trigonometrii. Jeho dilo se dochovalo pouze v arabskych
prekladech.

4Giovanni Benedetto Céva (1647-1734) byl italsky matematik a fyzik. Znovuobjevil Me-
neldovu vétu a v roce 1678 v Casopise De Lineis Rectis publikoval vétu k ni dudlni véetné
dukazu. Prestoze tutéz vétu jiz dokazal v 11. stoleti Yusuf Al-Mu’taman ibn Hid, je dnes
nazyvana po svém znovuobjeviteli vétou Cévovou.




2 Trojuhelnik 41

2.5 KruZnice ve vztahu k trojihelniku

Kruznici, ktera prochazi viemi vrcholy daného trojihelniku, nazveme kruz-
nici opsanou danému trojihelniku.

Kruznici, které se dotyka vSech stran daného trojuhelniku, nazveme kruznict
vepsanou danému trojuhelniku.

Véta 2.15

Kazdému trojihelniku Ize opsat kruznici.

Diikaz:

Mgjme trojahelnik ABC' (obr. 2.18). Dle véty 2.10 se osy stran troj-
tthelniku protinaji v jednom bodé& O, pficemz |OA| = |OB| = |OC]|.
Sestrojime-li tedy kruznici k(O, |OA|), bude A€ k, BekiC € k.

X

Obrézek 2.18: Kruznice opsana trojuhelniku

Poznamky:

» Véta 2.15 jinymi slovy ki, Ze kruznice je jednozna¢né urcena tfemi ne-
kolinearnimi body.

» Z dikazu véty 2.15 vyplyva, ze stfedem kruznice opsané trojihelniku je
prisec¢ik os stran tohoto trojihelnfku.

Véta 2.16

Kazdému trojihelniku lze vepsat kruznici.
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Diikaz:

Méjme trojahelnik ABC (obr. 2.19). Dle véty 2.11 se osy vnitinich
ahli trojihelniku protinaji v jednom bodé S, ktery je stejné vzdalen
od vSech tii stran trojuhelniku ABC. Tuto vzdalenost ozna¢me .
Sestrojime-li tedy kruznici (.S, o), bude se dotykat vSech stran troj-
thelniku. 2

Obrazek 2.19: Kruznice vepsana trojuhelniku

Kruznice popsana v dikazu véty 2.16 je jedinou kruznici dotykajici se vSech
stran trojahelniku, neni vsak jedinou kruznici dotykajici se soucasné vSech tii
primek, na nichz lezi strany trojuhelniku.

KruZnici, ktera se dotyka pravé jedné strany daného trojuhelniku a dvou
primek, na nichz lezi zbylé strany tohoto trojihelniku, nazveme kruznici
pripsanou danému trojihelniku.

Véta 2.17
Kazdému trojuhelniku lze pfipsat tfi kruznice.

Diikaz:
Mgjme trojuhelnik ABC' (obr. 2.20). Ozna¢me o’ vnéjsi thel pri

cholu B, ktery lezi v poloroviné BC'A. Na ose o, thlu o' lezi body
stejné vzdalené od pfimek AB a AC, obdobné na ose og thlu g’
lezi body stejné vzdalené od piimek AB a BC. Prusecik S. os 0y,
og: je tedy stejné vzdalen od piimek AB, BC i AC. Zaroven lezi
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v thlu AC B stejné jako strana c trojihelniku ABC'. Bod S, je tedy
stfedem kruznice k. pfipsané ke strané c trojihelniku ABC, polomé-
rem g, kruznice k. je vzdalenost bodu S, od tsecky AB. Analogicky
lze sestrojit kruznice pripsané ke stranam a a b. =

C

Obrézek 2.20: Kruznice pfipsané trojuhelniku

Véta 2.18

Mgéjme libovolny trojihelnik a ozna¢me T jeho tézisté, V jeho ortocentrum a S
stfed kruznice jemu opsané. Potom body T, V', S jsou kolinearni a bud splyvaji,

1
nebo (SVT) = —3
Driikaz viz podkapitola 10.4, str. 186.

Kromé opsané a vepsané kruznice a kruznic pfipsanych se s trojuhelnikem poji
jesté napiiklad Feuerbachova® kruznice, neboli tzv. krusnice deviti bodi. Na této
kruznici lezi stfedy stran trojuhelniku, paty vysek a stfedy tsecek AV, BV
a CV, kde V je ortocentrem trojuhelniku ABC. Existenci Feuerbachovy kruz-
nice, resp. skuteénost, ze uvedenych devét bodt opravdu nalezi jedné kruznici,
dokazeme v kapitole 4 (viz véta 4.15, str. 78).

5Karl Wilhelm von Feuerbach (1800-1834) byl némecky geometr. Vétu o kruznici deviti
bodu publikoval v roce 1822.
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2.6

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

Ulohy

Jsou dany délky dvou stran trojuhelniku KLM: k = 27cm, [ = 39cm.
Jakym podminkam musi vyhovovat délka strany m?

V jakych trojahelnicich lezi priseéik téznic, vysek, os stran, os tthla uvnit¥/na
obvodu/vné trojuhelniku? Kdy tyto body splyvaji?

Je dén ostrothly trojuhelnik ABC. Nad jeho stranami AC a AB jsou vné
trojuhelniku ABC' sestrojeny rovnostranné trojihelniky ACM a ANB.
Dokaizte, ze |BM| = |CN|.

Dokazte, ze vyska rovnoramenného trojuhelniku kolmé k jeho zékladné
déli tento trojihelnik na dva shodné trojihelniky.

V rovnoramenném trojihelniku ABC' se zékladnou AB je velikost thlu «
rovna 30°. Dokazte, ze osy ramen tohoto trojihelniku rozdéluji jeho za-
kladnu AB na tfi shodné dily.

Vnitfnim bodem M konvexniho thlu AV B vedte pfimku m tak, aby
usetka KL, kde K = m N+—— VA, L = m N +—— VB, byla bodem M

délena v poméru 2 : 3.
. 1 1 1
Dokazte, ze v trojuhelniku ABC' plati: v, : vp : v. = — : 7 N
a c

Dokazte, ze spojnice pat dvou vySek ostroihlého trojihelniku oddéluje
z ného trojuhelnik danému trojihelniku podobny.

1
Dokazte, ze v trojihelniku ABC plati: §(a+b+c) <tg+tp+t. < a+b+ec.

Dokazte véty 2.9,2.11 a 2.12 pomoci Cévovy, resp. Meneldovy véty (tj. vét
2.14 a 2.13).



Kapitola 3

Kruznice, kruh

Kruznici jsme jiZz nadefinovali v kapitole 1 (str. 22) pomoci vzdélenosti bodi.
Nyni se podrobnéji podivame na rozdil mezi kruznici a kruhem, vlastnosti kruz-
nice a vztahy mezi kruznici a pfimkou i mezi dvéma kruznicemi.

3.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Pripomeiime, Ze kruZnici definujeme jako mnozinu bodu lezicich ve vzdalenosti r
od bodu (st¥edu) S. Obdobné definujeme i kruh.

V roviné je dan bod S a tsecka délky r. Mnozinu vSech boda dané roviny,
jejichz vzdalenost od bodu S je mensi nebo rovna 7, nazveme kruhem se
stredem S a polomérem r.

k K

A B

Obrézek 3.1: KruZnice, kruh, trojthelnik (porovnéni)

45
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Poznamky:

» Kruh obvykle znac¢ime velkym pismenem latinské abecedy, stejné jako
u kruznice pfipisujeme do zévorky oznaceni stfedu a poloméru, popiipadé
primo velikost poloméru. Naptiklad kruh K se stfedem H a polomérem
5 cm zapiSeme symbolicky K (H,5cm).

» Z definice vyplyva, Ze kruZnice je kfivkou (a nekonvexnim ttvarem), za-
timco kruh je, stejné jako naptiklad trojahelnik, plosnym (a konvexnim)
utvarem (obr. 3.1). V dalsim textu této kapitoly, pokud nebudeme chtit
zdmérné pracovat s plochou, budeme definovat pojmy pouze pro kruznici.
Analogicky lze v8ak tytéZ pojmy zpravidla definovat také pro kruh.

Cislo rovné dvojnasobku poloméru dané kruznice nazveme primérem této
kruZznice.

Usecku, jejiz krajni body lezi na kruznici, nazyvame tétivou této kruznice
(obr. 3.2a).

Obrazek 3.2: Tétiva, polomér a pramér kruznice

Poznamka:

» Primér i polomér kruznice lze chépat jako délku usecky, tj. kladné realné
¢islo (viz definice vySe), ale také jako geometricky objekt — usecku. Po-
tom polomérem kruznice je kazda tsecka, jejimz jednim krajnim bodem je
stfed dané kruznice a druhym krajnim bodem je libovolny bod této kruz-
nice (obr. 3.2b). Pridmeérem kruznice je kazda tétiva této kruznice, ktera
prochézi jejim stfedem (obr. 3.2c).

Véta 3.1
Osa libovolné tétivy dané kruznice prochézi stfedem této kruznice.
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Diikaz:

Mé&jme libovolnou t&tivu AB kruZznice k(S, 7). Osu tsecky jsme v ka-
pitole 1 (str. 20) definovali jako mnoZinu bodu stejné vzdalenych od
krajnich bodu této tsecky. Krajnimi body tétivy jsou body A, B,

které jsou vSak zarovenr body kruznice k, proto |AS| = |BS| = r.
Bod S je tedy stejné vzdalen od krajnich bodu tsecky AB, a proto
lezi na jeji ose oap (obr. 3.3). =

\OAB

\

B
A‘
k

Obrazek 3.3: Osa tétivy

Mgjme kruZznici k(.S, r). MnoZinu vSech bodi v roving, jejichz vzdalenost od
bodu S je mensi nez r, nazveme vnitini oblasti kruznice k (obr. 3.4a).

Mnozinu v8ech bodi v roviné, jejichz vzdalenost od bodu S je vétsi nez r,
nazveme vnéjs§i oblasti kruznice k (obr. 3.4b).

a) b)

Obréazek 3.4: Vnitini a vnéjsi oblast kruznice

Poznamky:

» Lezi-li bod A ve vnitini/vnéjsi oblasti kruznice k, fikime také, ze ,bod A
je vnitinim/vnéjsim bodem kruZnice k.
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» Sjednocenim kruznice k(S,r) s jeji vnitini oblasti ziskame kruh K(S,r).
Kruznice k tvoii hranici kruhu K.

3.2 Kruznice a primka

Pro danou kruZznici a pfimku rozliSujeme tii rizné vzajemné polohy.

Mg&jme kruznici k(S,r) a piimku p, jejiz vzdalenost od bodu S je rovna m.
Potom pro

m < r nazveme piimku p secnou kruznice k (obr. 3.5a),

m = r nazveme piimku p tecnou kruznice k (obr. 3.5b),

m > r nazveme piimku p vnéjsi piimkou kruznice k (obr. 3.5¢).

Obrézek 3.5: Se¢na, te¢na a vnéjsi piimka kruznice

Véta 3.2
Prinikem kruznice a jeji se¢ny jsou pravé dva body.

Diikaz:

Uvazujme kruznici k(S,r) a jeji sefnu p, pficemz |Sp| < r. Podle
ZT 5 (str. 20) existuji na pfimce p pravé dva rizné body A, B
takové, ze |[AS| = |BS|=r,tedy AckaBe¢ck. -

Poznamka:

» Oznacime-li spole¢né body secny a kruznice A, B, fikime také, Ze ,se¢na
vytind na kruznici tétivu AB“.
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Véta 3.3

Prianikem kruznice a jeji te¢ny je pravé jeden bod.

Dikaz:
Véta je pfimym disledkem ZT 7 (str. 24).

Poznambka:

» Spoleény bod kruznice a jeji teny nazyvame bodem dotyku dané teCny
a kruznice. Je-li bodem dotyku tecny ¢ a kruznice k£ bod T, mluvime
o pfimce t jako o ,,te¢né kruznice k v bodé T.

Véta 3.4

Prinikem kruZnice a jeji vnéjsi pfimky je prazdné mnozina.

Diikaz:

Uvazujme kruZnici k(S,r) a jeji vnéjsi pfimku p, pfi¢emz |Sp| = m.
Pro kazdy bod X pfimky p plati, ze | XS| > m, kde m > r. Tedy
VX ep: X¢k.

X
Véta 3.5
Tecna ¢ kruznice k(S,r) v bodé T je kolm4 na polomér ST.
Diikaz:
Véta je pfimym dusledkem ZT 7 (str. 24).
X

Vétu 3.5 aplikujeme pii konstrukei teény kruznice ,,v daném bodé“!. Je-li dana
kruZnice k se stfedem S a jeji bod T, tetna v bodé T je kolmé na polomér ST
(obr. 3.6).

Pokud rysujeme te¢nu kruznice a neméame zadany jeji bod dotyku, musime tento
bod nejprve nalézt. K typickym tloham tohoto typu patii konstrukce teCny
rovnob&zné s danou pifmkou, kolmé k dané piimce a ,,z bodu“?.

ITouto formulaci je myslena te¢na prochazejici danym bodem, ktery lezi na dané kruznici.
2Formulaci ,,z bodu“ rozumime konstrukci te¢ny, kterd prochazi danym vnéjsim bodem
kruznice.
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Obréazek 3.6: Tec¢na kruznice v daném bodé

Je-li dana kruznice k se stfedem S a primka p, s niZ ma byt hledané te¢na ¢
rovnobézna, sestrojime nejprve bod dotyku T te¢ny ¢ a kruznice k. Timto bodem
je prisecik kruznice k s primkou ¢, kterou vedeme bodem S kolmo k pf¥imce p.
Jelikoz takové priise¢iky existuji dva, mé tloha dvé feSeni (obr. 3.7).
p
41

T

T

Obrazek 3.7: Te¢na kruznice rovnobézna s danou piimkou

Je-li dana kruznice k se stfedem S a pfimka p, k niz ma byt hledana tecna ¢
kolma, sestrojime opét nejprve bod dotyku T te¢ny ¢ a kruznice k. Timto bo-
dem je prisec¢ik kruznice k s p¥imkou ¢, kterou vedeme bodem S rovnobézné
s pfimkou p. Jelikoz takové priseéiky existuji dva, ma uloha dvé FeSeni (obr. 3.8).
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Obrazek 3.8: Te¢na kruznice kolma k dané piimce

K sestrojeni te¢ny z bodu vyuZijeme tzv. Thalétovu® vétu.

Véta 3.6 (Thalétova véta)

V roviné je dana tsecka AB. Mnozinou vrchola X vSech pravych uhla AXB
dané roviny je kruZnice s primérem AB vyjma bodu A, B.

Diikaz:

Ozna¢me k kruznici s primérem AB a S jeji stfed. Nejprve doka-
Zeme, 7e kazdy bod X této kruznice (vyjma bodi A, B) je vrcholem
pravého thlu AXB. V dalsi ¢asti dukazu ukazeme, ze zadny jiny
bod neni vrcholem pravého thlu.

Mé&jme kruznici k(S,r) a jeji pramér AB. Zvolme libovolny bod X,
kde X € kA X # AANX # B. Dile oznatme |<BAX| = «
a |[<ABX| = § (obr. 3.9). Chceme ukazat, ze |[<AX B| = 90°. Troj-
thelniky AXS a BXS jsou rovnoramenné a dle véty 2.5 (str. 32)
plati |[<SAX| = |[<AXS| = a a |<SBX| = |<BXS| = §. Zaroveil
je |<AXB| = |<AX S|+ |<«BXS| = a+ .V trojuhelniku ABX dle
véty 2.2 (str. 27) plati |[<XAB| + |[<ABX| + |<AXB| = 180°, tedy
a+ B+ (a+ B) = 180°, odkud tpravou ziskame, ze « + 5 = 90°.
Bod X kruznice k je tedy vrcholem pravého uhlu AXB.

3Thalés z Milétu (~ 624 pf.n.l. — ~ 548 pf. n.1.) byl fecky predsokratovsky filosof, geometr
a astronom. Jeho dilo se téméf nedochovalo, od starovéku je mu vSak pfipisovana fada objevi
mimo jiné v geometrii.
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Obrazek 3.9: Thalétova véta, bod na kruZnici

Nyni se podivame na body nelezici na kruznici k. Pro vnitini bod X
kruznice k lezici na AB je |<AXB| = 180°. Uvazujeme-li vnitini
bod X kruznice k nelezici na AB (obr. 3.10a), potom pro priiseéik Y’
polopiimky AX s kruznici k plati, Ze |[<AY B| = 90°. Trojihel-
nik BXY je tedy pravouihly a jeho vnitfni thel BXY musi byt ostry.
Jelikoz je thel AX B vedlejsi k tthlu BXY', je |[<AX B| > 90°.

b) X

a) v

Y

Obrazek 3.10: Thalétova véta, vnitini a vnéjsi bod kruZnice

Pro vngjsi bod X kruznice k lezici na +— AB je |[<AXB]| = 0°.
Uvazujeme-li vnéjsi bod X kruznice k, ktery nelezi na +— AB
(obr. 3.10b), potom alesponi jedna z polopfimek AX, BX protina
kruznici k¥ v bodé Y (Y # AAY # B). Buno* predpokladejme,
7e Y =+ AX Nk. Pro prisecik Y polopfimky AX s kruznici k
plati, ze |[<AY B| = 90°. Trojuhelnik BXY je tedy pravouhly a jeho
vnitini thel Y X B = AX B musi byt ostry, tedy |<AX B| < 90°.

X

Poznamky:

» Pro kruznici s danym primérem AB pouzivame ustaleny obrat ,kruznice
nad prumérem AB.

4Bez ujmy na obecnosti.
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» KruZnice nad primérem AB vyjma bodu A, B se nazyva Thalétova kruz-
nice nad praumérem AB. Casto byva ozna¢ovana 74p. Poznamenejme, Ze
Thalétova kruznice diky vypusténi dvou bodu vlastné neni kruznici.

Je-li ddna kruZnice k se stiedem S a jeji vnéjsi bod M, teénu ¢t z bodu M
ke kruznici k£ sestrojime nasledovné. Nad prumérem M S sestrojime Thalétovu
kruZznici 7z g. Jeji prisecik T' s kruznici & je bodem dotyku hledané teény ¢, nebot
v duasledku véty 3.6 jsou piimky MT a T'S kolmé. Jelikoz jsou tyto pruseciky
dva (viz dale podkapitola 3.4), ma dloha dvé feSeni (obr. 3.11).

Obrazek 3.11: Te¢na z bodu ke kruznici

3.3 Kruznicovy oblouk

Mgjme kruznici k(S,r) a tétivu AB kruZnice k, kterd neni prameérem.
Body A, B rozdéluji kruznici na dva tzv. kruinicové oblouky AB (AB).
Duty thel ASB je stredovym whlem piislusnym mensimu z obloukid AB

(obr. 3.12a), vypukly thel ASB je stFedovym whlem pifslusnym vé&tsimu
7z oblouki AB (obr. 3.12b).

Je-li AB prumérem kruznice k, pak kazdy z kruznicovych oblouki AB na-
zyvame téz polokruznict.

Mgjme kruznicovy oblouk AB kruznice k(S,r) a bod C € kAC ¢ AB.
Potom duty tthel AC' B nazveme obvodovim 1ihlem p¥islusnym kruznicovému
oblouku AB (obr. 3.13).
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A B A B
Obrazek 3.12: Stredovy tuhel pfislusny kruznicovému oblouku

C

B

A B
Obrazek 3.13: Obvodovy thel pfislusny kruZznicovému oblouku

Véta 3.7 (o obvodovém a stredovém ihlu)

Velikost stfedového tthlu piislusejictho danému kruznicovému oblouku je dvoj-
nasobkem velikosti libovolného obvodového thlu piislusejiciho témuz oblouku.

Driikaz:

Mg&jme oblouk AB kruZnice k(S,r) a bod C € kAC ¢ AB. Oz
naéme « velikost dutého thlu ACB. Nejprve piedpokladejme, Ze
body A, S, B nejsou kolinearni. UvaZujeme-li mensi oblouk AB,
pak mohou nastat tfi disjunktni p¥ipady:

Obrazek 3.14: K dukazu véty 3.7, ¢ast (a)
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(a)

(©)

Stied S lezi na jednom z ramen thlu ACB. Necht bod S lezi
btno na rameni CA, tedy |<SCB| = |[<ACB| = « (obr. 3.14).
Trojihelnik BC'S je rovnoramenny se zakladnou BC, tedy dle
véty 2.5 (str. 32) plati |[<SBC| = a. Z véty 2.3 (str. 28) plyne,
Ze |[<ASB| = 2a.

Stied S je vnitinim bodem thlu ACB. Pruse¢ik pfimky CS
s danou kruznici, ktery je rtzny od bodu C, ozna¢ime D. Uhly
ACD a ASD jsou obvodovy a stiedovy thel prislusejici ob-
louku AD, podobné uhly DCB a DSB jsou obvodovy a st¥e-
dovy uhel pfislusejici oblouku DB (obr. 3.15a). Oznacéime-li
|[<ACD| = oy a |[<DCB| = ag, potom dle ¢asti (a) tohoto
dikazu bude |<ASD| = 2a; a |[<DSB| = 2aq. Zaroven viak
plati, ze

|<IASB| = |<IASD| + |<{DSB‘ =201 + 209 = 2(041 + Ozg) =

=2 (|[<ACD| + |<DCB|) =2 |<ACB| = 2a.

a) b) k
N

D

Obrazek 3.15: K dukazu véty 3.7, ¢asti (b) a (c)

Stred S je vnéjsim bodem uhlu ACB. Priusec¢ik piimky CS
s danou kruznici, ktery je rizny od bodu C, oznac¢ime opét D
(obr. 3.15b). Oznac¢ime-li |[<ACD| = a; a |[<DCB| = ag, po-
tom dle ¢asti (a) a analogicky jako v ¢asti (b) tohoto dikazu
bude |<<ASD| = 20 a |<DSB| = 2ay. Zaroveil viak plati, ze

|<fASB| = ||<[ASD| - |<fDSB|| = |2a1 - 20&2‘ = 2|C¥1 — O£2| =

=2.||[<ACD| - |<DCB|| =2 |<ACB| = 2a.
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Uvazujeme-li vétsi oblouk AB nebo jsou-li body A, S, B kolinearni,
je bod S vzdy vnitfnim bodem obvodového thlu ACB a plati ¢ast (b)
vyse.

X
Véta 3.8

Vsechny obvodové thly pfislusné témuz oblouku kruznice jsou shodné.

Driikaz:

Véta je pfimym dutsledkem véty 3.7, nebot kazdy obvodovy thel
mé poloviéni velikost oproti pfislusnému stifedovému thlu a danému
oblouku prislusi pravé jeden thel stiedovy.

X

Mgjme tétivu AB kruZnice k(S, r), kterd neni primérem, a teénu ¢ kruznice k
v bodé A. Ostry thel, ktery svira tétiva AB s te¢nou t nazveme tusekovym
thlem piislusnym k mensimu oblouku AB (obr. 3.16a), tupy thel, ktery
svira tétiva AB s te¢nou t nazveme usekovym whlem piislusnym k vétsimu
oblouku AB (obr. 3.16b).

Je-li AB pramérem kruznice k, potom tisekovym thlem rozumime libovolny
z pravych uhla, ktery svira tec¢na t kruznice k v bodé A s useckou AB.

a) b)
t t

A B A B
Obrézek 3.16: Usekovy tihel pifsluiny kruznicovému oblouku

Véta 3.9 (o usekovém ihlu)

Velikost usekového tthlu prislusného kruznicovému oblouku AB je rovna velikosti
obvodového thlu pfislusného témuz oblouku.

Diikaz:

Méjme kruznicovy oblouk AB kruZnice k(S, r) ptislusny stfedovému
thlu o velikost 2« a te¢nu t kruznice k v bodé A (obr. 3.17). Velikost
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obvodového uhlu pfislusného oblouku AB je rovna «. Trojuhelnik

ABS je rovnoramenny, proto dle vét 2.5 (str. 32) a 2.2 (str. 27)
180° — 2

je |[<SAB| = |<SBA| = w = 90° — «. Velikost usekového

ihlu pfislusného oblouku AB ozna¢me w. Jelikoz sjednocenim tohoto

usekového thlu a vnitiniho dhlu BAS trojuhelniku ABS je thel

pravy (tecna t je dle véty 3.5 kolmé na polomér SA), je w = a. =

{ <
20>

Obrazek 3.17: Velikost tsekového thlu

Poznambka:

» Véty o thlech piislusnych kruznicovému oblouku lze vyuzit k elegantnim
dukaztm jinych planimetrickych vét, naptiklad Thalétovy véty (str. 51).

3.4 Vzajemna poloha dvou kruZnic

KruzZnice, které maji tentyz stied a lezi v jedné roviné, nazyvame soustiedné.
Kruznice, jejichz stiedy jsou rizné, nazyvame nesoustiedné.

Dale se budeme zabyvat vzajemnou polohou dvou riznych kruznic (tj. kruznic,
které maji rizny stfed nebo rtzny polomér) lezicich v téZe roving.

Méjme kruZnice kl(Sl,Tl), kQ(SQ,’I”Q) takové, ze Sl 75 52. Useéka 5152 se
nazyva strednd kruznic ki, ks.

Poznambka:

» Jako stfedna je nékdy oznac¢ovana i pfimka urcené stfedy danych kruznic.
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Dle vzajemného vztahu délky s stfedné S7.S2 kruznic kq(S1, 1), k2(S2,72) a soud-
tu/rozdilu polomérii 1, r9 rozliSujeme nasledujicich pét vzdjemnijch poloh dvou
nesoustiednych kruznic.

Je-li s > ry + ro, Fikme, Ze kruznice k1, ko lezi navzdjem vné (obr. 3.18a).
Je-li s =7y + rq, fikdme, Ze kruznice k1, ko maji vnéjsi dotyk (obr. 3.18b).
Je-liri4re > s > |r1—ro|, fikdme, Ze kruZnice k1, ko se protinagi (obr. 3.18c).
Je-li s = |rqy — 12, Fikdme, Ze kruZnice kq, k2 maji vnitini dotyk (obr. 3.18d).

Je-li s < |r1 — rof, Fikime, Ze jedna z kruZnic ki, ko leZi wuniti druhé

a)

(obr. 3.18e).
(-3
c) d) e)
y (&
N (s

Obrazek 3.18: Vzajemna poloha dvou kruznic

Poznamka:

» V klasifikaci vzajemnych poloh dvou kruznic vyse predpokladédme nesou-
stfednost kruznic, aby byla zajisténa existence jejich stfedné. Lze vSak pti-
pustit nulovou délku stfedné a dodefinovat, Ze soustfedné kruznice s ruz-
nymi poloméry jsou specidlnim piipadem situace, kdy jedna z kruznic lez{
uvniti druhé.

Z vyse uvedené definice vyplyva, Ze pro stfedy kruznic ki(S1,71), k2(S2,72)
a kazdy ze spoleénych bodi A, B protinajicich se kruznic plati trojuhelnikova
nerovnost (ZT 9, str. 25), tedy body S1, Sa, A, resp. S1, S, B, jsou nekolinearni.
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Naopak v pripadé dotykajicich se kruznic z rovnosti s = ry + 73, resp. s =
= |r1 — 2|, plyne, Ze spoleény bod kruZnic, tzv. bod dotyku, lezi na pifmce S;.55.
Diky tomu existuje spole¢né te¢na dvou dotykajicich se kruznic, je ji kolmice na
stfednou danych kruznic vedena jejich bodem dotyku (obr. 3.19).

t t
e a

Obrézek 3.19: Spolecna te¢na dotykajicich se kruznic

7

Konstrukce spoleéné tecny dvou kruznic v dalsich vzéjemnych polohach je po-
psana v podkapitole 10.3 (str. 182).

Véta 3.10

Méjme dvé kruznice kq(S1,71), k2(S2,72), které se protinaji v bodech A, B.
Oznacme t 4, tp teCny kruZnice k; v bodech A, B a m 4, mp teény kruznice ko
v bodech A, B. Potom odchylka pfimek ¢ 4, m 4 je rovna odchylce pfimek t g, mp.

Diikaz:

Odchylka tec¢en t 4, m4 je, stejné jako odchylka tecen tg, mp, rovna

souc¢tu velikosti asekového thlu prislusného oblouku AB kruZnice kq

a usekového uhlu pFislusného oblouku AB kruznice ko (obr. 3.20).
X

ta mg

Obrézek 3.20: K dikazu véty 3.10
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Maji-li dvé kruZnice alespoii jeden spole¢ny bod, Ize definovat jejich odchylku.

Odchylka dotjkajicich se kruznic je nulova.

Odchylku protinajicich se kruznic definujeme jako odchylku te¢en kruznic
v jejich spoleéném bodé (obr. 3.21).

Obrazek 3.21: Odchylka protinajicich se kruznic

Kruznice, jejichz odchylka je 90°, nazyvame ortogondind.

3.5 Mocnost bodu ke kruznici

Je dan bod M a kruznice k(S, 7). Cislo m} = |MS|>~r2 nazyvame mocnosti
bodu M ke kruznici k.

Poznamky:

» Je-li bod M vné&jsim bodem kruznice k, je mkM > 0.

» Je-li bod M vnitinim bodem kruznice k, je mﬂ” < 0.

» Lezi-li bod M na kruznici k, je |[M S| =r, a tedy m} = 0.

» Z definice mocnosti bodu ke kruznici vyplyva, ze maji-li dva rtizné body
A, B stejnou mocnost k dané kruznici k(S,r), potom je |AS| = |BS|,
a tedy body A, B leZi na téze kruznici [ soustfedné s kruznici k.

Véta 3.11

Je dana kruZnice k(S;7) a bod M, ktery na ni nelezi. Necht p je libovolna seéna
kruZnice k prochéazejici bodem M, ktera kruZnici k protind v bodech A, B.
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Potom m} = |[M A|-|M B| pro vné&jsi bod M kruznice k a mj! = —|MA|-|M B|
pro vnitini bod M kruZnice k.

Driikaz:

Bod M miuZe leZet ve vnitini (obr. 3.22a), nebo ve vnéjsi (obr. 3.22b)
oblasti kruznice k. V obou pripadech v8ak postupujeme stejné. Nej-
prve dokazeme, %e hodnota sou¢inu |M A| - |M B| nezavisi na volbé
secny, poté ukdzeme, Ze je rovna im,i\/[.

Vedme bodem M dalsi libovolnou seénu p’ a oznafme A’, B’ jeji
priiseciky s kruznici k. Trojahelniky M BA’ a M B’A jsou podobné
(uu), nebot maji spoleény vnit¥ni thel u vrcholu M a dale se shoduji
napiiklad ve velikostech vnitinich @hla u vrcholt B, B’, protoZe oba
tyto thly jsou obvodovymi dhly nad obloukem AA’ kruznice k (viz
véta 3.8). Z této podobnosti vyplyva rovnost poméri délek odpovi-
dajicich si stran, tedy:

|MB|  |[MA|
IMB'| —  |MA]
IMA|-|MB| = |MA'|-|MB'|

Obrazek 3.22: Libovolné secny kruZnice k

Ukézali jsme, Ze nezalezi na tom, jakou se¢nu p zvolime. Déle vyu-
Zijeme seCnu prochazejici stfedem S kruznice k. Priseciky secny p
s kruZnici k£ oznacime A, B.
Je-li bod M vnéjsim bodem kruZnice k (obr. 3.23a), potom
|MA|-|MB| = (|MS| —7r) - (|MS| +7r) = |[MS|* —r? = m}".
Je-li bod M vnitinim bodem kruznice &k (obr. 3.23b), potom
[MA| MBI = (r = |MS|) -+ |MS) = #* = [MSP = —m}.
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Bw/l M Bl M S A

Obrézek 3.23: Secna vedena stfedem kruZnice

Véta 3.12
Je dana kruznice k(S;7) a bod M, ktery lezi ve vnéjsi oblasti kruznice k. Necht ¢

je te¢na ke kruznici £ z bodu M, jejimZz bodem dotyku je bod T'. Potom je
M _ 2
my! = |MT|.

Diikaz:
7 véty 3.11 vime, Ze pro danou kruznici k a jeji vnéjsi bod M plati
mM = |MA|-|MB|, kde A, B jsou priise¢iky kruznice k s libovolnou
secnou p vedenou bodem M. Zvolme tedy libovolné takovou se¢nu p.
Potom trojthelniky MT A a M BT jsou podobné (uu), nebot se sho-
duji ve velikostech vnitinich ahlt u vrcholu M a dale ve velikostech
vnitinich thla u vrcholti T' a B (obr. 3.24), nebot thel u vrcholu B
je obvodovym thlem a thel u vrcholu T' je tisekovym thlem pfislus-
nym oblouku AT (viz véta 3.9). Z této podobnosti vyplyva rovnost
poméru délek odpovidajicich si stran, tedy:

|MT|  |MA|

\MB| — |MT|

mil = |MA|-|MB| = |MT[

Obrézek 3.24: Tecna a se¢na kruznice
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Dale se zaméfime na body roviny, které maji ke dvéma danym kruZznicim stejnou
mocnost.

Méame-1i dvé soustfedné kruznice k1 (S;71), k2(S;72), pak pro r1 = rs jsou kruz-
nice ky, ko totozné, a tedy mﬁf = m% pro kazdy bod M. Pro r1 # ry naopak
neexistuje zadny bod v roviné, ktery by mél stejnou mocnost k obéma kruz-
nicim, nebot pro kazdy bod X plati, ze | XS|? — r? # |XS|* — r3. Zajimavejsi
situace vSak nastane pro nesoustfedné kruznice.

Véta 3.13

Mnozinou v8ech boda v roving, které maji stejnou mocnost ke dvéma nesou-
stfednym kruZnicim kq(S1;7r1), k2(S2;72), je piimka.

Diikaz viz podkapitola 6.6 (str.|107).

Mnozinu bodi, které maji stejnou mocnost ke dvéma danym nesoustfednym
kruZnicim (tedy pfimku z véty 3.13), nazveme chorddlou dvou kruznic.

Véta 3.14

Mgjme tii kruznice kq(S1;71), k2(S2;72), ks(Ss;73) lezici v téze roving, jejichz
stfedy S1, Sa2, S3 nejsou kolinearni. Potom existuje pravé jeden bod, ktery mé
stejnou mocnost ke kruznicim kq, ko, k3.

Driikaz:

Body S, S2, Ss jsou vrcholy trojihelniku (obr. 3.25). Oznaéme a
chordalu kruznic ki, k2 a b chordalu kruznic ko, k3. Dle véty 3.13
je primka a kolméa k dseCce 5153 a pfimka b kolmé k tsecce 5593,
pri¢emz tsecky 5155, 5253 jsou riznobézné. Diky tomu jsou i pfim-
ky a, b rtiznobézné, jejich prisecik oznac¢me P. Na piimce a lezi
body, které maji stejnou mocnost ke kruznicim ki, k2. Na p¥imce b
lezi body, které maji stejnou mocnost ke kruznicim ko, k3. Bod P
mé tedy stejnou mocnost ke kruznicim k1, ko, k3 (a je to jediny bod,
ktery ma tuto vlastnost, nebot dvé rtiznobézky maji spoleény pravé
jeden bod).

X

Poznamky:

» Bod P z dikazu véty 3.14 lezi také na chordéle kruznic kq, k3.
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Obrazek 3.25: Stejnéd mocnost bodu ke tfem kruznicim

» Pokud by stifedy kruznic k1, ko, k3 byly navzajem rtzné kolinearni body,
potom by chordély a, b z dilkkazu véty 3.14 byly rovnob&znymi piimkami.

Bod, ktery méa stejnou mocnost ke tfem danym kruznicim (tedy bod P
z véty 3.14), nazyvame potencnim stiedem tri kruznic.

3.6 Apolléniovy tlohy

V planimetrii se ¢asto setkavame s tlohami, v nichz je kruznice k zadana tfemi
objekty, kterymi muze byt bod, pfimka ¢i kruznice. Hledana kruznice musi da-
nym/i bodem/y prochazet a dané/ych primky/ek ¢ kruznic/e se méa dotykat.
Takové tlohy nazyvame Apolloniovymi®.

Symbolicky tyto tlohy oznadujeme pomoci trojice z pismen B (bod), p (pfimka),
k (kruznice) dle poctu a typt objektd, jimiz je kruznice zadana. Napiiklad
zapis BBB znamend, ze kruznice je zadéna tfemi body, zapis Bpp znamena,
7e kruznice je zadédna bodem a dvéma piimkami apod. Vzdy je tfeba uvazit
rozmisténi zadanych objekti, aby byla tloha zadana korektné.

5Apollénios z Pergy (3.-2. st. p¥.n.l.) byl fecky geometr, matematik a astronom. Jeho
patrné nejznamnéjsim dilem je spis Kdnika, v némz definoval elipsu, parabolu a hyperbolu
a ukazal, Ze vSechny kuZzelosetky lze ziskat jako rovinny fez kuZelové plochy. Ulohu ,,nalézt
kruznici urenou tfemi objekty“ zformuloval udajné v dile O dotycich, které se vSak nedocho-
valo.



3 Kruznice, kruh 65

S nékterymi konkrétnimi Apolléniovymi tlohami jsme se jiz setkali v podka-
pitole 2.5. Napftiklad konstrukce kruznice opsané trojihelniku je Apolléniova
uloha BBB, pfi¢emz dané tii body jsou nekolinearni. Kruznice trojiuhelniku ve-
psané spolu s kruZnicemi pfipsanymi je feSenim Apolloniovy tlohy ppp, kde
dané t¥i pfimky jsou navzijem rtznobézné a nejedna se o primky téhoz svazku.

3.7 Ulohy

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

Dokazte, ze spojnice bodu, které vyznac¢uji na ciferniku hodinek 1, 6 a 5,
8, jsou k sobé kolmé.

Do kruznice k je vepsan trojuhelnik ABC. Body A, B, C déli kruznici k na
t¥i kruznicové oblouky, jejichz délky jsou v poméru 2 : 3 : 7. Vypocitejte
velikosti vnitinich thla trojuhelniku ABC.

Je dan trojuhelnik ABC'. Vyjadiete ,,délku teény“ z bodu A ke kruZnici
vepsané trojihelniku ABC v zavislosti na délkach stran a, b, c.

Je dana kruznice k(S,4 ecm) a bod M, kde |SM| = 8 cm. Bodem M ved'te
primku p tak, aby délka tétivy, kterou pfimka p vytina na kruznici k, byla
5cm.

KruZnice k, [ se protinaji v bodech A, B; AX a AY jsou jejich praméry.
Dokazte, ze body X, B, Y jsou kolinearni.

Sestrojte chordalu dvou kruznic, které
(a) se protinaji,
(b) se dotykaji vné,
(c) lezi navzajem vné.
Je dana kruznice k(5,7 cm) a bod M, kde | M S| = 11 cm. Bodem M ved'te

seénu p kruznice k tak, aby jeden jeji pruse¢ik s kruznici k£ byl stfedem
tsecky s krajnimi body v bodé M a ve druhém priseciku p a k.

Jsou dany nekolinedrni body A, B, C. Déle je dan vnitini bod M tseé-
ky AB. Oznatme |MA| = a, IMB| = b, |[MC| = c. Urcete vzdalenost
bodu M od priise¢iku D (D # C) pfimky MC' s kruZnici opsanou troja-
helniku ABC.
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3.9 Je déana kruznice k(S,4 cm). Sestrojte mnozinu boda, které maji ke kruz-
nici £ mocnost 9.

3.10 Jsou dany ortogonalni kruznice k(K,r), I(L,r"). Jakou mocnost méa bod K
ke kruznici [ a bod L ke kruznici k7

3.11 Sestrojte kruznici k, ktera prochazi danymi body A, B a dotyké se vné za-
dané kruznice [. Body A, B volte ve vnéjsi oblasti kruznice k a v navzajem
ruzné vzdélenosti od jejiho stredu.



Kapitola 4
Ctyithelnik

Dalsim plo$nym ttvarem, kterému se budeme podrobnéji vénovat, je ¢tyithel-
nik.

4.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Mgjme body A, B, C, D, z nichz zadné t¥i nejsou kolinedrni a bod D
lezi v poloroviné opa¢né k polorovind ACB. Sjednoceni trojuhelnika ACB,
AC D nazveme ctyrihelnikem ABCD.

Usecky AC a BD nazyvame thlopiickami ¢tyiahelniku ABCD.

a) b)

Obréazek 4.1: Konvexni a nekonvexni ¢tyithelnik
Poznamky:

» Ctyiahelnik miize byt konvexni (obr. 4.1a) i nekonvexni (obr. 4.1b), zalez
na poloze danych bodi. Jedna z tthlopti¢ek nekonvexniho ¢tyiahelniku lezi
vné a jedna uvnit¥ daného ¢tyFahelniku (obr. 4.2c).

67
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» Body A, B, C, D z definice vyse jsou vrcholy ¢tyithelniku ABC D, tisecky
AB, BC, CD, AD jsou stranami ¢tyiihelniku. Strany téz oznac¢ujeme
(stejné jako jejich délky) malymi pismeny, pfi¢emz zpravidla volime pis-
meno shodné s jednim z krajnich bodu této strany s respektem k abecedé
(viz obr. 4.2).

» Ve ¢tyttuhelniku ABC D obvykle zna¢ime e thlopticku AC a f thlopticku
BD, neni-li fefeno jinak (obr. 4.2b,c).

» Analogicky jako u trojihelniku rozlisujeme vnitini a vnéjsi thly ¢étyituhel-
niku, velikost jednoho vnitfniho thlu v8ak mutze byt vétsi nez 180°. Vnitini
thel obvykle zna¢ime pismenem Fecké abecedy odpovidajicim oznaceni pii-
slusného vrcholu (obr. 4.2a,b).

Obrazek 4.2: Znaceni stran, thlopfi¢ek a vnitinich ahla étyiahelniku

Véta 4.1
Soucet velikosti vnitinich thla ¢tyfihelniku je roven 360°.

Diikaz:
Cty¥thelnik ABCD rozdélime thlopiickou AC na dva trojihelniky
ABC, ACD a jejich vnitini uhly oznaéime oy, 8, 11 a az, Y2, § (viz
obr. 4.3)!. Soudet velikosti vnitinich thli kazdého trojihelniku je
dle véty 2.2 (str. 27) 180°, tedy

o +0+m = 180° (4.1)

Qg + Y2 + d = 18()0, (42)
pficemz a1 + g = @ a y1 + v2 = 7.
Se¢tenim rovnic (4.1) a (4.2) ziskdme: o+ 3 + vy + 0 = 360°.

X

1Véta plati i pro nekonvexni étyfthelnik, v diikazu pak btino pfedpokladame, Ze tthlop¥ic-
ka AC nelezi vné ¢tyruhelniku.



4 Ctyruhelnik 69

Obrazek 4.3: Soucet velikosti vnitinich uhla étyrfiahelniku

4.2 Klasifikace ¢tyiahelniki

Ctyruhelniky lze klasifikovat z riiznych hledisek (obr. 4.4). Kromé vyse uvede-
ného déleni na konvexni a nekonvexni je miizeme klasifikovat napiiklad dle po¢tu
dvojic rovnobéznych stran na rovnobézniky, lichobézniky a riznobézniky. Dale
dle existence kruznice opsané nebo vepsané rozliSujeme ¢tytihelniky tecnové, té-
tivové, dvojstiedové a ty, které nemagi kruznici opsanou ani vepsanou. Zatimco
v prvnich dvou Kklasifikacich jsou jednotlivé skupiny ¢étyrtahelnika disjunktni,
treti klasifikace neni v tomto smyslu pravou klasifikaci, nebot dvojstiedové ¢tyi-
thelniky tvofi podmnozinu ¢tyfuhelnika te¢novych i tétivovych. V dalsim textu
se podrobnéji zabyvame jednotlivymi specidlnimi typy ¢tyituhelniki.

Rovnobézniky Lichobézniky Raznobézniky
G e

Obrézek 4.4: Klasifikace ¢tyrihelniki

Ctyfthelniky
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Rovnobéznikem rozumime Ctyfahelnik, ktery ma dvé dvojice rovnobéznych
stran.

Véta 4.2
Proté&jsi strany rovnobézniku jsou stejné dlouhé.

Diikaz:

Mg&jme rovnobéznik ABCD (obr. 4.5). Trojuhelniky ABC a CDA
jsou shodné dle véty usu nebot maji spole¢nou stranu AC a uhly
k ni pfilehlé jsou stfidavé thly pfi rovnobézkach (viz ZT 4, str. 17).
Ze shodnosti trojihelnikt vyplyva shodnost jejich odpovidajicich si
stran, tedy |AB| = |CD| a |BC| = |DA|. -

D c

A B

Obrazek 4.5: K diakazim vét 4.2 a 4.3

Véta 4.3
Protgjsi (vnitini) thly rovnobézniku jsou shodné.

Diikaz:

Mg&jme rovnobéznik ABCD (obr. 4.5). Dle ZT 4 (str. 17) jsou duté
uhly BAC, ACD shodné, stejné tak jsou shodné duté uhly BC'A
a CAD. Pro velikosti vnitfnich thld o a v étyfahelniku ABCD

plati
a = |<BAC| + |<«CAD|,

v = |<BCA| + |[<ACD]|,
a tedy a = 7. Analogicky ziskdme rovnost 5 = §.

Véta 4.4
Soucet velikosti dvou sousednich vnitinich thlid rovnobézniku je roven 180°.
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Diikaz:

V rovnob&Zzniku ABCD je vnéjsi thel 8’ pfi vrcholu B souhlasnym
thlem s vnitfnim thlem « (obr. 4.6). Zarovei jsou p¥imky AD a BC
rovnobé&zné, tedy dle ZT 4 (str. 17) je 8’ = «. Jelikoz je 5'+5 = 180°,
je také a+ 8 = 180°. Analogicky postupujeme u dalsich dvojic ahla.

X

D C

o B8/p
A B

Obréazek 4.6: K dukazu véty 4.4

Véta 4.5

Uhlopiicky rovnobézniku se navzajem piili.

Drikaz: Mé&jme rovnobéznik ABCD a oznacme S prusecik jeho th-
lopficek (obr. 4.7). Trojahelniky ABS, CDS jsou shodné dle véty
usu, nebot dle véty 4.2 je |AB| = |CD| a rovnost velikosti pFilehlych
uhli plyne ze ZT 4 (str. [17). Ze shodnosti trojahelnikia vyplyva, zZe
|AS| = |CS| a |BS| = |DS|, tedy S je sttedem AC i BD.

X

D C

A B
Obréazek 4.7: K dikazu véty 4.5

Rovnobézniky lze dale délit podle velikosti vnitifnich thld na pravouhelniky
(étverec a obdélnik) a kosothelniky (kosoctverec a kosodélnik) nebo podle délek

stran na rovnostranné ctyiihelniky (ctverec a kosoctverec) a riznostranné étyi-
uhelniky (obdélnik a kosodélnik).

Rovnobéznik, jehoz strany jsou stejné dlouhé a vnitini ihly pravé, nazveme
Gtvercem (obr. 4.8a).
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Rovnobéznik, jehoz vnitini thly jsou pravé a jehoz strany nejsou vSechny
stejné dlouhé, nazveme obdélnikem (obr. 4.8b).

Rovnobéznik, jehoz strany jsou stejné dlouhé ale vnitini uhly nejsou pravé,
nazveme kosoctvercem (obr. 4.8c).

Rovnobéznik, jehoz vnitfni Ghly nejsou pravé a jehoz strany nejsou vSechny
stejné dlouhé, nazveme kosodélnikem (obr. 4.8d).

- A

Obrézek 4.8: Ctverec, obdélnik, koso¢tverec, kosodélnik

Poznamka:

» V literatufe se miZeme setkat s odlisnym pfistupem k definicim jednot-
livych typt rovnobézniki, ktery pripousti, ze napiiklad Ctverec je spe-
cidlnim pripadem obdélniku apod. Tento pfistup ma v matematice sviij
vyznam, avSak ve Skolské matematice doporu¢ujeme pojmy Ctverec, ob-
délnik, kosoc¢tverec a kosodélnik chépat disjunktné.

D c

A B

Obrézek 4.9: K dikazu véty 4.6

Véta 4.6

Uhlopiicky kosoétverce jsou navzajem kolmé.

Diikaz:

Méjme kosoétverec ABCD a oznacme S prusecik jeho uhlopficek
(obr. 4.9). Z véty 4.5 vyplyva, ze trojuhelniky ABS a C'BS jsou
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shodné dle véty sss. Diky tomu je |<ASB| = |<CSB|. Uhly ASB
a C'SB jsou zarovei vedlejsi, tedy |<<ASB|+|<CSB| = 180°, z ¢ehoz
plyne, Ze velikost kazdého z nich je 90°. =

Véta 4.7
Uhlopficky obdélniku jsou stejné dlouhé.

Diikaz:
V obdélniku ABCD (obr. 4.10) jsou shodné trojuhelniky ABC,
BAD dle véty sus (|BC| = |AD| plyne z véty 4.2). Z toho vyplyva,
ze |AC| = |BD|.

X
D C
A B
Obrézek 4.10: K dikazu véty 4.7
Véta 4.8

Uhlopficky &tverce jsou stejné dlouhé a navzajem kolmé.

Driikaz:

Vyplyva z dikazi vét 4.6 a 4.7, nebot ¢tverec je stejné jako koso-
¢tverec rovnostrannym cétyituhelnikem a stejné jako obdélnik pravo-
thelnikem. =

Lichobéznikem rozumime ¢tytuhelnik, ktery ma pravé jednu dvojici rovno-
bé&znych stran (obr. 4.11).

Rovnobézné strany lichobé&Zzniku nazyvame zdkladny, riznobézné strany
ramena. Jsou-li ramena shodné, mluvime o rovnoramenném lichobézniku
(obr. 4.11b). Je-li jedno z ramen kolmé k zakladnam, mluvime o pravouhlém
lichobézniku (obr. 4.11c).
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Obrézek 4.11: Lichob&Znik

Véta 4.9
Soucet velikosti vnitinich uhla lichobézniku prilehlych k jednomu rameni je
roven 180°.

Diikaz:

V lichobé&Zniku ABCD se zakladnou AB uvazujme dvojice uhla pii

rovnobézkich AB a CD protatych prickou AD (resp. BC). Ved-

lejsi dhel 6" Ghlu § je souhlasnym tdhlem s dhlem «, tedy a + ¢ =

= 180° (obr. 4.12). Analogicky pro thly 5 a v plati 5 + v = 180°.
X

A B

Obréazek 4.12: K dikazu véty 4.9

Stredni prickou lichobéZniku nazyvame tsecku, jejimiz krajnimi body jsou
stfedy ramen daného lichobé&zniku.

Véta 4.10
Stredni pricka lichobézniku je rovnobézna s jeho zakladnami a jeji délka je rovna
aritmetickému priméru délek zékladen.

Diikaz:

Mgéjme lichobéznik ABCD se zakladnou AB a stfedni ptickou XY,
kde X € AD aY € BC (obr. 4.13). Ozna¢me D’ prusecik pfim-
ky DY s piimkou AB. Trojuhelniky CDY, BD'Y jsou shodné dle
véty usu, nebot ihly DY C, D'Y B jsou vrcholové, rovnost |[<DCY | =
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= |<«D’'BY| plyne z véty 4.9 a Y je stfedem@. Odtud plyne, ze
|CD| = |[BD'| aY je sttedem DD’, tedy XY je stiedni piickou
v trojthelniku AD'D a dle véty 2.7 (str. 34) je XY || AD’ (a tedy

o AD'
i XV || AB) a |xv| = AP _ate
2 2 -
D C

o Ny
/ N

A B D'

Obrazek 4.13: Stredni pricka lichobézniku

Riznobéznikem rozumime ¢tyfahelnik, ktery nema zadnou dvojici rovno-
béznych stran.

7 ruznobéznikt zminime jeden specialni piipad — deltoid. Svym tvarem piipo-
mina papirového draka.

Konvexni riznobéznik, ktery ma shodné dvé dvojice sousednich stran, na-
zveme deltoidem (obr. 4.14).

a) b b) D b

Obrazek 4.14: Deltoid

Véta 4.11

Uhlopiicky deltoidu jsou kolmé a jedna z nich je jejich prisecikem piilena.
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Diikaz:

Mgjme deltoid ABCD (obr. 4.14b), kde |AB| = |AD|, |BC| = |CD|
a |AB| > |BC|. Trojuhelniky ABC, ADC jsou shodné dle véty sss,
tedy takeé plati |<BAC| = |[<DAC|. Ozna¢me S priisecik uhlopticek.
Z uvedené rovnosti velikosti ahlt BAC a D AC plyne, Ze trojahelniky
ABS a ADS jsou shodné dle véty sus, a tedy také |[BS| = |DS]|, ¢ili S
je stfedem thlopficky BD, a |[<ASB| = |<<ASD]. Jelikoz jsou thly
ASB a ASD vedlejsi, jsou jejich velikosti rovny 90°.

X

étyfﬁhelnik, kterému lze opsat kruznici, nazyvame tétivovym ctyrihelnikem
(obr. 4.15a).

Poznamky:

» Nazev je odvozen z vlastnosti, Ze strany tétivového ¢tyruhelniku jsou té-
tivami opsané kruznice.

» Piikladem tétivového ¢tyitahelniku je obdélnik, rovnoramenny lichobé&znik
aj.

a) b)

Obrézek 4.15: Tétivovy a teCnovy ¢tyrihelnik

Véta 4.12
Soucet velikosti protéjsich vnitinich dhli tétivového ¢tyituhelniku je roven 180°.

Diikaz:

Meéjme tétivovy ctyfthelnik ABCD. Jeho vnitfni thly jsou poté
obvodovymi thly, které prislusi vzdy néjakému oblouku kruZnice
opsané ¢tyftahelniku ABCD (obr. 4.16). Sjednocenim dvou st¥edo-
vych uhld, které odpovidaji prot&jsim obvodovym thlam « a vy (resp.
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B ad), je thel plny, jehoz velikost je 360°. Podle véty 3.7 (str. 54) je
360° = 2a+ 2 (resp. 360° = 25+ 24), a tedy a+~ = S+ = 180°.

— @
@W
o

Obrézek 4.16: K dikazu véty 4.12

Ctyfﬁhelnik, kterému lze vepsat kruznici, nazyvame tecnovym ctyrihelnikem

(obr. 4.15b).

Poznamky:

» Nazev je odvozen z vlastnosti, Ze strany te¢nového cétyituhelniku lezi na
te¢nach vepsané kruznice.
» Priikladem tec¢nového ¢tyituhelniku je kosoc¢tverec, deltoid aj.

Véta 4.13

Soucty délek protéjsich stran teénového ¢tyiuhelniku se rovnaji.

Dikaz:
Mgéjme te¢novy Etyithelnik ABC'D. Ozna¢me W, X, Y, Z po fadé
dotykové body stran a, b, ¢, d s kruznici vepsanou k(S, ). Potom ze
shodnosti trojuhelniki AWS, AZS (Ssu) plyne, ze |[AW| = |AZ|,
analogicky je také |[BW| = |BX|, |[CX| = |CY]| a |DY| = |DZ|
(obr. 4.17). Ozna&ime-li pro pfehlednost tyto délky usecek na tec-
nach z vrchola A, B, C, D po fadé w, z, y, z, plati: a = w + =,
b=x+4+y,c=y+ 2, d=z+ w. Pro soucty délek protéjsich stran
tedy ziskame

at+c = wHzx+y+z, (4.3)

b+d = z+y+z+w. (4.4)



78 4 Cty¥ahelnik

JelikoZ se pravé strany vztaht (4.3) a (4.4) rovnaji, rovnaji se i strany

levé, tedy a +c=b+d. -

Obrazek 4.17: K dikazu véty 4.13

Nekteré ¢tyruhelniky jsou te¢nové a tétivové zaroven, tedy maji kruznici opsanou
i vepsanou. Takové ¢tyruhelniky nazyvame dvojstredové. Patii mezi né napii-
klad ¢tverec nebo rovnoramenny lichobéznik s vhodnou vyskou. Existuji vsak
¢tytuhelniky, které nemaji kruznici opsanou ani vepsanou. Z vysSe uvedenych
specidlnich typt se jedna napriklad o kosodélnik.

Véta 4.14 (Ptolemaiova® véta)

Soudin délek thlopficek konvexniho ¢tyfihelniku je mensi nebo roven souctu
soucint délek jeho protéjsich stran. Rovnost nastava pravé tehdy, je-1i ¢tyrihel-
nik tétivovy.

Dukaz viz podkapitola 12.3 (str. 208).

Nyni dokdZeme vétu o existenci kruznice deviti bodi, kterou jsme jiz zminili
v kapitole 2 (str. 43).
Véta 4.15 (Kruznice deviti bodi)

V trojahelniku lezi stfedy stran, paty vysek a stfedy spojnic vrcholi s ortocen-
trem na jedné kruznici.

2Klaudios Ptolemaios (~85-168), téZ znam jako Ptolemaios Alexandrijsky, byl anticky
matematik, astronom, astrolog a geograf. Ptolemaiovi je pfipisovana pouze ¢ast z uvedené
véty tykajici se tétivového ¢tyfuhelniku, obecnéjsi verze byla dokdzana az pozd&ji.
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Diikaz:

Mgéjme trojuhelnik ABC a oznacme stiedy stran BC, AC, AB po
fadé S, Sy, S¢, paty vysek v,, vy, v. po fadé P,, Py, P., ortocent-
rum V a stifedy tusecek AV, BV, CV potadé X, Y, Z.

Usecka S35, je stfedni piickou v trojuhelniku ABC' rovnobéznou
se stranou BC. Usecka ZY je stiedni piickou v trojuhelniku BC'V
rovnob&Znou také se stranou BC. Dle véty 2.7 (str. 34) je tedy
[SpSe| = |ZY|. Podobné tisecka SpZ je stiedni pfickou v trojuhel-
niku AV C rovnobéZnou se stranou AV a tsecka S.Y je stfedni pFic-
kou v trojuhelniku ABV rovnobéZnou také se stranou AV, proto
1SyZ| = |S.Y|. Ctyfihelnik SpS.Y Z je tedy rovnobé&znikem. Dale
plati: AV L BC A SpZ || AV A ZY || BC. Diky tomu je éty¥thelnik
SpS.Y Z dokonce pravothelnikem a lze mu opsat kruznici &, jejimz
stfedem je prisecik uhlopficek SpY, S.Z, oznacme jej F (obr. 4.18).

c
Vb
pn/ 7
i ') a
S NN\ \s,
FFt--\
X 4
A S, |k B
Ve

Obréazek 4.18: KruZnice deviti bodu

Obdobné zjistime, ze ¢tyftahelniky 5,5, XY, S, S.X Z jsou také pra-
vouhelniky. Prvni z nich mé ahlopfi¢ku S, Y spole¢nou s pravothelni-
kem SpS.Y Z. Stred této uhlopricky jsme jiz oznacili F. Pravothel-
nik S,;S.XZ méa s pravotuhelnikem S,S5, XY spole¢nou tuhlopficku
S, X, proto je bod F také stfedem obdélniku S,S.XZ. Diky tomu
lezi body Sa, Sp, Se¢, X, Y, Z na spoletné kruznici k se stfedem F'.
Usecky S, X, SpY, S.Z jsou priméry kruznice k.
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Zbyva ukazat, ze na kruznici k lezi i body P,, Py, P., tedy paty
vysek. To plyne z Thalétovy véty (véta 3.6, str. 51), nebot bod P,
je vrcholem pravého thlu nad primérem S, X, bod P, je vrcholem
pravého dhlu nad pramérem SpY a bod P, je vrcholem pravého thlu
nad prumérem S.Z. 5

Kruznici deviti bodt (tj. kruznici z véty 4.15) nazyvame Feuerbachovou
kruznict.

4.3

4.1

4.2
4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

Ulohy
V lichobézniku ABCD se zékladnou AB vypoditejte velikosti vnitinich
ahla, jestlize a = 57°, v = 44.
Dokazte, ze osy vnitinich thlt kosodélniku uréuji pravothelnik.

Dokazte, ze stfedy stran libovolného ¢tyituhelniku jsou vrcholy rovnobéz-
niku.

V lichobézniku ABCD se zakladnou AB plati a = 2¢. Dokazte, Ze spoj-
nice vrcholi C, D se stfedem tusetky AB déli lichob&Znik na t¥i shodné
trojahelniky.

Vyjadiete délku ramene rovnoramenného lichobézniku pomoci délek za-
kladen tak, aby byl tento lichobé&znik dvojstiedovy.

Dokazte, ze ptimky spojujici vrchol A rovnobézniku ABC'D se stiedy stran
BC, C'D rozdéluji thlopticku BD na tii stejné ¢asti.

Dokaizte, ze pfimka spojujici stfedy zakladen lichobé&zniku prochézi prise-
¢ikem prodlouzenych ramen a priseé¢ikem thlopficek tohoto lichobézniku.

Dokaite, 7e ve ¢tyithelniku ABCD plati: (AB || CD A |AB| = |CD))
pravé tehdy, kdyz ABCD je rovnobéznik.

Rozhodnéte, zda plati véty obracené k vétam 4.12 (str. 76) a 4.13 (str. |77).




Kapitola 5

Mnohotuhelnik

5.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Mgjme v roviné n riznych bodu Ay, As, ..., A, (n > 3) takovych, Ze
vSechny lezi vZdy pouze v jedné poloroviné uréené hraniéni primkou A; A; 1
(ie{l,...,n}, A1 = Ap), piicemz zadné tii body nejsou kolinearni. Pri-
nik vSech takto urcenych polorovin nazveme konvexnim mmnohothelnikem
A1A2 ce An (ObI‘. 51)

Obrézek 5.1: Konvexni mnohouhelnik

Poznamky:

» Kromé terminu mnohothelnik pouzivame také termin n-uhelnik, coz je
vhodné zejména v situaci, kdy zname konkrétni hodnotu n (napf. pétia-
helnik, osmiahelnik, 23ahelnik atd.).

» Trojuhelnik a ¢tyfahelnik jsou také mnohotihelniky.

81
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» Analogicky jako u trojuhelniku a ¢tyfihelniku definujeme pojmy vrchol,
strana a vnitini/vnéjsi thel mnohothelniku pro n > 5.

» Jinym moznym piistupem k definici mnohoihelniku je definovat nejpr-
ve lomenou ¢dru (pomoci posloupnosti tse¢ek A;B;, kde B; = A1),
dale wuzavienou lomenou éiru (B, = A;) a nakonec mnohoihelnik jako
sjednoceni uzaviené lomené Cary s ¢asti roviny ohrani¢ené touto uzavienou
lomenou ¢arou. Tato definice v sobé skryva mnohé tskali — v precizni
podobé je pomérné komplikovana (napiiklad je t¥eba oSetfit, aby lomena
¢ara sama sebe neprotinala, abychom neziskali atvar jako na obr. 5.2a). Jeji
vyhodou je v8ak moZnost definovat i nekonverni mnohothelnik (obr. 5.2b).

A

Obrazek 5.2: Protinajici se uzaviena lomené ¢ara; nekonvexni mnohothelnik

Uhlopiickou konvexniho mnohothelniku A;As...A, rozumime tsecku
AiAj kdete{l,...,n}, je{l,...,n}, 1 <|i—j|<n—1.

Poznamka:

» ZjednoduSené feceno, thlopfickou konvexniho mnohothelniku je kazda
usecka, jejimiz krajnimi body jsou navzajem rizné nesousedni vrcholy
tohoto mnohotihelniku (obr. 5.3).

&y &>

Obréazek 5.3: Uhlopficky pétithelniku a Sestitthelniku

Véta 5.1
n(n — 3)

Pro pocet p uhlopficek konvexniho n-tthelniku plati p = 5
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Diikaz:

Z jednoho vrcholu n-thelniku lze vést n — 3 thlop¥icek (tento vrchol
nemiZe byt spojen se dvéma sousednimi vrcholy ani sam se sebou).
Vrcholt je celkem n, takto tedy vytvorime n(n — 3) thlopficek. Kaz-
dou jsme vSak zapocitali dvakrat (kazda spojuje dva vrcholy), proto

. . n(n—23)
je vysledkem vyraz — X

Poznambka:

» Dikaz véty 5.1 lze provést téz kombinatoricky — pocet thlopficek vychazi
7z potu moZnosti vybéru dvou libovolnych (neuspofadanych) bodi z n, tj.
(;‘) Je v8ak tfeba odedist dvojice sousednich vrcholt, kterych je n. Tedy

() n! B 7n(n71)727n7n273n7n(n73)
P=12 T -2 T 2 2 =~ 2 T 2 =
Véta 5.2
Soucet velikosti vnitFnich ahli konvexniho n-thelniku je roven 180°(n — 2).
D1iikaz:

Konvexni n-thelnik lze rozdélit thloptickami vedenymi z jednoho
vrcholu na n — 2 trojuhelnika (obr. 5.4). Celkovy soucet velikosti
vnitfnich ahli vSech téchto trojihelniki je stejny jako soucet veli-
kost{ vnitinich ahld pivodniho n-thelniku, tedy 180°(n — 2).

Obrazek 5.4: Soucet velikosti vnitfnich thla konvexniho mnohotuhelniku

Poznambka:

» Véta 5.2 plati i pro nekonvexn{ mnohothelniky, jen je tfeba v dikazu
pri rozdélovani nekonvexniho mnohotihelniku na trojahelniky postupovat
obezfetngji (napf. obr. 5.5), nebot kazda thlopiicka nemusi leZzet uvnit¥
daného mnohothelniku.
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Obrazek 5.5: Soucet velikosti vnitfnich thli nekonvexniho mnohotuhelniku

5.2 Pravidelny mnohothelnik

Specifickou skupinou mnohotihelniki, které maji fadu dalsich zajimavych vlast-
nosti, jsou pravidelné mnohotuhelniky.

Pravidelngm mmnohothelnikem rozumime konvexni mmnohotihelnik, jehoz
v8echny strany a vSechny vnitini uhly jsou navzajem shodné.

Poznamka:

» Pravidelnym trojtuhelnikem je rovnostranny trojihelnik, pravidelnym ¢tyi-
thelnikem je Etverec.
Véta 5.3
Kazdému pravidelnému mnohotihelniku lze opsat a vepsat kruZnici, pficemz
jejich sti¥edy splyvaji.
Diikaz:
Mé&jme pravidelny n-thelnik A A5 ... A,, a uvazujme kruznici k(S, r),
ktera je urcena body Ay, Aa, As, tj. [SA1| = |SAz| = |SAsz] = r.
Trojihelniky A3 A58, A2 A3S jsou shodné dle véty sss a rovnora-
menné (obr. 5.6). Diky tomu tsecky AsS, A3S pili vnitini thly mno-
hothelniku velikosti « pii vrcholech As, Az na thly o velikosti %,

a tedy |[<<SA3A4| = %. Potom jsou vSak také shodné trojuhelniky
A3A4S a A3A5S (dle véty sus), z ¢ehoZ plyne, Ze |A4S| = |A2S| = r,
neboli A4 € k. Analogicky bychom postupovali dale s kazdym dal$§im
vrcholem, tedy A; € k pro kazdé i € {1,...n}.

V prvni ¢asti dikazu jsme ukazali, ze trojuhelniky A;A;1S5, kde
i € {1,...n — 1}, jsou rovnoramenné se zékladnou A;A;; a hlav-
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Obrézek 5.6: Kruznice opsana/vepsana pravidelnému mnohouhelniku

nim vrcholem S a navzajem shodné. Maji tedy shodné i vysky k za-
kladné, ozna¢me jejich velikost o a jejich paty O; (obr. 5.6). Ze ZT 6
a7 (str. 23, 24) a véty 3.5 (str. 49) vyplyva, Ze strany A;A;+1 mnoho-
thelniku A3 A; ... A, se dotykaji kruZnice (S, 0) v bodech O;, tedy
dany mnohotihelnik mé kruznici vepsanou, jejiz stfed S splyva se

stfedem kruznice opsané. -

Poznamka:
» Je-li n sudé, je stfed kruznice opsané a vepsané zaroven priise¢ikem tihlo-
piicek A;Aj, kde |i — j| = 3.
Dalsi vétu uvedeme bez dikazu, nebot ten je zcela nad rdmec nasi prednasky.

Véta 5.4 (Gaussoval-Wantzelova® véta)

Pravidelny n-thelnik lze eukleidovsky (tj. jen pomoci pravitka a kruzitka) se-
strojit pravé tehdy, kdyz n = 4 - 2¥, kde k € Ny, nebon = py - pa - ... - pp - 2F,
kde m € N, k € Ng, p; = 22" +1 (a € Np) a Pz # Dy PrO T # y.

LJohann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) byl némecky matematik a fyzik. Zabyval se
mimo jiné analytickou a neeukleidovskou geometrii, matematickou analyzou, teorii ¢isel, ast-
ronomii, elektrostatikou, geodézii a optikou. V roce 1796 nejprve objevil konstrukci pravidel-
ného sedmnactithelniku, nasledné se mu podarilo dokazat, ze 1ze eukleidovsky sestrojit kazdy
pravidelny mnohothelnik s po¢tem stran rovnym Fermatovu ¢&islu.

2Pierre Laurent Wantzel (1814-1848) byl francouzsky matematik. Zabyval se mimo jiné
nereSitelnymi tllohami starovéké matematiky. V roce 1837 publikoval mimo jiné dikaz zminéné
véty, doplnil tak Gaussiiv dtikaz o tvrzeni, kdy pravidelny mnohothelnik eukleidovsky sestrojit
nelze.
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Poznamky:

» Hodnoty n z véty 5.4 jsou 4, 8, 16, 32, ... a dale naptiklad 3, 6, 12 (3-4),
5, 10, 15 (3-5) aj.

» Cisla p; z véty 5.4 se nazyvaji také Fermatova cisla. Mizeme se setkat
i s pojmem Fermatova prvocisla, nebot Pierre de Fermat? vyslovil hypo-
tézu, ze kazdé takové &islo je prvodislem (prvnich pét skuteéné je). V roce
1732 vsak byla tato hypotéza vyvracena.

» Pro 2 < n < 20 nelze eukleidovsky sestrojit pravidelny n-thelnik, kde
n € {7,9,11,13,14,18,19}.

Eukleidovskym konstrukcim pravidelnych n-tthelnika véetné pribliznych kon-
strukei pro n € {7,9} se podrobnéji vénujeme v podkapitole 8.2.

5.3 Ulohy

5.1 Provedte tiplnou diskusi priiniku trojthelniku a konvexniho ¢tyithelniku.

5.2 Urcete pocet vrcholu pravidelného mnohothelniku, jehoz vnitini thel ma
velikost 144°.

5.3 Dokazte, ze v pravidelném dvanactithelniku je velikost vnit¥niho thlu pé-
tinasobkem velikosti vnéjstho thlu.

XX

5.4 Ktery konvexni mnohothelnik ma dvakrat vice dhlopficek nez stran?

5.5 Vypocitejte soucet velikosti vyznacenych thla v obrazku 5.7.

<7
v

~\

Obréazek 5.7: K tuloze 5.5

3Pierre de Fermat (1601-1665) byl francouzsky matematik. Zabyval se teorii pravdépodob-
nosti, matematickou analyzou, analytickou geometrii a predevsim teorif ¢isel. Ve znamost vesla
tzv. Velkd Fermatova véta (neexistuji pFirozena &islan > 3, z, y a z takova, ze ™ +y" = z"),
kterou Fermat sice zformuloval, dokazana vsak byla az koncem 20. stoleti.



Kapitola 6

Obvod, obsah

V této kapitole se zaméfime na obvody a obsahy geometrickych obrazci, jimz
byly vénovany predchozi kapitoly, tj. mnohothelniki a kruhu, a na nékteré
znamé planimetrické véty souvisejici s obsahy téchto utvara.

6.1 Definice obvodu a obsahu

V dalsim textu rozumime geometrickym obrazcem souvisly rovinny utvar ohra-
ni¢eny uzavienou ¢arou, kterd sama sebe neprotinéd a je téz soucasti obrazce.
Uzavienou ¢aru ohranicujici geometricky obrazec téz nazyvame hranici obrazce.

Obvodem o geometrického obrazce rozumime délku jeho hranice.

Obsahem S geometrického obrazce je kladné ¢islo pfifazené obrazci tak, ze
plati:
(a) obsahy navzajem shodnych obrazci jsou sobé rovné,
(b) sklada-li se obrazec U z nékolika obrazca 11,75, ...,T,, které se na-
vzajem nepiekryvaji, rovna se obsah obrazce U sou¢tu obsahii S; vSech
obrazctt Ty, kde i € {1,...n}, tj. S = 3" Si.

i=1
(c) obsah &tverce o strané dlouhé 1 (mm, cm, ...) je 1 (mm?, cm?; ...).

87
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Poznamky:

» Obvodem i obsahem obrazce jsou tedy kladna realna ¢isla, jednotkami ob-
vodu jsou jednotky délky (mm, cm, ...), jednotkami obsahu jsou ¢tvere¢né
jednotky délky (mm?, cm?, ...).

» Nepfrekryvajicimi se obrazci z ¢asti (b) definice obsahu rozumime obrazce,
které mohou mit spole¢né ¢asti svych hranic, avsak libovolny vnitini bod
libovolného obrazce neni bodem jiného obrazce.

6.2 Obvod mnohouhelniku

Jelikoz hranici mnohothelniku je sjednoceni tsecek, obvod mnohotihelniku ur-
¢ime jako soucet délek téchto usecek. Pro obvod o mnohothelniku A1As ... A,
tedy plati:

0=|A1Ag| 4 [A2A3| + - - - + [An 1 An| + | AR Ayl

Maji-li nékteré strany mnohothelniku navzajem shodné délky, vztah pro vypo-
¢et obvodu se tim zjednodusi, napiiklad:

obrazec obvod
¢tverec/kosoctverec o strané a 4a
pravidelny n-thelnik o strané a na
obdélnik /kosodélnik o stranach a, b 2a + 2b
rovnoramenny trojihelnik s rameny r a zékladnou z 2r + z
rovnoramenny lichobéznik s rameny b a zakladnami a, ¢ a+2b+c

6.3 Obvod kruhu a jeho casti

Jiz vime (str. 48), Ze hranici kruhu K(S,r) je kruznice k(S,r). Obvod kruhu
je tedy roven délce prislusné kruznice. Délka kruznice byla v minulosti hledana
experimentalné s ruznou presnosti. Mezi problémy antické matematiky patii
tzv. rektifikace kruznice, tedy tkol sestrojit tiseCku stejné délky jakou ma dana
kruZnice (viz kap. 8, str. 132). Ze tato tloha neni eukleidovsky feSitelna, bylo
dokézano az v novovéku.
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Metodami matematické analyzy lze odvodit, Ze pro délku kruznice k(S,r), resp.
pro obvod o kruhu K(S,r), plati:

0 =27r,

kde 7 je tzv. Ludolfovo' ¢islo. Z uvedeného vztahu je vidét, Ze konstantu 7
miizeme geometricky definovat jako podil délky kruznice a jejiho priméru.

Kromé kruhu nas bude zajimat téZz obvod jeho ¢asti, konkrétné kruhové tsece,
kruhové vysece a mezikruzi.

Libovolna té&tiva AB kruhu K(S,r) déli kruh K na dvé kruhové dsece
(obr. 6.1a).

Usedku, jejimiz krajnimi body jsou priseéiky praméru kruhu K kolmého na
tétivu AB s hranici kruhové usece, nazveme vgskou v této usece (obr. 6.1c).

Libovolné dva riuzné poloméry SA, SB kruhu K(S,r) déli kruh K na dvé
kruhové vysece (obr. 6.1b).

a) A b) B c)
M A
B
K B K K

Obrazek 6.1: Kruhova tsec¢, kruhova vyse¢, vyska kruhové tsece
Poznamky:
» Je-li t&tivou primér (tedy sjednoceni dvou polomérii), ziskané ¢asti kruhu

muzeme nazvat kruhovymi tiseGemi i vyse¢emi. V takové situaci pouzivame
pro jednotlivé ¢asti termin pilkruh (obr. 6.2a).

!Ludolph van Ceulen (1540-1610) byl némecky matematik, ktery stravil zna¢nou &ast svého
zivota pocitanim ¢iselné hodnoty matematické konstanty 7, pfic¢emz jeho postup byl obdobny
jako postup feckého matematika Archiméda ze Syrakas (287 pf.n.l. — 212 p¥.n.1.). V roce
1596 Ceulen publikoval hodnotu é&isla 7 s pfesnosti na 20 desetinnych mist, pozdé&ji vypocet
zpfFesnil na 35 desetinnych mist. V soucasnosti vime, Ze konstanta 7 je nejen iracionalni, ale
dokonce transcendentni.



90 6 Obvod a obsah

» Chceme-li specifikovat, kterou ze ziskanych dvou (raznych) kruhovych
usedi/vysedi mame na mysli, vyuzijeme stfedovy thel pfislugny oblouku
kruhové tsee/vysece, jeZ tvoii ¢ast hranice této tsede/vysede (obr. 6.2b).

» Kruhovou vyse¢ piislusejici stfedovému thlu o velikosti 90° nazyvame téz
Cturtkruh (obr. 6.2c).

[OXCICAG

Obrézek 6.2: Pulkruh, tse¢ a vyse¢ prislusné stfedovému ihlu «, ¢tvrtkruh

Obvod kruhové tusece a vysefe vychazi z tvaru hranice téchto obrazci. V obou
pfipadech je hranice sjednocenim usecky /tsecek a kruznicového oblouku. Dél-
ka [, kruznicového oblouku kruznice o poloméru r je piimo tmérna velikosti o
piislugného stiedového thlu, tedy?

2ra

360°

Pro obvod o, kruhové tsece prislusejici stfedovému thlu o velikosti o vytvorené
tétivou AB z kruhu o poloméru r tedy plati

21ra

360°

pro obvod o, kruhové vysece piislusejici stfedovému thlu o velikosti a vytvorené
poloméry SA, SB z téhoz kruhu plati

lo =

= |AB|+ ———

2mro

=2 .
"t 3600

Mgjme bod S a dvé kladna ¢&isla 71, ro, kde 1 > r9. MnoZinu v8ech bodi
roviny, jejichz vzdalenost od bodu S je mensi nebo rovna 1 a zaroven vétsi
nebo rovna ry, nazveme mezikruzim (obr. 6.3).

Rozdil 1 — ro nazyvame $itkou mezikruZi.

Mezikruzi je tedy rovinnym geometrickym obrazcem, jehoz hranici jsou dvé
rizné soustfedné kruznice. Odtud vyplyva i vztah pro obvod o,, vyse nadefino-

vaného mezikruzi:
Om = 27r1 + 277y,

2Velikost o predpokladame v mife stupiiové, pro o v mife obloukové je lo = ra.
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Obrézek 6.3: Mezikruzi

6.4 Obsah mnohotuhelniku

Vztahy pro obsahy geometrickych obrazct dle definice obsahu (viz str. 87) odvo-
zujeme od obsahu &tverce. Ctverec o strané délky a lze pokryt a? jednotkovymi
¢tverci (obr. 6.4a), tedy pro obsah Sp tohoto ¢tverce plati

So = a2

Obdélnik se stranami o délkach a, b pokryjeme ab jednotkovymi étverci (obr. 6.4b),
tedy pro obsah S— tohoto obdélniku plati

S:, = ab.

a) b)

Obréazek 6.4: Obsah &tverce a obdélniku

Pomoci obsahu obdélniku dale odvodime obsah zbyvajicich rovnobézniki, tedy
kosodélniku a kosoctverce.

Vygskou rovnobézniku rozumime vzdalenost jeho protilehlych stran.

Poznamky:

» Obecné ma rovnobéznik dvé rizné vysky (obr. 6.5), specidlné ve ¢tverci
a kosoCtverci jsou tyto vysSky totozné. Vysky obvykle znacime v,, kde
index x odpovida oznaceni libovolné z prislusnych rovnobé&znych stran.
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» Pienesené téz muzeme chapat vysku rovnobézniku jako geometricky ob-
jekt — tsecku.

yaa
Obrézek 6.5: Vysky rovnobézniku

MiZeme si piedstavit, Ze dany kosodélnik /koso¢tverec rozdélime kolmici vede-
nou z jednoho z vrcholii k protilehlé strané (obr. 6.6) a preuspofadame na ob-
délnik, jehoZ jednu stranu tvoi{ strana a daného obrazce a druhou k této strané
prislusna vyska v,. Potom obsah S daného rovnobézniku je shodny s obsahem
ziskaného obdélniku, tedy

S = av,.

yawa

Obrazek 6.6: Obsah kosodélniku
Specialné v kosoc¢tverci (a ¢tverci) lze vyuzit také kolmosti thlopticek e, f, které
rozdéli dany utvar na ¢tyfi shodné pravoihlé trojihelniky. Jejich preskladanim

ziskdme obdélnik o rozmérech g, f (obr. 6.7), tedy pro obsah S daného koso-

ctverce plati

S’zcwa:g

Obrézek 6.7: Obsah kosoc¢tverce pomoci uhlopiic¢ek
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Uhlopiicky ¢tverce jsou navzajem shodné, tedy pro obsah So ctverce o strané
a a thlopficce u plati
o U
Sop=a"=—.
- 2

Analogicky lze postupovat také pri odvozovani vztahu pro obsah S deltoidu
s thlopfickami e, f (obr. 6.8). Stejné jako pro kosoc¢tverec ziskame

Obrazek 6.8: Obsah deltoidu

Vyskou lichobéZniku rozumime vzdélenost jeho zakladen.

/ v S

a C

Obrézek 6.9: Obsah lichobéZzniku

Vztah pro obsah lichobé&Zniku lze odvodit rtzné, jeden z pfistupti naznacuje
obrazek 6.9. Nejprve k danému lichobéZniku piikreslime shodny, ale otoceny
lichobéznik. Sjednocenim obou obrazci ziskame rovnobéznik, jehoz obsah je
dvojnasobkem obsahu ptvodniho lichobé&Zniku. Délka strany rovnobézniku je
souctem délek a, ¢ zakladen lichobé&Zniku, vyska v (tj. vzdalenost zékladen) se
nezmeénila.
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Pro obsah S lichobézniku tedy plati:

25 = (a+¢) -,
S = <a_2|_c)-v:s-v,

kde s znaci délku stfedni pricky lichobé&zniku (viz véta 4.10, str. 74).

Obsah Sa trojihelniku muzeme vypocitat nékolika zpisoby. Patrné nejznaméj-
§im vztahem je
20,

kde z znaci libovolnou stranu trojihelniku a v, k ni pfislusnou vysku. Tento
vztah vychéazi z pfedstavy, Zze trojuhelnik muZzeme doplnit na rovnobéznik se
stejnou stranou i vygkou (obr. 6.10),% jehoZ obsah je roven zv, a je dvojnasobkem

obsahu daného trojuhelniku.

Obrazek 6.10: Obsah trojihelniku

V pripadé, ze je dany trojihelnik nééim specidlni, mizeme ziskat i specialni tvar
tohoto vztahu. Napiiklad pro obsah S pravouhlého trojuhelniku s odvésnami a, b

lati
plati S_ab
=5

jelikoz b je vyskou ke strané a a obracené.
Obsah trojuhelniku lze v8ak vyjadfit i jinymi, na prvni pohled zcela odlisnymi
zpusoby.

Véta 6.1

Pro obsah Sa trojuhelniku ABC plati Spn = g -

kruznice vepsané trojihelniku ABC.

a+b+ec

5 , kde ¢ je polomér

3Na obrazku uvazujeme vysku lezici uvnit¥ daného trojihelniku. Odvozeni lze viak analo-
gicky provést i v situaci, kdy vyska, s niz pracujeme, lezi vné trojuhelniku.
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Diikaz:

Stied S kruznice vepsané trojihelniku A BC nalezneme jako pruseéik
os vnitinich ahli «, 8, v (viz véta 2.16, str. 41). Trojihelnik ABC
miizeme rozlozit na trojihelniky ABS, BCS a ACS (obr. 6.11),
jejichz obsahy zna¢ime po fadé Saps, Spcs, Sacs- Dle vztahu (6.1)
pro obsah trojihelniku plati:

co
Saps = 2
ap
Spcs = >
bo
Sacs = 2

kde p je polomér kruZznice vepsané.
Pro obsah Sa trojuhelniku ABC' tedy plati:

c ap b a+b+c
SA:SABS'FSBCS"‘SACS:?Q > ZQZQ’To

Obrazek 6.11: Obsah trojihelniku pomoci kruznice vepsané

Poznambka:

b
» Vyraz # vyjadiuje polovi¢ni obvod o trojuhelniku ABC.

Véta 6.2
absiny

Pro obsah Sa trojuhelniku ABC plati Sa = g
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Diikaz:
V dikazu vyuzijeme mimo jiné goniometrickou funkeci sinus v pravo-

thlém trojihelniku.? Patu vysky v, oznacime P (obr. 6.12). V troj-
tdhelniku APC plati:

sin Vg
i -
v b
v, = bsinn. (6.2)
. aVq
Dle vztahu (6.1) je San = - Dosazenim (6.2) ziskdme
absiny
S=—
2
X
c
P
b a
Vo
A c B

Obrézek 6.12: Obsah trojuhelniku pomoci vnitfniho thlu

Poznamka:

» Na vétu 6.2 lze aplikovat cyklickou zameénu (str. 28).

Véta 6.3
b

Pro obsah S trojuhelniku ABC' plati Spo = %, kde r je polomér kruZnice
r

opsané trojihelniku ABC.

Diikaz:

Stied S kruznice k opsané trojihelniku ABC nalezneme jako prise-
¢ik os stran a, b, ¢ (viz véta 2.15, str. 41). Stfed strany ¢ oznac¢me O
(obr. 6.13). Uhel AC'B je obvodovym tthlem pfislusnym oblouku AB,

4Viz napi. (Odvarko, 2008).
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jeho velikost je . Tomuto thlu odpovida stfedovy thel ASB o ve-
likosti 2y (viz véta 3.7, str. 54), ten je v8ak ptlen osou strany c
(viz tloha 2.4, str. 44), a proto |<ASO| = . Trojuhelnik ASO je
pravotuhly, proto® .

(e}

_— (6.3)

siny = o
-

= ool

kde r je polomér kruznice opsané.

Vztah (6.3) dosadime do vztahu z véty 6.2:

absiny  aby.  abc

2 2 4 =

Sp =

?Q

Nolo

Obrazek 6.13: Obsah trojihelniku pomoci kruznice opsané

Nyni jsme schopni dokazat nasledujici vétu formulujici vztah pro obsah obecného
ctyruhelniku.

Véta 6.4
, SN ) efsing : .
Pro obsah S libovolného ¢tyfahelniku plati S = , kde e, f jsou délky

thlopticek a ¢ velikost libovolného z dhla, které tyto thlopficky sviraji.

Diikaz:

Predpokladejme nejprve, Ze je dany ¢tyituhelnik konvexni. Oznaéme
u, w useky thlopficky e, na které je tato uhlopiicka rozdélena prii-
seCikem tuhlopricek. Podobné z, v necht jsou useky uhlopficky f
(obr. 6.14a). Uhlopticky rozdélily étyituhelnik na étyfi trojuhelniky,

50pét jsme vyuzili goniometrickou funkci sinus v pravothlém trojihelniku, viz napt. (Od-
varko, 2008).



6 Obvod a obsah

obsah kazdého z nich vyjadifme pomoci vztahu z véty 6.2. Obsah S
je roven sou¢tu obsaht jednotlivych trojihelnikii, tedy®

uvsing  vwsin(180° — )  wzsing  zusin(180° — @)

§ = —5—+ 5 et 5 =
= Slgw(uv—i-vw—i-wz—f—zu):
= Sigw[v(u—l—w)—i—z(u—i—w)]:
= Sin@(u+w)(v+z):Sinwef.
2 2
a) D b) D
> A
A M
v
A B B

Obrazek 6.14: Obsah obecného ¢tyttuhelniku

Nyni uvazujme nekonvexni ¢tyithelnik ABC D, bino necht je vnéjsi
uhlopfickou uhlopficka f. Pruseéik prfimky AC' s uhloptickou BD
oznacme M, velikost ithlu AM B ozna¢me ¢ a dale ozna¢me délky
|AM|, |BM]|, |CM]|, |DM]| po fadé u, v, w, z (obr. 6.14b). Analogicky
s prvni ¢asti dukazu pro obsah S ¢tyftuhelniku ABCD plati

wsing  vwsing  wzsin(180° — ¢)  zusin(180° — )

5= 2 2 * 2 -
= Sm(p(uv—vw—wz—i—zu):
= SH;O [v(u —w) + z(—w+u)] =
= Slgw(u—w)(v—kz):&gweﬁ
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Obréazek 6.15: Obsah pravidelného mnohotuhelniku

Obsahy n-thelniki pro n > 4 fe$ime jejich rozkladem na trojihelniky nebo ¢tyt-
thelniky a naslednym se¢tenim obsahi ziskanych trojuhelniki/Etyfthelniki.
Obrazce, na néz dany n-ihelnik rozkladame, volime pokud mozno tak, abychom
byli schopni jejich obsahy co nejsnadnéji vypocitat. V nékterych piipadech lze
efektivné vyuzit rozkladu na navzijem shodné utvary, napiiklad pravidelny
n-uhelnik lze rozlozit na n navzajem shodnych rovnoramennych trojihelniki
o obsahu Sa (obr. 6.15), pro obsah S pravidelného n-ihelniku tedy plati

S = TLSA.

6.5 Obsah kruhu a jeho c¢asti

Obsah kruhu byl, stejné jako jeho obvod, v minulosti experimentalné zkoumén.
Mezi problémy antické matematiky patii tzv. kvadratura kruhu, tedy tkol se-
strojit &tverec o stejném obsahu jako méa dany kruh.”

Metodami matematické analyzy lze dokazat, Ze pro obsah S kruhu o polomé-
ru r plati

So = 7.
Obsah S, kruhové vysece kruhu K (S, r) je pfimo tmérny velikosti « pFislusného
stfedového thlu, tedy® 9
o
Y3600

Obsah S,, kruhové isece kruhu K (S, r) ziskané rozdélenim kruhu K tétivou AB
a odpovidajici stfedovému thlu o velikost « vypocitame tak, ze od obsahu S,

6V prvnf tpravé jsme vyuzili rovnosti sin(180° — ¢) = sin ¢.

"Problémem se zabyval také Archimédés ze Syrakas (287 pt.n.l. — 212 pi.n.l.), ktery
v dile Mérent kruhu dokazal, ze obsah kruhu je roven obsahu pravoahlého trojihelniku, jehoz
odvésnami jsou polomér a obvod tohoto kruhu, ¢imz vlastné ukazal, Ze ve vztahu pro obsah

kruhu figuruje tataZ konstanta () jako ve vztahu pro obvod.
2

ra
8Velikost o predpokladame v mife stupfiové, pro o v mife obloukové je S = -
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kruhové vysece prislusejici témuz ihlu odec¢teme obsah S4pg trojihelniku ABS,
ktery mizeme vyjadfit napiiklad dle vztahu z véty 6.2, tedy:

mr2a r?sina

S, =S, — Sips =
ABS ™ 3600 2

Obsah S,, mezikruzi, jehoz hranici tvor{ kruznice k1(S,71), k2(S,r2), r1 > 12,
je rozdilem obsahd kruht K;(S,71), Ko(S,12), tedy:

2 2 2 2
S =7ry —wr; =7w(ri —r3).

6.6 Pythagorova véta, Eukleidovy véty

V posledni ¢asti této kapitoly se podrobné podivame na znamé véty tykajici se
pravoihlého trojihelniku, v nichz se pracuje s obsahy obrazct.

Véta 6.5 (Pythagorova® véta)

V pravouhlém trojuhelniku je obsah ¢tverce nad pfeponou roven souc¢tu obsaht
¢tverct nad odvésnami.

Diikaz:

Uvazujme libovolny pravouhly trojihelnik ABC s odvésnami a, b
a preponou c. Chceme dokazat, ze ¢ = a? + b2

Sestrojme ¢tverec K LM N o strané délky a 4+ b a na jeho stranach
KL, LM, MN, NK pofadébody O, P, Q, R tak, ze |[KO| = |LP| =
= |MQ| = |NR| = b (obr. 6.16). Trojahelniky ABC, ORK, POL,
QPM, RQN jsou shodné (usu), tedy |AB| = |OR| = |PO| =
= |QP| = |RQ| = c. Ctyiahelntk OPQR tedy miize byt ¢tvercem,
nebo kosoctvercem.

Shodné trojuhelniky se shoduji také v odpovidajicich si ihlech, proto
|<ORK| = |<POL|, a dle véty 2.2 (str. 27) v pravouhlém trojihel-
niku ORK plati |[<KOR|+ |[<ORK| = 90°. Pro vnitini thel ROP
¢tyfahelniku OPQR tedy plati:

|[<ROP| = 180° — (J<KOR|+ |<POL|) =
180° — (|[«KOR| + |[<ORK]) =
180° — 90° = 90°.

9Pythagoras ze Samu (~ 570 pf.n.l. — ~ 510 p¥.n.1.) byl fecky filosof a matematik, zakla-
datel tzv. Pythagorejské skoly a pravdépodobné prvni, kdo dokézal Pythagorovu vétu.
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Analogicky zjistime, Ze kazdy vnitini dhel ¢tyithelniku OPQR je
pravy, jedna se tedy o ¢tverec.

Nyni muzeme dvéma zpusoby vyjadiit obsah ¢tverce K LM N — jako
druhou mocninu délky jeho strany, nebo jako soucet obsahu ¢tyt
shodnych pravoihlych trojihelnikt a étverce OPQR — a tato vyja-
dfeni porovnat:

b
(a+0)? = 4-%+02
a’>+2ab+b* = 2ab+ 2
A+ = &2
X
N Q M
P
C R

A c B K b 0 L

Obrazek 6.16: Dikaz Pythagorovy véty

Poznamky:

» Dikazi Pythagorovy véty existuje mnoho, jsou jim vénovany celé publi-
kace.

» Pythagorova véta je zde, tak, jak je obvyklé, formulovana jako implikace.
Lze v8ak dokazat i obracenou implikaci, tzv. obrdcenou Pijthagorovu vétu,
ktera iika, Ze plati-li v trojuhelniku ABC vztah ¢ = a? + b2, pak je
tento trojihelnik pravothly s pfeponou c.!’ Obracenou Pythagorovu vétu
Ize vyuzit jako kritérium, zda je trojuhelnik zadany délkami svych stran
pravouhly.

10Diikaz viz napi. (Horak, 1949).
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Pythagorovu vétu lze riznymi zptisoby zobecnit. Miizeme napiiklad hledat obec-
n&jsi vztah platici i v ostrothlém a tupotihlém trojuhelniku'!| nebo zkoumat
vztah mezi obsahy jinych obrazct sestrojenych nad stranami pravotihlého troj-
thelniku.

Véta 6.6

V pravouhlém trojahelniku je obsah pulkruhu nad pfeponou roven souctu ob-
sahii pilkruht nad odvésnami.

Diikaz:
Mgéjme pravouhly trojuhelnik ABC' s pfeponou c. Pro obsahy piil-
2 b2
kruhit S,, Sy, S, nad stranami a, b, ¢ plati S, = % S, = % S, =
2
= % V trojthelniku ABC plati Pythagorova véta, tedy a? + b? =
c?. Tento vztah stadi vynasobit zlomkem g, ¢imz ziskdme pozado-
vaneé:
wa? n b2 _ wc?
8 8§ 8
X
Véta 6.7

V pravoihlém trojuhelniku ABC' s pfeponou AB sestrojme libovolny trojihel-
nik ABK nad pfeponou a jemu podobné trojihelniky BCL, CAM nad od-
vésnami. Potom obsah trojihelniku ABK je roven sou¢tu obsaht trojuhelnikta
BCL a CAM.

Diikaz:

Oznac¢ime v, vzdalenost bodu L od pfimky BC, v, vzdélenost
bodu M od pfimky AC a v, vzdéalenost bodu K od pfimky AB
(obr. 6.17). Pro obsahy Sapk, Sscr, Scam trojuhelnikit ABK,

e a b .

BCL, CAM plati Sapk = ¢, Spor = 2% Span = % Jelikoz
jsou trojuhelniky ABK, BCL, CAM podobné, je:

E_Y o 4, =% (6.4)

a v, c

c v bv,

S o = =<, 6.5

b b c (6:5)

HTakovym zobecnénim je tzv. kosinovd véta, dle niz v libovolném trojtuhelniku ABC plati,
7e ¢ = a? + b% — 2abcos; dikaz viz napt. (Halas, 2016).
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V trojuhelniku ABC plati Pythagorova véta, tedy a® + b? = c2.
Tento vztah ekvivalentné upravime:

2 2 2 Ve
| — . ZC
a” ¢ | 2c
a®v. b, CU, .
5 5. = 3 |dosad1me (6.4) a (6.5)
avg | buy  cvc
2 2 2
X
M C
v L
b a
A < B
Ve
K

Obréazek 6.17: Zobecnéni Pythagorovy véty

Poznambka:

» Véty 6.6 a 6.7 jsou jen konkrétnimi pfiklady zobecnéni véty 6.5. Lze doka-
zat obecnéji tvrzeni Fikajici, Ze sestrojime-li navzajem podobné'? obrazce
nad stranami pravouhlého trojuhelniku, potom soucet obsahii obrazct nad

odvésnami je roven obsahu obrazce nad preponou.

Véta 6.8 (Eukleidoval® véta o vysce)

V pravouhlém trojihelniku je obsah ¢tverce nad vySkou na preponu roven ob-
sahu obdélniku, jehoZ strany jsou shodné s tseky piepony, na néz je pfepona
rozdélena patou vysky.

Driikaz:

Mgéjme trojuhelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C, vysku na
preponu oznacime v, patu vysky P a tuseky pfepony c,, ¢, kde ¢, je

12Podobnost obecné zavadime v kapitole 10.

13 Bukleidés (~ 325 pf.n.l. — ~ 260 pf.n.l) byl Fecky matematik a geometr. Byva povaZo-
van za nejvyznamnéjstho matematika antického svéta. Jeho neznaméjsi dilo Zdklady (fecky
Stoicheia) bylo na svou dobu pro deduktivni vystavbu (nejen) geometrie zcela vyjimeéné.
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usek prilehly k odvésné a a ¢, je tsek pfilehly k odvésné b (obr. 6.18).
Chceme dokazat, ze v2 = cqCp.

Trojahelniky ABC a ACP jsou podobné podle véty uu (pravy thel
a thel a), trojihelniky ABC a CBP jsou rovnéZ podobné podle véty
uu (pravy uhel a thel §). Proto jsou podobné i trojahelniky AC'P
a CBP. Z této podobnosti plyne:

|CP] B |AP|

\BP|  |CP|
vo_ %
o v’
V2 = Cuth.

X
C
b v a
c, |P Ch
A c B

Obréazek 6.18: K dikaztim Eukleidovych vét

Obrazek 6.19: Rovnost obsahii obrazcu dle Eukleidovych vét

Vé&ta 6.9 (Eukleidova véta o odvésné)

V pravoihlém trojahelniku rozdélime pieponu patou vysky na pireponu na dva
aseky. Potom je obsah ¢tverce nad libovolnou z odvésen roven obsahu obdélniku,
jehoZ strany jsou shodné s pfeponou a tsekem piepony pfilehlym k pFislusné
odvésné.
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Diikaz:

Mgéjme trojuhelnik ABC' s pravym thlem pfi vrcholu C, vysku na
pfeponu oznacime v, patu vysky P a tsek prepony pfilehly k od-
vésné a oznaéime ¢, (obr. 6.18). Vétu dokazeme pro odvésnu a. (Pro

odvésnu b bychom postupovali analogicky.) Chceme tedy dokézat, ze
2

a’® = ccq-
Trojthelniky ABC a CBP jsou podobné (uu). Proto plati:
|BC|  |AB|
\BP|  |CB|’
e _ ¢
o  a
a = ce,.
X
Poznamky:

» Eukleidovy véty (véty 6.8 a 6.9) lze, stejné jako vétu Pythagorovu, dokazat
mnoha riznymi zpisoby.

» Obrazce, jejichz obsahy se dle Eukleidovych vét rovnaji, jsou znézornény
na obrézcich 6.19a (k vété 6.8) a 6.19b (k vété 6.9).

» Eukleidovy véty (véty 6.8 a 6.9) plati, obdobné jako véta Pythagorova
také jako véty obracené.

Véta 6.10 (Héroniv** vzorec)
Pro obsah Sa trojuhelniku ABC plati Sa = +/s(s —a)(s — b)(s — ¢), kde s
znadi poloviéni obvod trojuhelniku ABC.

Driikaz:

V trojuhelniku ABC sestrojime vysku v,. Buno muZzeme predpokla-
dat, Ze v, protina stranu a, nebot v kazdém trojuhelniku vzdy ales-
pon jedna vyska tuto vlastnost mé. Délky tsecek, na néz je strana a
patou vysky v, rozdélena, oznacime x a a — x (obr. 6.20). Podle
Pythagorovy véty plati:

0l = A (6.6)
(a—z)>+v2 = V> (6.7)
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Obrazek 6.20: Hérontv vzorec

Odeétenim vztahu (6.6) od vztahu (6.7) ziskame a? — 2az = b? — ¢2,
odtud vyjadiime z:
a2 + 2 — 2

Ze vztahu (6.8) dosadime za x do vztahu (6.6) a vyjadiime v,:

2o 2 (a2+02—b2)2:4a262—(a2—|—c2—b2)2
@ 2a 4q2 ’
\/4(1202 _ (a2 T2 — b2)2
Vg = %0 .

Vyjadfenou vysku v, nyni dosadime do vztahu (6.1) pro obsah Sa
trojuhelniku ABC a ziskany vyraz postupné upravujeme pomoci
rozkladu A? — B2 = (A + B)(A — B) a vzorct (A + B)%:

ave  /4a*c? — (a® + ¢ — b?)?

S = 5 1 =
 VQ@ac+a?+ - (2ac—a? — 2 +b?)
= i —

_ Vlla+e)2 -0 — (a—c)?] _
4
_ Via+e+b)(ate—bb+a—c)b—a+c)
1 :

M Heéron z Alexandrie (10-75) byl starovéky matematik, fyzik a vynalezce. Vztah pro vypocet
obsahu trojihelniku z délek jeho stran uvedl v dile Metrika.



6 Obvod a obsah 107

b
Polozime-li s = M, resp. a+b+c¢ = 2s, miZeme napi. druhou

zévorku pod odmocninou v posledni Gpravé vyse prepsat nasledovneé:

at+c—b=a+c+b—2b=2s— 2b.

Pro obsah Sa tedy plati:

_ \V/25(2s — 2b)(2s — 2¢)(2s — 2a) _ V/16s(s — b)(s — ¢)(s — a)

Sa 4 4

=/s(s—a)(s —b)(s —c).
X

Na zavér kapitoly s vyuZitim Pythagorovy véty dokdzeme vétu 3.13 (str. 63).
Diikaz:

Mg&jme nesoustiedné kruznice k1 (S1;71), k2(S2;72). Checeme ukazat,
Ze mnozinou vsech bodi, které maji k témto kruznicim stejnou moc-
nost, je primka kolma ke stredné.

Nejprve zjistime, zda existuje bod A € «+— 51.55, ktery ma k obéma

kruznicim stejnou mocnost, tj. m,?l = m‘,?g. Tuto rovnost prepiSeme

pomoci definice mocnosti bodu ke kruznici:
|A51|2 - ’I"% = |AS2|2 - T‘g. (69)
Buno predpokladejme, ze r1 > ro. Ze vztahu (6.9) plyne, Ze po-
tom také |ASi| > |ASs|, a tedy pokud bod A existuje, pak lezi na
polopfimce SSs, kde S je stiedem S7.55. Diky tomu je
|ASy| = |s — |AS, ]|, (6.10)

kde s je délka stFedné, tj. s = |S152].
Vztah (6.10) dosadime do vztahu (6.9) a po upravé dostaneme:

2242

,
AS = - 0
A8 2s >

z ¢ehoz plyne, Ze bod A existuje a je jednoznac¢né urcen.
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Vedme bodem A kolmici b k pfimce S1.55. Pro libovolny bod B # A
pfimky b podle Pythagorovy véty plati (obr. 6.21):
|BS: |2
|BS:[®

|AS;|? 4 |ABJ?, resp. (6.11)
|ASs|? + |ABJ%. (6.12)

Vyjadienim vyrazti |AS1|?, |AS2|? ze vztahit (6.11), (6.12) a jejich
dosazenim do vztahu (6.9) ziskdme po tprave:

|BSl|2*7’% = |BSQ|2*T’§, neboli
B B
myg, = My,

pro kazdy bod B primky b.

Obréazek 6.21: Mnozina bodi majicich stejnou mocnost k danym kruznicim

Jesteé je tfeba ukazat, ze zadny jiny bod roviny jiz nemé stejnou moc-
nost k danym kruznicim, coz dokédZeme sporem. Predpokladejme, Ze

existuje bod C' takovy, ze mkc1 = m%, tj-

|C'51|2 - 7‘% = |052|2 - Tgv (6.13)

pficemz C' ¢ b (tzn., Ze rovndz bod C nelezi na pfimce 5152, ne-
bot jsme jiz ukazali, Ze na této pfimce lezi jediny bod A majici
stejnou mocnost k obéma kruznicim, avSak tento bod je bodem
pfimky b). Bodem C vedme kolmici ¢ k pfimce S1S3 a ozna¢me D
prusec¢ik primek ¢, S1.55. Z Pythagorovy véty aplikované po radé
na trojihelniky S;CD, S2CD ziskdme |CS1|? = |DS1|? + |CD|?,
|CSs]? = |DS2|> + |CD|? a po dosazeni do vztahu (6.13) vychazi,
ze |DS1|> — r} = |DSa|* — 13, neboli m) = my), kde D # A A
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6.7

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

AN D € +— 5155, coz je spor, nebot jsme vySe dokazali, ze A je
jedinym bodem piimky S7.52, ktery ma k danym kruznicim stejnou
mocnost. <

Ulohy

Trojahelniky K LM a K'L'M’ jsou podobné, pficemz |[K'M’| = k|K M|,
k > 0. Jaky poméru jejich a) obvodi, b) obsahu?

Vyjadrete obvody a obsahy Sed& vybarvenych obrazct (obr. 6.22) v za-
vislosti na délce strany a ¢tverce, jemuZz jsou obrazce ,vepsany/opsany“.
Obrazce jsou ohrani¢eny tuseCkami a Castmi kruznic, jejichz stiedy jsou
vzdy ve vrcholech nebo zvyraznénych stfedech stran ¢i ihlopficek ¢tverce.

¢

Obrazek 6.22: K uloze 6.2

Stied ramene BC' lichobéZniku ABCD oznacte E. Jaky je pomér obsahii
lichob&zniku ABCD a trojuhelniku ADE?

Délky zakladen lichob&zniku jsou 6cm a 4 cm, jeho obsah je 25cm?. Vy-
poctéte obsahy ¢tyr trojihelnikid, na které je lichobéZznik rozdélen svymi
uhlopfickami.

Lichobézniku ABCD lze vepsat kruZnici. Délky jeho ramen jsou 3cm
a b cm, jeho stfedni pricka jej déli na dva lichobézniky, jejichz pomér ob-
saht je 5: 11. Urcete délky jeho zékladen.

Do kruznice k(5,24 cm) jsou vepsany dvé kruZznice I, lo o polomérech
12 cm tak, Ze s kruznici k£ maji vnitfni dotyk a spolu navzajem maji vnéjsi
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6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

6.16
6.17

6.18

6.19

dotyk v bodé S. Vypoctéte polomér kruznice m, ktera se dotyka vsech ti{
zadanych kruznic.

Do ¢tvrtkruhu o daném poloméru R vepiste kruh o maximalnim obsahu.
Urcete polomér vepsaného kruhu v zavislosti na R.

Vypocitejte obsah trojuhelniku ABC a délky jeho vysek, je-li @ = 10 cm,
b=8cm, ¢ =14 cm.

Je dan ¢étverec ABCD. Ozna¢me S stied jeho strany BC a @ prisecik
pfimek AS a BD. Pfimky AS a BD dé&li étverec ABCD na &tyfi ¢asti.
Uréete jejich obsahy, jestlize obsah trojuhelniku BSQ je 8 cm?.

Vyjadiete polomér kruznice opsané r a polomér kruznice vepsané g pravi-
delnému pétithelniku, jehoz strana ma délku a.

V pravoihlém trojuhelniku ABC' s preponou c¢ je dana odvésna a = 4 cm
a téZnice t, = 6 cm. Vypocitejte délku téznice .

V obdélniku ABCD vyjadiete vzdéalenost bodu C od tsecky BD v zéavis-
losti na délkach a = |AB|, b = |BC.

Do rovnostranného trojuhelniku ABC' o strané délky a je vepséan &tverec
KLMN. Vyjadiete délku x strany Ctverce v zéavislosti na délce a, jestlize
KLCAB N MeBC N N e AC.

Dokazte Pythagorovu vétu jako primy dusledek vét Eukleidovych (vét 6.8
a 6.9).

Dokazte Eukleidovy véty (véty 6.8 a 6.9) jako piimy disledek véty Pytha-
gOrovYy.

Dokazte Eukleidovy véty (véty 6.8 a/6.9) uzitim mocnosti bodu ke kruznici.

Dokazte, Ze v lichob&zniku ABCD se zakladnou AB plati e? 4 f2 = b? +
+ d? + 2ac.

Dokazte, ze v pravouihlém trojuhelniku je soucet délek odvésen roven
souc¢tu pruméri kruznice opsané a vepsané.

Je dan ¢tverec ABCD, bod F je stfedem tsecky AB, bod F je stfedem
useCky C'D. Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka piimky F'B a prochazi
body A, E.



Kapitola 7

Mnoziny bodt dané vlastnosti

V této kapitole se vénujeme mnozindm bodu spliujicich ur¢ita kritéria. Neni-li
feceno jinak, zabyvame se jen mnoZzinami bodi v eukleidovské roviné (skutec-
nost, ze mame na mysli mnozinu boda v roviné pro jednoduchost ob¢as neuvéa-
dime). Eukleidovskou rovinu dale zna¢ime FE,.

7.1 Zakladni pojmy a mnoziny

MnoZinou bodi dané vlastnosti nazyvame takovou mnozinu bodi, pro kterou
plati, Ze kazdy bod této mnoziny ma danou vlastnost a zaroveni kazdy bod,
ktery ma danou vlastnost, je bodem této mnoziny.

Poznamky:

» Typickymi vlastnostmi bodu jsou napiiklad: bod lezi v pfedepsané vzda-
lenosti od né&jakého objektu, bod je vrcholem thlu o dané velikosti apod.

» Ve starsi ¢eské terminologii se mnoziny bodi dané vlastnosti nazyvaly
geometrickd mista bodi.

» Zdirazndme, Ze mnozinou bodi dané vlastnosti dale rozumime (dle druhé
Casti definice vy8e) mnozinu vSech bodi dané vlastnosti.

S nékterymi typickymi mnozinami bod dané vlastnosti jsme se jiz v predchozich
kapitolach setkali, napfiklad s kruZnici a kruhem, osou tsecky, osou thlu ¢i

111
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Thalétovou kruznici. Tyto mnoziny pfipomeneme a zarovein na nich ukaZzeme
razné zpusoby jejich zapisu a grafického znazornéni.

Kruznice k se stfedem S a polomérem r, kde r > 0, je mnozinou bodi v rovinég,
které lezi ve vzdalenosti r od bodu S. Symbolicky piSeme k(S,r), mnoZzinové
mizeme psat k = {X € Eo; | XS|=r}.

Kruh K se stfedem S a polomérem r, kde > 0 je mnozinou bodi v roving,
které lezi ve vzdélenosti mensi nebo rovné r od bodu S. Symbolicky piseme
K(S,r), mnozinové mizeme psat K = {X € Ey;|XS| <r}.

Osa isecky AB je mnozinou bodi v roving, které maji stejnou vzdalenost od
bodu A jako od bodu B. Lze dokazat, Ze je to primka kolmé k tse¢ce AB, ktera
prochazi stfedem AB (viz véta 1.3, str. 23). Symbolicky piSeme o4p (nebo
libovolné jiné malé pismeno jako oznaceni pifmky), mnoZinové miiZzeme psat

oAB = {X S EQ; |XA| = |XB‘}

Thalétova kruznice nad usetkou AB je mnoZinou vrcholi pravych thla pravo-
ahlych trojuhelniki s pfeponou AB (viz véta 3.6, str. 51) lezicich v dané roving.
Symbolicky piSeme 745 (nebo libovolné jiné malé pismeno jako oznadeni kruz-
nice), mnozinové mizeme psat Tap = {X € Ey; |[<AXB| = 90°}. Graficky se
jedné o kruznici nad primérem AB vyjma bodi A, B, coz miZeme znazornit

tak, jak je ukdzano na obr. 7.1.
TAB

A B

Obrazek 7.1: Thalétova kruZnice nad tuse¢kou AB

Déle definujeme nékolik dalsich, dosud nezminénych, elementarnich mnoZzin bodua
dané vlastnosti.

Mnozinu bodt v roving, které lezi v dané vzdalenosti d (d > 0) od dané
pfimky p, nazveme ekvidistantou primky p.

Poznamky:
» Z definice vzdalenosti bodu od pfimky (str. 19) vyplyva, Ze ekvidistantou
piimky p je dvojice riznych pifimek ey, es rovnobéznych s piimkou p,
pfiemz |pe;| = |pes| = d (obr. 7.2).
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» Kazdou z pfimek miZeme oznacit zvlast malym pismenem (zde pouzito
znaceni e1, e3) nebo miZzeme oznaédit celou mnoZzinu libovolnym velkym
pismenem, napt. M. Potom je M = {X € E;|Xp| =d} =e; Ues.

Obrézek 7.2: Ekvidistanta pfimky p

Mnozinu boda v roving, které lezi v dané vzdélenosti d (d > 0) od dané
kruznice k(S, ), nazveme ekvidistantou kruznice k.

Poznamky:

» Z definice vzdalenosti bodu od libovolného utvaru (str. 19) vyplyva, zZe
ekvidistantou kruZnice k je/jsou
(a) pravé dvé kruznice 1 (S;r +d), I2(S;r — d), pokud r > d (obr. 7.3a),
(b) pravé jedna kruznice [(S;r + d) a bod S, pokud r = d (obr. 7.3b),
(c) pravé jedna kruznice I(S;r + d), pokud r < d (obr. 7.3c).

» Oznacime-li M ekvidistantu kruznice k, pak M = {X € Fs;|Xk| = d}.

b) c) l
‘ ‘

Obrazek 7.3: Ekvidistanta kruznice k

Mnozinu bodi v roviné, které maji stejnou vzdalenost od danych navzajem
ruznych rovnobézek a, b, nazveme osou rovinného pdsu uréeného primkami
a, b.
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Poznamky:

» Z definice vzdalenosti bodu od piimky (str. 19) vyplyva, Ze osou rovinného
pésu ur¢eného primkami a, b je primka o044, ktera je rovnobézné s primkami
a, b a prochazi stfedem Ssp libovolné tsecky AB, kde A € a AN B € b
(obr. 7.4a).

» Mnozinové lze psat: o4 = {X € Es; | Xa| = | Xbl|}.

Obrazek 7.4: Osa rovinného pésu a osa ruznobézek

Mnozinu bodi v roving, které maji stejnou vzdalenost od danych riznobézek
a, b, nazveme osou riuznobéZek a, b.

Poznamky:

» S touto mnozinou jsme se jiz setkali v podobé& sjednoceni os thla sevienych
dvéma riiznob&zkami (viz véta 1.4, str. 24). Je tvofena dvéma navzéijem
kolmymi p¥imkami (obr. 7.4b).

» Oznac¢ime-li danou mnozinu M, lze psat: M = {X € Es; |Xa| = | Xb|}.

Mnozinu bodi v roving, které lezi v dané vzdalenosti d (d > 0) od dané
useCky AB, nazveme ekvidistantou usecky AB.

Poznamky:

» Z definice vzdalenosti bodu od libovolného utvaru (str. 19) vyplyva, Ze
ekvidistanta tsecky AB je sjednocenim dvou shodnych a s AB rovnobéz-
nych tsedek spolu se dvéma polokruznicemi se stfedy A, B (viz obr. 7.5).
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» Dle nékterych zdroji se pro ekvidistantu tisecky pouziva té% termin ovdl!,

v praxi se s touto mnozinou setkdme na nékterych sportovistich (b&zecky

oval).
—

Obréazek 7.5: Oval

7.2 Mnozina bodi, z nichz vidime tsecku pod
danym thlem

Bodem, z néjz vidime usecku AB pod daniym tihlem «, rozumime takovy bod X,
Ze |<AX B| = a, pfitemZ ze dvou moZnych riznych uhli AX B uvaZujeme ten
mensi, tedy « € [0°;180°]. Nejprve se podivejme na specifické piipady, kdy
a € {0°;90°;180°}:
(a) a=0°
Aby byl thel AXB nulovy, musi body A, X, B leZet v jedné piimce
a zarovenn bod X nesmi byt bodem tusecky AB. Hledanou mnoZinou je
tedy sjednoceni opa¢nych polopiimek k polopfimkim AB a BA vyjma
bodu A, B (obr. 7.6).

A B

Obrazek 7.6: MnoZina bodt, z nichZ je AB vidét pod thlem o velikosti 0°

(b) a=90°
Regenim tohoto problému je Thalétova kruznice nad tuseckou AB, viz vé-
ta 3.6 (str. 51).

(¢) a=180°
Aby byl thel AX B pfimy, musi byt bod X vnitinim bodem usecky AB.
Hledanou mnozinou je v tomto piipadé usecka AB bez jejich krajnich
bodu A, B (obr. 7.7).

LV literatufe viak lze nalézt rtzné definice ovalu, které jsou v rozporu s nasim pojetim,
srovnej napf. s (Sedladek a kol., 1981).
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A B
Obrazek 7.7: Mnozina bodt, z nichz je AB vidét pod thlem o velikosti 180°
Uvazujeme-li jiny bod X neZ ve vySe uvedenych piipadech (a) aZ (c), bude thel
AX B ostry nebo tupy (obr. 7.8).

Xi
Xo

A B

Obrazek 7.8: Rtizné body, z nichz je AB vidét pod ostrym /tupym thlem

Véta 7.1

Necht je dana tsetka AB a &slo a € (0°;90°). Mnozinou bodd, z nichz je
useCka AB vidét pod thlem o velikosti «, je sjednoceni vétsich kruZnicovych
obloukit AB kruznic k1(S1,[S14]), k2(S2,|S24|) vyjma bodi A, B, kde body
S, S lezi na ose tsecky AB a zaroven |<AS;B| = |[<ASeB| = 2a.

Diikaz:

Ozna¢me M sjednoceni vétsich kruznicovych oblouki AB kruznic
k1, ke vyjma bodu A, B. Je tfeba dokézat, ze pro kazdy bod X € M
je |[<AX B| = « a také ze pro libovolny bod Y ¢ M je |<AY B| # «.

Prvni ¢ast dikazu je pfimym disledkem véty 3.7 (str. 54), nebot pro
libovolny bod X € M je uhel AX B obvodovym thlem pfislusejicim
stfedovému thlu AS; B, resp. AS3B (obr. 7.9).

Zvolme libovolny bod Y ¢ M lezici v oblasti omezené mnozinou M.
Bud Y € AB (tedy |<AY B| = 180°), nebo existuje prusedik X
polopfimky AY s mnozinou M (obr. 7.10a). Z prvni ¢asti dikazu
vime, Ze |[<AX B| = a. Dle véty 2.3 (str. 28) je |[<AY B| = |[<AX B|+
+|<XBY|, tedy |<AY B| > a.



7 Mnoziny bodu 117

kl
vo

Obrazek 7.9: Mnozina bodt, z nichz vidime tsecku pod ostrym thlem

Obrézek 7.10: K dikazu véty 7.1

Zvolime-li libovolny bod Y ¢ M lezici vné oblasti omezené mnozi-
nou M, tak bud Y € «— AB (tedy |<AY B| = 0°), nebo existuje
prusecik X alespon jedné z polopfimek AY, BY s mnozinou M.
Buano predpokladejme, ze X = — AY N M (obr. 7.10b). Z prv-
ni asti dikazu vime, ze |[<AXB| = a. Dle v&ty 2.3 (str. 28) je
|<AX B| = |[<AY B| + |<XBY|, tedy |<AY B| < a.

X

Véta 7.2

Necht je dana tsetka AB a ¢islo a € (90°;180°). MnoZinou bodd, z nichz je
useCka AB vidét pod thlem o velikosti «, je sjednoceni mensich kruZnicovych
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obloukit AB kruznic ki (S, [S1A4]), k2(S2,[S2A[) vyjma bodi A, B, kde body
S1, Sz lezi na ose AB a zaroven |<AS1B| = |<<AS2B| = 360° — 2« (obr. 7.11).

Diikaz vyplyva z véty 4.12 (str. 76) a z dikazu véty 7.1. 5

Obrazek 7.11: MnozZina bodd, z nichZ vidime tse¢ku pod tupym thlem

Poznamka:

» V dukazu véty 7.1 (totéZz bychom analogicky ziskali i v diikazu véty 7.2)
jsme ukazali nejen, Ze pro libovolny bod Y ¢ M je |[<AY B| # «, ale
také ze pro vnitini bod mnoziny M je |[<AY B| > a a pro vné&jsi bod je
|<AY B| < a.

Z vét 7.1 a 7.2 vyplyva, jak k dané tsecce AB sestrojit mnozinu bodd, z nichz je
tato tsecka vidét pod danym dhlem «. Kli¢ové je sestrojit stiedy S, S kruznic
k1, ko. Uvédomme si, Ze trojuhelniky ABS7, ABS; jsou shodné a rovnoramenné.
Jejich vnitini thly p¥i zdkladné AB jsou tedy shodné a jejich velikost je 90° — a
pro a < 90° a o — 90° pro a > 90°. V obou pfipadech tedy mizeme postupovat
nasledovné (obr. 7.12): Sestrojime polopiimku AP tak, aby |[<<BAP| = a, poté
pfimku AR | — AP a osu oap tsetky AB. Bod S je prise¢ikem piimky AR
a 0sy 0o4p, bod Sy je s bodem S osové soumérny? podle osy AB.

P

Obréazek 7.12: Konstrukce mnoziny bodi, z nichz vidime AB pod danym thlem

20sova soumérnost viz podkapitola 9.2.
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7.3 Kuzelosecky

Kfiivky vznikajici jako Fezy rotacni kuZelové plochy rovinou, kter& neprochézi
vrcholem kuzelové plochy, nazyvame requldrnimi kuZeloseckami. Muzeme takto
ziskat kruZnici, elipsu, parabolu a hyperbolu. KruZnici jsme se jiz podrobné
zabyvali v kapitole 3, ostatnim regularnim kuzeloseckdm se budeme vénovat
zde.

Mnozinu bodid v roviné, které maji od dvou danych riznych boda E, F
konstantni soucet vzdalenosti roven v, kde v > |EF|, nazveme elipsou.

Body F, F nazyvame ohniska elipsy.

Poznamka:

» Délka v v definici elipsy je délkou tzv. hlavni osy elipsy. Jelikoz se v lohach
Casto pracuje pouze s délkou poloviéni (délkou tzv. hlavni poloosy elipsy),
byva z praktickych divoda oznafovana 2a (obr. 7.13). Oznacime-li elipsu
e, mizeme psat e = {X € Ey; |[EX| + |FX| = 2a}.

» Pripustime-li splynuti boda E, F' v definici elipsy, ziskdme kruznici se
sttedem E = F a prumérem v. Na kruZznici lze tedy pohlizet jako na
specialni pripad elipsy.

Obrazek 7.13: Elipsa

Mnozinu bodi v roving, které maji stejnou vzdélenost od daného bodu F
jako od dané piimky d, pfi¢emz F ¢ d, nazveme parabolou (obr. 7.14).

Bod F' nazyvame ohniskem paraboly, piimku d idici primkou paraboly
a |Fd| parametrem paraboly.
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Poznamka:

» Oznaime-li parabolu p, miZzeme psat p = {X € Ey; | X F| = |Xd|}.

X

Obrazek 7.14: Parabola

Mnozinu bodu v roving, které maji od dvou danych rtznych bodu E, F
konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti rovnou v, kde 0 < v <
|EF|, nazveme hyperbolou.

Body E, F nazyvame ohniska hyperboly.

Obrazek 7.15: Hyperbola

Poznamky:

» Pokud bychom v definici hyperboly uvazovali rozdil vzdalenosti bez abso-
lutni hodnoty, ziskali bychom jen jednu ¢ast, tzv. vétev, hyperboly.

» Délka v v definici hyperboly je délkou tzv. hlavni osy hyperboly. Jelikoz
se v ulohach Casto pracuje s délkou poloviéni (délkou tzv. hlavni poloosy
hyperboly), byva z praktickych divodi oznacovana 2a (obr. 7.15). Ozna-
¢ime-li hyperbolu h, mizeme psat h = {X € Ey;||EX| — |[FX|| = 2a}.

Regularni kuzelosecky lze definovat i jinymi zptisoby. Zde zminime je$té tzv.
spole¢nou definici kuZelosecek.
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Je dana primka d (Fidici primka), bod F' (ohnisko), kde F' ¢ d, a konstanta
| XF|
| Xd|

€ > 0. Mnozinu bodu v roviné, pro které plati = £, nazveme

(a) elipsou pro e < 1,
(b) parabolou pro e =1,

(¢) hyperbolou pro e > 1.

Poznamky:

» Posledni definice v ¢asti (b) odpovida vySe uvedené definici paraboly. Pro
elipsu a hyperbolu je vsak pfistup jiny a napovidd nam, ze i tyto dvé
kuzelosecky maji Fidici pfimku (diky symetrii dokonce dvé).

» Spole¢nou definici kuzelose¢ek nelze definovat kruznici.

» Kuzeloseckami nazyvame vSechny mnoziny bodi, které 1ze ziskat jako pru-
nik rota¢ni kuzelové plochy rovinou. Vedle regularnich kuzelosecek existuji
také tzv. singuldrni kuZelosecky, které jsou prinikem kuzelové plochy s ro-
vinou prochazejici vrcholem kuzelové plochy. Singularni kuzelose¢kou je
napiiklad bod nebo dvojice rtiznobéznych piimek.

7.4 Apolléniova kruznice

V podkapitole 7.3 jsme definovali elipsu, hyperbolu a parabolu mimo jiné jako
kfivky, jejichz podil vzdalenosti od pevné dané piimky a bodu na ni neleziciho
je konstantni. MuZzeme se zamyslet nad tim, co ziskdme, budeme-li zkoumat
mnozinu bodi, jejichZz podil vzdéalenosti od dvou riznych pevnych bodi je kon-
stantni.

Véta 7.3

Necht jsou dany dva rizné body A, B a kladné &islo A # 1. Mnozinou bodu X
X

v roving, pro néz plati BX|| = ), je kruZnice k sestrojena nad prumérem CD,

[AC| _ |AD] _

kde C' a D jsou body pfimky AB splaujici vztah \BC| ~|BD| ~



122

7 Mnoziny bodu

Diikaz:

Nejprve ukazeme, Ze spliuje-li bod X dany vztah, potom lezi na
kruznici k£ nad primérem CD. Body C, D nalezneme na piimce
AB pomoci podobnych trojahelnikii (viz obr. 7.16, déleni usecky
v daném poméru podrobnéji viz kapitola 8, str. 130). Mimochodem,
jsou to body, jejichz délici pomér vzhledem k bodim A, B je roven
A, resp. — A\, a pro A # 1 je lze vzdy sestrojit.

A

1
A C’\I/B D

Obréazek 7.16: Konstrukce boda C, D

[AX] _
BX] ~
Ved'me bodem B piimku rovnob&znou s AX (obr. 7.17). Jeji prisecik
s pfimkou C'X ozna¢me E. Z podobnosti trojuhelnikai AXC a BEC
(uu; shodnost dvojic thla plyne ze ZT 3, str. 16, a ZT 4, str. 17)
|AX]| |AC| |AX| .

| = +—— = A = —— = |BFE| = |BX|.Trojuhelnik
plyne BE| BC| BX| |BE| = |BX|.Trojuhelni
BEX je tedy rovnoramenny a dle vty 2.5 (str. 32) plati |[<BXE| =
= |[<BEX]|.

Predpokladejme, ze pro bod X ruzny od C, D plati

Obréazek 7.17: Rovnoramenny trojihelnik BEX

Obdobné z podobnosti trojuhelniki ADX a BDF, kde F' je pru-
se¢ikem pfimek BE a DX, odvodime rovnost |BF| = |BX| a poté
rovnost velikosti ahlt pii vrcholech F' a X zvyraznénych na ob-
razku 7.18.
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Obrazek 7.18: Rovnoramenny trojuhelnik BF X

Dle véty 2.3/ (str. 28) je 2|<BXC|+2|<BXD| = |<FBX|+|<X BE|.
Uhly FBX a X BE jsou vedlejsi, proto |[<FBX|+ |<XBE| = 180°,
a tedy |<BXC|+ |<BXD| = 90°. Bod X proto nalezi Thalétové
kruznici k£ nad tseckou CD (viz véta 3.6, str. 51).

Dale je tfeba ukézat, Ze kazdy bod kruznice £ ma pozadovanou vlast-
nost. Uvazujme libovolny bod Y € k, tedy |<CY D| = 90°. Ozna¢me
pofadé E, F pruseciky ptimek CY, DY s ptimkou vedenou bodem B
rovnobé&zné s pfimkou AY (obr. 7.19).

Obrazek 7.19: K druhé ¢asti dukazu véty 7.3

Z podobnosti dvojic trojahelnikit ACY, BCE a ADY, BDF (uu)
|AY|  |AC] = |AD|  |AY]
|BE| |BC| ~ |BD| |BF|’
|BE| = |BF|. Jelikoz je |<DYC| = 90° = [<F'Y E|, lezi bod Y na
Thalétové kruznici ¢t nad EF, a tedy |BE| = |BY|.

vyplyva rovnost poméra a tedy

AY AC
Jiz vime, Ze ||BE|| = |BC'|| = \. Dosadime-li za |BE| vyraz |BY]|,
dostavame pozadovany vztah | | A

BY| ~
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Mgjme dva riazné body A, B a kladné ¢islo A # 1. MnoZzinu bodd X v roving,

pro néz plati

[AX]
|BX]|

= )\, tj. kruznici z véty 7.3, nazyvame Apolléniovou

kruznict.

7.5

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6
7.7

7.8

7.9

7.10

7.11

Ulohy

Sestrojte mnozinu st¥edd vSech kruznic, které se dotykaji dané primky p
v jejim daném bodé T.

Sestrojte mnozinu stfedi vSech kruznic, které se dotykaji dané kruznice k
v jejim daném bodé T

Jsou dany soustifedné kruznice k(K,5 cm), I(K,2 cm) a bod M tak, ze
|KM| = 4cm. Sestrojte vSechny kruZnice, které se dotykaji kruznic k, [
a prochazi bodem M.

Je déna tusecka AB. Sestrojte mnozinu stiedu vSech koso¢tverci ABCD.

Je dana usetka AB. Znézornéte mnozinu bodu, ze kterych je tsecka AB
vidét pod dhlem o velikosti « € (30°;60°).

Znézornéte mnozinu bodu stejné vzdalenych od ramen ostrého thlu AV B.
Je déna piimka p a bod A, ktery na ni nelezi. Sestrojte mnoZinu stiedu
vSech tsecek AX, jestlize X probiha piimku p.
Jsou dény rizné rovnobézky a, b. Sestrojte mnozinu bodi, které maji od
pfimky a dvojnasobnou vzdalenost nez od pifimky b.
Uréete mnozinu t6%ist vSech pravoihlych trojihelniki se spole¢nou pie-
ponou AB.
Sestrojte nékolik ruznych bodu

(a) elipsy, jsou-li dana ohniska E, F' a konstanta 2a > |EF]|,

(b) paraboly, je-li dana Fidici pfimka d a ohnisko F, kde F' ¢ d,

(c) hyperboly, jsou-li ddna ohniska E, F' a konstanta 2a < |EF|.
Je déan trojuhelnik ABC. V mnoziné M sestrojte mnozinu bodia X ma-

jicich vlastnost |XA| > |XB|, jestlize (a) M = +— AB, (b) M = E,
(c) M = AABC.




Kapitola 8

Konstrukéni tlohy

Za konstrukéni ulohu povazujeme tlohu, v niz je poZadovano sestrojeni geo-
metrického utvaru (pfesnéji viech geometrickych atvart) spliwjictho dané pod-
minky. Podstatou feSeni takové tilohy neni samotné konstrukce, ale deduktivni
tvaha vedouci k feSeni tlohy, neboli nalezeni idedlni posloupnosti vhodnych
elementarnich krokt.

K feSeni konstrukénich tloh vyuZivame zpravidla mnoziny bodi danych vlast-
nosti, tj. vychézime z toho, co je zadano, a nezadané body hledame jako body
spliwujici vzhledem k zadanym objekttim néjaké vlastnosti. Ve specifickych pii-
padech lze také vyuzit metodu algebraického vypoctu.

8.1 Elementarni eukleidovské konstrukce

Rozlisujeme dva zékladni typy konstrukei — eukleidovské a neeukleidovské.

Eukleidovskou konstrukci nazyvame takovou konstrukci, k jejimuz prove-
denf nam stac¢i pouze pravitko (s jednou rovnou stranou a bez méfitka, tzv.
eukleidovské pravitko) a kruZitko.

Poznamky:

» S uvedenymi pomtickami jsme schopni spojit dva dané body rovnou ¢arou
(pfimkou), rovnou ¢aru podle pott¥eby na obé& strany prodlouZit a sestrojit

125
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kruznici se zadanym stfedem prochazejici danym bodem.!

» Neékteré konstrukéni tlohy nelze fesit eukleidovsky, k jejich FeSeni je za-
potiebi vyuzit dalsi pomucky (napfiklad k¥ivitko aj.). V dalsim textu se
zabyvame pouze konstrukcemi eukleidovskymi.

Uvédomme si, ze nékteré bézné konstrukce, jako napiiklad vést danym bodem
kolmici k dané pifimce, vést danym bodem rovnobézku s danou pifimkou aj.,
konstruujeme bézné pomoci trojthelniku s ryskou, dvojice pravitek apod., tedy
vlastné neeukleidovsky. Tyto elementarni konstrukce vsak za eukleidovské pova-
zZujeme, nebot je eukleidovsky Fesit lze, pouze je pro jednoduchost v postupech
Rovnéz pro jednoduchost pfipustime zadani uloh (délek usecek, poloméri kruz-
nic aj.) v jednotkach délky.?

Eukleidovsky téz miuZzeme sestrojit osu thlu a osu tsecky, graficky secist ¢i
odecist tsecky ¢i ihly nebo prenést tihel. Déle lze eukleidovsky sestrojit thly
o velikostech 60° a 180° a nésledné pak thly, které ziskame jejich piilenim ¢&i
zdvojenim.?

Vedle vySe zminénych elementarnich konstrukei lze z pohledu vysoké skoly za
elementarni povazovat i dalsi ulohy, napiiklad konstrukce trojuhelnikiu dle vét
sss, sus, usu a Ssu, konstrukce nékterych pravidelnych mnohothelnika ¢ dé-
len{ tisecky v daném racionalnim poméru. V nésledujicim textu tyto konstrukce
pripomeneme.

Elementdrni konstrukce trojuhelnikdi
Za elementéarni konstrukce trojuhelniki povazujeme nasledujici ¢tyti tlohy:
(1) Sestrojte trojuhelnik zadany délkami svych stran. (sss)

(2) Sestrojte trojuhelnik zadany délkami dvou stran a velikosti thlu, ktery
tyto strany sviraji. (sus)

(3) Sestrojte trojihelnik zadany délkou jedné strany a velikostmi thld, které
k této strand priléhaji. (usu)

ITyto t¥i konstrukce vychazi z Eukleidovych postulatii (viz str. 212); dale se na né odvo-
lavame jako na ,,eukleidovské kroky*.

2V duchu eukleidovskych konstrukci by bylo korektn&jsi pracovat pouze s nasobky & po-
méry danych délek, coz by tlohy zna¢né komplikovalo.

3Ptedpokladame, Ze tyto konstrukce jsou &tenaftim znamé, popiipadé odkazujeme napii-
klad na (Herman a kol., 2003).
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(4) Sestrojte trojuhelnik zadany délkami dvou stran a velikosti thlu, ktery je
protilehly k del3i strané. (Ssu)

Trojpismenné zkratky na koncich zadéani zamérné pripominaji véty o shodnosti
trojahelniki (zde formulované jako ZT 10 az 13, str. 29), jiz v podkapitole 2.2
jsme zminili, Ze tyto véty souvisi s jednozna¢nym zadanim trojuhelniku.

V dloze (1) uvaZujme trojthelnik ABC zadany délkami a, b, ¢ svych stran.
Aby bylo zadani korektni, musi délky a, b, ¢ spliiovat trojuhelnikovou nerovnost
(ZT 9, str. 25). Zacneme libovolnou stranou, napiiklad stranou AB o délce c,
vrchol C' poté sestrojime (obr. 8.1a) jako prisec¢ik kruznic k1 (A4,b), ka(B,a).
Uloha ma jediné Fegeni.*

V dloze (2) uvaZujme trojuhelnik ABC zadany délkami a, b stran BC, AC
a velikosti v ahlu ACB. Aby bylo zadani korektni, musi byt v < 180° (viz
véta 2.2, str. 27). Zac¢neme libovolnou z danych stran, napfiklad stranou AC.
Vrchol B poté sestrojime (obr. 8.1b) jako priisec¢ik kruznice k(C,a) s polopfim-
kou C' X, ktera je ramenem thlu ACX o velikosti v (bod X je libovolny takovy,
7e |<BCX| = 7). Uloha ma jediné feSent.

Obrazek 8.1: Konstrukce trojihelniku sss a sus

V tloze (3) uvazujme trojihelnik ABC zadany délkou c¢ strany AB a velikostmi
a, f thla BAC a ABC. Aby bylo zadéani korektni, musi byt o + 8 < 180° (viz
véta 2.2, str. 27) Zafneme stranou AB. Vrchol C poté sestrojime (obr. 8.2a) jako
priseéik polopfimky AX s polopfimkou BY, kde |[<BAX| = «, |<ABY| = §
a body X, Y lezi v téze poloroviné s hraniéni ptimkou AB). Uloha ma jediné
FeSeni.

V tloze (4) uvazujme trojuhelnik ABC zadany délkami a, b stran BC, AC, kde
a > b, a velikosti ihlu a. Aby bylo zadani korektni, musi byt o < 180° (viz
véta 2.2, str. 27). Zafneme kratsi z danych stran, tedy stranou AC'. Vrchol B

4Pocet FeSeni konstrukéni tlohy viz str. 142.
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poté sestrojime (obr. 8.2b) jako priusecik kruznice k(C,a) s polopfimkou AX,
ktera je ramenem thlu CAX o velikosti a. Uloha mé jediné Feseni.

Obrazek 8.2: Konstrukce trojihelniku usu a Ssu

Konstrukce pravidelnjych mnohouhelnikii

Pro jaka n je eukleidovsky sestrojitelny pravidelny n-thelnik formuluje véta 5.4
(str. 85). Pro n < 10 se jedna o pravidelny trojuhelnik, étyfthelnik, pétiahel-
nik, Sestithelnik, osmidhelnik a desetithelnik. Z véty 5.3 (str. 84) vime, e pra-
videlnému n-tihelniku lze opsat kruznici. Uvedené mnohotihelniky zde btno®
sestrojime tak, Ze je vepiSeme do dané kruznice.

Obrézek 8.3: Pravidelny ¢tyfahelnik a osmithelnik vepsany do kruznice

Pii konstrukei pravidelného étyiihelniku (tj. Gtverce) a osmidhelniku vepsaného
do dané kruZnice k(S,r) si sta¢i uvédomit, ze thlopficky obrazce déli plny thel
s vrcholem S na ¢tyfi, resp. osm shodnych thli — pro ¢tverec maji tyto thly
velikost 90°, pro pravidelny osmithelnik 45°. Vrcholy ¢tverce tedy ziskame jako
priseciky kruznice k se dvéma libovolnymi, navzijem kolmymi piimkami a, b
prochézejicimi stiedem S (obr. 8.3a). étyfi z vrcholti pravidelného osmitihelniku
jsou totozné s vrcholy ¢tverce, zbyvajici ¢tyti vrcholy jsou priiseéiky kruznice k
s osami 01, 0y riznobézek a, b (obr. 8.3b).

5Je samoziejmé mozné je pfimo konstruovat také na zakladé zadané délky jejich strany,
coZ je v8ak v nékterych piipadech (naptiklad pro pravidelny pétithelnik) komplikované&jsi.
Vzdy je vSak mozné sestrojeny obrazec zvétsit ¢i zmensit v daném poméru, nas postup je tedy
univerzalni.
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Uhlopiicky pravidelného Sestiihelniku déli tento obrazec na Sest navzajem shod-
nych trojuhelnikt a plny thel p#i stfedu S kruznice opsané k(S, r) na thly o ve-
likosti 60°. Tyto trojahelniky jsou rovnoramenné, ihly pfi zakladné musi tedy

byt navzajem shodné (viz véta 2.5, str. 32) a velikost kazdého z nich je dle

180° — 60°
véty 2.2 (str. 27) rovna ————— = 60°. Trojthelniky jsou tedy rovnostranné,

z ¢ehoz plyne, Ze dva z vrcholi Sestitthelniku jsou krajnimi body libovolného
priuméru AB kruZnice k (obr. 8.4a) a zbyvajici body nalezneme jako priiseciky
kruznice k s kruznicemi Iy (A4, 7), l2(B,r).

Pravidelny (tedy rovnostranny) trojuhelnik vepsany do dané kruznice k ziskame

napiiklad tak, Ze sestrojime vrcholy pravidelného Sestitthelniku vepsaného téze
kruznici a spojime je vzdy ,,ob jeden“ (obr. 8.4b).

a) b l2 b) l2
A B A B
k k

Obrazek 8.4: Pravidelny Sestitihelnik a trojuhelnik vepsany do kruZnice

Ke konstrukci pravidelného pétiihelniku a desetitihelniku zde uvedeme pouze
navod, jeho spravnost ukazeme az v podkapitole 8.4 (str. 138).

a) C

Obrazek 8.5: Pravidelny pétithelnik a desetithelnik vepsany do kruznice

Méjme kruznici k(S,7). Sestrojme jeji primér AB, polomér SC kolmy k AB
a stfed O usecky AS (obr. 8.5a). Déle sestrojme bod M jako prusecik tsecky
AB s kruznici m(O,|OC|). Potom |MC| je rovna délce strany pravidelného pé-
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titthelniku a |M S| je rovna délce strany pravidelného desetithelniku vepsaného
do kruznice k. Sta¢i tedy od libovolného bodu kruznice k patfi¢nou vzdalenost
opakované na kruznici k nanést, ¢imz ziskdme vrcholy pozadovaného mnoho-
thelniku. Pravidelny desetitthelnik muZzeme samoziejmé také sestrojit pomoci
os uhli, na néz je plny thel u stfedu S rozdélen rameny rovnoramennych troj-
uhelnika, jejichz zékladny jsou strany pravidelného pétitihelniku (obr. 8.5b).

Chceme-li sestrojit n-thelnik, kde n je sou¢inem nékterych z &isel 3,5,6,2%
(k € N), kombinujeme podle potfeby vyse uvedené postupy.

Délent dsecky v raciondlnim poméru
AC k

Méjme tsecku AB. Je-li ukolem na ni sestrojit bod C tak, Ze IBC’|| =7 kde
k,l € N, pak muzeme postupovat nésledovné: Body A, B vedeme navzéajem
rovnobéZné piimky a, b riznobézné s piimkou AB. Na pfimku a naneseme
od bodu A délku k, koncovy bod oznac¢ime K. Do poloroviny opacné k ABK
naneseme na piimku b od bodu B délku I, koncovy bod ozna¢ime L (obr. 8.6).
Bod C je priise¢ikem piimky KL s tse¢kou AB. Trojuhelniky AKC, BLC' jsou
totiz podobné (uu, shodnost odpovidajicich si tthla plyne ze ZT 3, str. 16, a ZT 4,
|AC| |AK| k&

|BC| ~ |BL| 1

str. 17), proto

Pokud bychom zadéni mirné modifikovali a pozadovali sestrojit bod C' nikoliv
na usecce, ale na pfimce AB, tloha by méla dvé feSeni. Druhé feseni C’ je
prusecikem piimek AB a KL', kde L’ € b A |BL'| = |BL|, pfi¢emz L' # L
(obr. 8.6). Vyuzili jsme podobnosti trojihelniki AKC’ a BL'C".

Obrazek 8.6: Déleni tsecky v daném poméru a rozsifeni zadani na pfimku
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k
Uvedeny postup lze vyuzit i v pfipadé, ze pomér 7 je iracionalni. Musime vSak

byt schopni sestrojit tisecky o délkach k a ! (viz podkapitola 8.3).

8.2 Priblizné konstrukce neresitelnych tuloh

Pro konstrukéeni tlohy, které nelze eukleidovsky sestrojit (napf. trisekce ahlu,
kvadratura kruhu, rektifikace kruznice ¢ konstrukce nékterych pravidelnych
muohotuhelnik) zpravidla existuji razné pfiblizné postupy, které jiz eukleidov-
ské jsou. Vysledek sice neni zcela presny, pii rysovani rukou vSak tato mala
nepfesnost nevadi a lze ji zanedbat. Ukdzeme zde pfiblizné konstrukce pravi-
delného sedmithelniku a dvanactithelniku vepsaného do dané kruznice a jeden
z mnoha piibliznych postupii, jak rektifikovat kruznici.®

PiibliZzna konstrukce pravidelného sedmitihelniku”

Mé&jme kruznici k(S, ). Sestrojme jeji libovolny polomér A;S a jeho stied O.
Bodem O vedme kolmici p k tisecce A1S. Jeden z priseéika pFimky p s kruz-
nici k ozna¢me P. Délka usec¢ky OP odpovida priblizné délce strany vepsaného
pravidelného sedmithelniku do kruZnice k (obr. 8.7). Jejim opakovanym na-
nesenim pomoci kruzitka od bodu A; na kruznici k£ ziskdme postupné body
Ay, As, ... Ag, pficemz bod Ag je poté velmi blizko bodu A; a lze pfipustit jeho
ztotoZnéni s bodem Aj.

A1TTS

p

Obrézek 8.7: Priblizna konstrukce pravidelného sedmituhelniku

6Nepiesnost dale popsanych konstrukei viz tuloha 8.6 (str. 151).

7TUvedena konstrukce se téz nazyva Diirerovou konstrukci podle jejiho autora Albrechta
Diirera. Albrecht Diirer (1471-1528) byl némecky malif, grafik a teoretik umeéni, mimo jiné
také autor rozsahlého pojednani Underweysung der messung. .. (1525) o geometrickych kon-
strukcich a perspektive.
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Poznamka:

» V zajmu rozprostieni vznikajici chyby doporucujeme postupovat od bo-
du A; v obou smérech, tedy ziskdvat body v tomto poradi: As, A7, Az,
Ag, As, As. Analogicky postup je vhodny i pii konstrukcich jinych pravi-
delnych mnohotuhelniki.

Piiblizna konstrukce pravidelného devititihelniku

Mg&jme kruznici k(S,r). Sestrojme jeji libovolny polomér M.S a jeho st¥ed O.
Bodem O vedme kolmici p k tseéce M S. Jeden z priisecika piimky p s kruz-
nici k ozna¢me A;. Dale na pfimku p nanesme od bodu O délku |SM| (tedy
polomér kruznice k), ziskame tak bod P. Ze dvou moZznych feSeni volime takoveé,
aby bod A; leZel na tsecéce OP. Sestrojme bod @ tak, aby trojuhelnik O PQ byl
rovnostranny a zaroven aby bod @ lezel v poloroviné O PM . Priisec¢ik tsecky SQ
s kruznici k ozna¢me As. Usetka A; Ay je pribliznou stranou hledaného deviti-
uhelniku (obr. 8.8).

p

Obrazek 8.8: Priblizna konstrukce pravidelného devitithelniku

Kochanského?® rektifikace kruznice

M&jme kruZnici k(S, 7). Sestrojme libovolny primér AB kruZnice k a v bodé B
tenu t kruznice k. Déle ozna¢me K prusecik teény ¢ s piimkou SX, kde
|<<BSX| = 30° (obr. 8.9). Na polopiimce K B sestrojme bod L tak, ze |KL| =
= 3r. Nyni je délka tsecky AL pfiblizné rovna poloviné délky kruznice k, tedy
|AL| = mr.

8 Adam Adamandy Kochanski (1631-1700) byl polsky filosof, matematik a fyzik. Uvedenou
konstrukci publikoval roku 1685 v ¢asopise Acta Eruditorum.
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K

X
Obrazek 8.9: Rektifikace kruZznice

8.3 Uziti algebraické metody

Ulohy prezentované v této podkapitole nalezneme v literatuie také pod nazvem
konstrukce na zdkladé vypoctu. Jedna se v podstaté o jakékoliv konstrukéni tlohy,
v nichZ si pomuzeme algebraickym vypoctem. Typickymi piiklady, které zde
také formou feSenych piikladt ukazeme, jsou konstrukce tsecek iracionéalni délky
nebo konstrukce obrazce o daném obsahu.

Priklad 8.1

Je dana tsecka AB jako jednotka délky. Sestrojte tisecku délky /5.
Reseni:
Ulohu Ize fesit uzitim Pythagorovy véty nebo nékteré z Eukleidovych
vét pro pravouhly trojihelnik. UkdZeme zde vSechny tii postupy:
(a) Uziti Pythagorovy véty
V pravotihlém trojuhelniku s odvésnami o délkach 1 a 2 méa pre-
pona délku v/5, nebot 12 4 22 = (1/5)? (viz véta 6.5, str. 100).
Sestrojime tedy navzajem kolmé tsecky KL, LM o délkich 1
a2 (tj. [AB| a 2|AB|) se spole¢nym krajnim bodem L (obr. 8.10).
Use¢ka KM mé poté pozadovanou délku.

K V5

M
A 1 B W

L

Obrézek 8.10: Usecka iracionalni délky, Feseni (a)
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(b) Uziti Eukleidovy véty o vysce
Cislo 5 rozlozime na soudin dvou ,hezkych® ¢isel, napiiklad 1-5
(stejné tak ale lze pouizit t¥eba 2 - 2,5). Sestrojime usecku K L
délky 6 (= 1+ 5) a na nf bod P tak, aby |[KP| = 1. Bo-
dem P vedeme kolmici p k tse¢ce K L. Nad tseckou K L sestro-
jime Thalétovu kruznici 75 1. Prisec¢ik kruznice 7k, s kolmici p
oznaéime M (obr. 8.11a). Usecka M P ma délku /5, nebot je
to vyska na preponu v pravoihlém trojihelntku KLM a déli
pfeponu na tseky o délkach 1 a 5, tedy podle véty 6.8 (str. 103)

plati (v5)2 =1-5.

K1Pp 5 L K1p 1 L
Obrazek 8.11: Usecka iracionalni délky, feseni (b), (c)

(¢) Uziti Eukleidovy véty o odvésné

Cislo 5 rozlozime na soudin dvou hezkych ¢isel, napfiklad 1 -5
(stejné tak ale lze pouzit tieba 2 - 2,5). Sestrojime tsecku KL
délky 5 (v&tsi ¢initel soudinu) a na ni bod P tak, aby |[KP| =1
(mensi Einitel soudinu). Bodem P vedeme kolmici p k tsecce K L.
Nad tseckou K L sestrojime Thalétovu kruznici 7x . Prasecik
kruznice Tx 1, s kolmici p oznacime M (obr. 8.11b). Usecka M K
mé délku /5, nebot je to odvésna nad piilehlym tsekem pfe-
pony v pravouhlém trojuhelniku K LM, a tedy podle véty 6.9
(str. 104) plati (v/5)2 =1-5.

Poznamky:

» Pythagorovu vétu lze aplikovat i tak, Ze hledané tseCka bude odvésnou
(vhodné napfiklad pro kostrukei tsecky délky v/3, nebot 11+ (\/5)2 =22).

» VySe uvedené postupy konstrukce usecky délky /a, kde a € N, pomoci
FEukleidovych vét lze aplikovat vzdy, zatimco Pythagorovu vétu je nékdy
tfeba pouzit opakované. Napiiklad pro usecku délky /6 neexistuje vhodny
pravouhly trojihelnik, miizeme vsak sestrojit nejprve trojihelnik se stra-
nami o délkach 1, 1, /2 a poté trojuhelnik se stranami délek v/2, 2, V6.
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Priklad 8.2

Je dan ¢tverec o strané délky 6cm a usecka AB o délce 8cm. Se-
strojte rovnoramenny trojihelnik ABC se zékladnou AB, jehoZ ob-
sah je stejny jako obsah daného CGtverce.
Reseni:
Vyuzijeme rovnost vztaht pro obsah Sg ¢tverce o strané z (str. 91)
a obsah Sa trojahelniku o strané z a prislusné vysce v, (vztah 6.1),
tedy x2 . 20,

=5

Po dosazeni danych délek ziskime rovnici

_ 8vu,
2

62

s jednou neznédmou v,, jejimz feSenim je v, = 9cm. Nyni muiZeme
sestrojit hledany trojihelnik, o bodu C' vime, Ze lezi na ose use¢-
ky AB ve vzdalenosti 9 cm od AB (obr. 8.12). Podotknéme, Ze tloha
mé dvé TeSeni (viz poclet FeSeni polohové tlohy, str. 142).

!0,413
|

\C

Obrazek 8.12: Resenf pitkladu 8.2
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8.4 Zlaty Tez

Zlaty Tez byl popsan jiz ve starovéku, v obdobi renesance byl nazyvan ,,bozskym
pomérem*. Je povazovan za idealni pomér ve smyslu ,,ani moc, ani mélo“. V ma-
tematice vystupuje v mnoha oblastech, kromé geometrie (jak dale uvidime) se
s nfm miZeme setkat tfeba v souvislosti s Fibonacciho®” posloupnosti.

Déli-li bod C' danou use¢ku AB délky a na dvé usecky o délkach = a a — x

(x > a— ) tak, ze 4_ i, fikame, Ze useCka AB je délena bodem C ve
r a-—=w

Zlatém Tezu.

Poznamka:

» Jednoduse lze Fici, ze bod C déli tsecku na dvé ¢asti tak, Ze delsi ¢ast ku
kratsi se ma stejné jako celé tsecka k jeji delsi ¢asti.

Na zékladé vyse uvedené definice muZzeme odvodit hodnotu zlatého fezu:

a T
r a—-u
0 = 2?+4ar—d® D =5d?
—a+aVh
T2 = —5

2

Vime, Zze x predstavuje délku tsecky, vybereme tedy pouze kladny vysledek:

a(v5-1)

xr =

2
1 5
Hledany pomér je roven % = a(\/cg_n = +2\[. Tento pomér se obvykle
2

v literatuie znaci feckym pismenem ¢ a nazyva se zlaté cislo.

Chceme-li na dané tse¢ce AB délky a sestrojit bod C' tak, aby ji délil ve zla-
tém fezu, muZeme postupovat nasledovné (obr. 8.13). Bodem B vedeme kol-

9Leonardo Pisansky zvany Fibonacci (~1180-1250) byl italsky matematik. Je autorem
dila Liber Abaci (1202), v némZ mimo jiné pfedstavil Evropé arabsky ¢iselny systém a popsal
posloupnost dnes zvanou Fibonacciho.
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AB
mici k tsefce AB a naneseme na ni bod M tak, aby |BM| = % Pru-
secik usecky AM s kruznici ki (M, |M B|) oznatime N. Bod C je priisecikem
usecky AB s kruzmici ko(A, |AN]), nebot

|AC| = |AN| = |AM| — |MN| = /|AB® + |BMJ? — |BM| =

_ a2+<g)2_g_a(\/5—l)

2 2 2 ’
a ted
Y AB| o 1++5
|AC| — av5-y 2
2
M
N
JANG
A C B
Obréazek 8.13: Zlaty fez tisecky
Véta 8.1

V pravidelném pétithelniku déli prusecik thlopricek, které nemaji spolecény
krajni bod, kazdou z nich ve zlatém fezu.

Diikaz:

Mgéjme pravidelny pétithelnik ABCDFE a ozna¢me M prusecik ihlo-
BE BM

pricek AD, BE. Chceme dokazat, Ze ||BZ\4|| = :]\4E||

Z véty 5.2 (str. 83) plyne, Ze velikost kazdého vnitintho dhlu pravi-
delného pétithelniku je 108°. Trojuhelniky BEA a ADFE jsou shodné
(sus) a rovnoramenné (obr. 8.14). Z v&t 2.2 (str. 27) a 2.5 (str. 32)
plyne, Zze |<BEA| = |<EAD| = 36°, a tedy také AAEM je rovnora-
menny se zikladnou AFE a podobny ABEA (uu). Z této podobnosti
vyplyva, ze

|BE| |AE|

4B ~ [ME| (8.1)
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Pro velikost thlu BAM plati |[<BAM| = |<BAE| — |[<EAM| =
= 108°—36° = 72°. Dale dle v&ty 2.3 (str. 28) aplikované na AAEM
je |[KTAMB| = 72°. Trojahelnik AMB je tedy také rovnoramenny
a |AE| = |AB| = |BM]|. Dosazenim |BM| za |AE| do vztahu (8.1)

ziskavame
|BE|  |BM|
|[BM| |ME| %4
D
E C
A B
Obréazek 8.14: K dikazu véty 8.1
Véta 8.2

Pomér délky uhlopricky a délky strany pravidelného pétithelniku je roven zla-
tému ¢islu.

Diikaz:
Véta je pfimym dusledkem véty 8.1. X

Nyni mizeme ukazat, Ze konstrukce pravidelného pétithelniku a desetithelniku
popsana na str. 129 je teoreticky spravné a ze pfipadné nepiesnost je zptisobena
jen nepresnosti rysovani.

Nejprve odvodime hodnotu cos 72°. V pravidelném pétithelniku ABCDE s jed-
notkovou délkou strany uvazujeme trojiuhelnik APD, kde P je stied strany AB
(obr. 8.15). Trojuhelnik APD je tedy pravouhly s pravym thlem pii vrcholu P.
Z dtkazu véty 8.1 vime, ze |[<PAD| = 72°. Plati

ap| B2 L
cos72° = AP =2 =2
|AD| |AD| I|AD|

[AB|

|AD| 145 V5 —1

pricemz dle véty 8.2 je @ =5 tedy po tpravé je cos72° = i
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AWa
A P B

Obrazek 8.15: Odvozeni hodnoty cos 72°

Pravidelny pétivhelnik o strané délky a vepsany do kruZnice k(S,r) lze rozdélit
na pét navzajem shodnych rovnoramennych trojahelnikia (obr. 8.16a), jejichz
vnitin{ dhel pii hlavnim vrcholu S mé velikost 72°. Podle kosinové véty'® pro
délku a plati

2
a2:r2+7’272~r~r~cos72°:%(57\/@.

V konstrukci na str. 129 (obr. 8.5a) jsme za délku strany pravidelného péti-
thelniku oznadili délku usecky CM. Chceme ovéfit, ze |CM| = a. Z popsané
konstrukece a véty 6.5 (str. 100) plyne, Ze

|CM? = |CS*+|SM|* = |CS|*+(|OM]| — |0S|)* = |CS[*+(|0C| — |0S])* =

— |05 + (VIOSP +SCP ~ [08]) =1 + ( (5) +2 - )222 (5-v5).

2

2
a tedy a = |CM]|.

[
£X

Obrazek 8.16: Konstrukce pravidelného pétithelniku a desetithelniku

10Jedna ze zakladnich v&t trigonometrie, viz nap¥. (Halas, 2016).
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Obdobné pravidelny desetitihelnik o strané délky a vepsany do kruznice k(S, )
lze rozdélit na deset navzajem shodnych rovnoramennych trojuhelniki, jejichz
vnitini thel pfi hlavnim vrcholu S ma velikost 36° a uhly pii zakladné jsou
shodné velké 72° (obr. 8.16b). Rozdélime-li jeden z t&chto trojahelniki vyskou
k zakladné na dva shodné pravouhlé trojuhelniky, pak v kazdém z nich plati

cos72° = 2.
r
5—1
Zaroven vSak vime, Ze cos 72° = \[4 , odtud

a= r (\/5 — 1) .
2

V konstrukei na str. 129 (obr. 8.5a) jsme za délku strany pravidelného deseti-

thelniku oznadcili délku tsecky SM. Chceme ovéfit, ze |SM| = a. Z popsané

konstrukece a vty 6.5 (str. 100) plyne, Ze

|ISM| =|OM|—10S| =10C| —|0S| =+/|05?+|5C|2 — |0S| =

G 55 (5,

a tedy a = [SM].

8.5 Klasifikace konstrukci geometrickych obrazcii

cemi geometrickych obrazci, predevsim trojuhelnikii. Tyto konstrukce Ize podle
typu zadani rozdélit do dvou disjunktnich skupin dle dvou riznych hledisek.

Dle ,,volnosti zadani“ rozlisujeme konstrukéni tlohy bez parametru a s parame-
trem/y. Ulohy bez parametru jsou zadany konkrétnimi tudaji (délkami stran,
velikostmi thla apod.) potfebnymi k tomu, aby pozadovany obrazec mohl byt
sestrojen. V tlohach s parametrem/y je alespon jeden tidaj zad4n obecné, tiko-
lem pak neni obrazec sestrojit, ale rozhodnout o poc¢tu FeSeni pro kazdou (pii-
pustnou) hodnotu parametru/a. To, zda je tloha zaddna bez parametru, nebo
s parametrem/y mé vliv zejména na jednotlivé diléi kroky, které jsou soucasti
FeSeni (viz dale podkapitoly 8.6/ a 8.7).
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Dle ,,vstupnich predpokladi“ délime konstrukéni tlohy na polohové a nepolo-
hové. Zadani nepolohové konstrukéni tlohy obsahuje pouze vlastnosti hledaného
obrazce, jeho umisténi volime libovolné. Oproti tomu soucasti zadani polohové
konstruké¢ni dlohy je, kromé vlastnosti (rozmérii apod.) hledaného objektu, také
umisténi nékterych ¢asti objektu. To, zda je tloha polohova, nebo nepolohova,
maé vliv na postup jejiho feSeni a zpravidla také na pocet feSeni.

Pro snaz&i pochopeni uvedme piiklady zadéani jednotlivych typt konstrukénich
aloh:

(a) nepolohovd tuloha bez parametru
Sestrojte tojuhelnik ABC, jestlize |AB| = 6cm, |BC| = 4cm, |AC| =
= 5cm.

(b) polohovd tloha bez parametru

Je dana tsecka AB o délce 6 cm. Sestrojte trojuhelnik ABC takovy, aby
|BC| =4cm, |[AC| = 5cm.

(¢) mepolohovd iloha s parametrem

V trojuhelniku ABC je strana AB dlouha 6 cm a strana AC ma délku 5 cm.
Diskutujte pocet feSeni konstrukce trojuhelniku ABC v zéavislosti na délce
strany BC.

(d) polohovd iloha s parametrem

Je déna tsecka AB délky 6 cm. Diskutujte pocet feSeni konstrukce troj-
thelniku ABC' v zévislosti na délce strany BC, je-li |AC| = 5 cm.

Poznamky:

» V polohové tloze by zadani mélo byt v takové podobé, Ze dany objekt
(v ptikladech vyse tsecka AB) jiz bude sestrojen a nasim tikolem bude do-
rysovat chybégjici atvary (v piikladech vyse bod C, resp. trojahelnik ABC).
V praxi se vSak, patrné kvuli aspofe mista, tlohy zadavaji pouze textem.
Resitel tlohy je pak povinen jako prvni krok konstrukce sestrojit prave
dany objekt. Tim vlastné nasimuluje spravné zadani a muze teprve zacit
ulohu fesit.

» Uvedené piiklady polohovych a nepolohovych tloh — tedy p¥iklady (a),
(b), resp. (¢), (d) — se zdanlivé nelisi a vysledkem jsou stejné trojthelniky.
Jak si ale ukdzeme dale, rozdil spo¢ivd v moznych postupech a v poctu
feSendi.
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Pocet reseni konstrukéni tlohy

Pfi feSeni nepolohové konstrukéni tlohy mtzeme zacit libovolnym zadanym tda-
jem a umistit jej kdekoliv na papir. Poté na zékladé mnozin bodi danych vlast-
nosti hledame zbyvajici vrcholy daného obrazce. Vyjde-li ndm vice geometric-
kych obrazcii vyhovujicich danému zadéni, jako TeSeni zapocitame jen ty, které
nejsou navzajem shodné.

V zadéni polohové tulohy je vSak, jak jiz bylo uvedeno vyse, dano umisténi néjaké
¢éasti hledaného geometrického obrazce. Pocet feSeni se pak neodviji od poctu
navzajem neshodnych obrazcii spliujicich dané pozadavky, ale od po¢tu riznych
umisténi obrazce vzhledem k jeho dané ¢asti. Shodné obrazce ligici se umisténim
tedy pocitame jako rtzna feSeni.

V dalsich dvou podkapitolach jsou uvedeny fesené piiklady ilustrujici uréeni
poctu feSeni polohové i nepolohové konstrukéni tlohy.

Poznamky:

» Lze vypozorovat, ze pocet feSeni polohové tlohy je > pocet FeSeni analo-
gické nepolohové tlohy.

» To, zda zaddme tlohu polohové nebo nepolohové, ovlivni nejen pocet jejich
feSeni, ale i jeji obtiznost. Polohové zadani je do urcité miry napovédou,
protoze vime jisté, jaky je prvni krok konstrukce. Na druhou stranu lze
dlohu vytvofit zamérné tak, ze pii volbé jiného prvniho kroku by byl
postup daleko snazsi.

8.6 Geometrické obrazce zadané bez parametru

Kompletni feSeni konstrukéni tlohy bez parametru sestava ze ¢tyt ¢asti: rozboru,
konstrukce, zkousky a zavéru.

(a) Rozbor

Uéelem rozboru je rozmyslet, jak tlohu vyfesit. Klademe si otazky typu:
,,Cim muZzeme zacit?“, , Jaké vlastnosti maji body, které potiebujeme na-
lézt?¢,  Na jakych mnozinach tyto body lezi?“ Kromé otazek jak, je tfeba
zaroven klast i otazky proc, aneb hledat zdavodnéni zamysleného postupu,
utvrdit se v tom, Ze je spravny.

vych myglenek, tedy uvedeni, ¢im za¢neme a jak nalezneme chybé&jici body
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(vrcholy) hledaného objektu. V nac¢rtu je vhodné vyznacit barevné zadané
udaje a na¢rtnout i pomocné kruznice, ptimky apod., které chceme vyuzit.
Konstrukce a jeji zdpis

Konstrukce a zapis konstrukce jsou dvé neodlucitelné soucasti; neni pod-
statné, zda jednu z nich provedeme diive ¢i zda obé vznikaji paralelné.

strukce, tedy jen na zakladé geometrické predstavivosti.
Konstrukce musi obsahovat (zobrazovat) vSechna rtzné feSeni tlohy.

Zapis provadime zpravidla pomoci matematické symboliky (ale pokud si
nejsme jisti vhodnym symbolem, miZzeme vyuzit i slovni popis). Zapi-
sem rozumime jednozna¢né popsany navod, algoritmus, kde se jednotlivé
kroky nesmi predbihat. V kazdém kroku zapiSeme nejprve nazev objektu,
ktery timto krokem chceme popsat, a nasledné instrukci, jak tento objekt
ziskame (viz FeSené piiklady dale).

Pokud ma tloha rtizné feSeni, miiZeme je rozepsat i v zépisu, avSak za
jednodussi povazujeme piistup, kdy v zapisu rizné feSeni nerozepisujeme,
ale uvedeme je a7 v zavéru (viz piiklady dale).

Spravné sepsany zapis konstrukce pozname tak, ze podle néj sestrojime
pozadovany obrazec, aniz bychom znali zadani ¢i rozbor tlohy.

ZkousSka a zdvér

V réamci zkousky bychom meéli zkontrolovat, zda a které sestrojené ob-
razce splhuji pozadované vlastnosti a poté ucinit zavér, tj. uvést, kolik mé
uloha FeSeni a které z obrazcu jsou témito feSenimi, nebot je mozné, ze v
provedené konstrukei je sestrojenych utvart vice (viz pitklady dale).

Priklad 8.3

Sestrojte trojuhelnik ABC, jestlize a = 4cm, b = 5cm, ¢ = 6.cm.
Reseni:

Rozbor: Zatneme (napiiklad!!) stra- y

nou c¢, tedy useckou AB. Zbyva se- C A
strojit bod C, ktery je od bodu A /
vzdalen 5cm a od bodu B 4cm. o =Lk
Bod C' tedy nalezneme jako priise¢ik ' 4
k1(A;5cm) a ko(B;4cm). %ﬁ-—c:"c B

1Uloha je nepolohova, miizeme si vybrat, kterou stranou zaéneme.
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Konstrukce (obr. 8.17) a zdpis:

(1) AB; |AB| =6cm

(2) k1; k1(A;5cm)

(3) ko kao(B;4cm)

(4) C; C € k1 Nks

(5) AABC

ki \C— k2

A / B
./
O™

Obrézek 8.17: Konstrukce k prikladu 8.3

Zdvér: Uloha ma jedno fegeni: AABC.

Poznamky:

» V zépisu lze prohodit kroky (2) a (3), nebot jsou na sobé nezavislé. Nelze
v8ak zaménit napiiklad poradi kroki (3) a (4), nebot abychom mohli vy-
svétlit konstrukci bodu C', musime mit sestrojenou kruznici ks.

» Poslednim krokem (5) fikAme ,,spoj body ABC“, aby byl zvyraznén vy-
sledny trojihelnik.'? Také timto zavéreénym bodem davame najevo, Ze
jsme nasli vSechny vrcholy hledaného ttvaru a zapis je tedy ukoncen.

» V obrazku s konstrukei (obr. 8.17) je tmyslné zakreslen i bod C’ jako
druhy prusecik kruznic ki, ko. Za vysledek lze povazovat jak trojuhelnik
ABC, tak ABC’, oba spliuji pozadované vlastnosti. Nelze v8ak Fici, ze
iloha méa dvé feSeni, nebot AABC ~ ANABC'.

12Poznamenejme, Ze trojihelnikem je ve skutenosti plocha ohrani¢ena uzavienou lomenou
garou ABC A (vletné této Cary), avSak v praxi tuto plochu b&Zné nijak nezvyraziujeme.
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Priklad 8.4

Je dana tsecka AB délky 6 cm. Sestrojte trojuhelnik ABC), jestlize
a=4cm, b=>5cm.

Reseni:

Rozbor: Jedna se o polohovou tlohu,
musime zacit taseckou AB. Zbyva sestro-
jit bod C, ktery je od bodu A vzdalen
5cm a od bodu B 4cm. Bod C tedy
nalezneme jako prusecik kq(A4;5cm) \
a ko(B;4cm). A C=ComP

Konstrukce a zdpis budou v tomto p¥ipadé totozné s konstrukeci
(obr. 8.17) a zapisem piikladu 8.3 (str. 143).

Zdvér: Uloha ma dvé feseni: AABC, ANABC'.

Poznamky:

» Priklad 8.4 je polohovou variantou piikladu 8.3 (str. 143). Zatimco v pii-
kladu 8.3 jsme si mohli vybrat, kterou stranou zacneme, zde byl za¢atek
postupu jasné dany zadanim.

» Trojuhelniky ABC, ABC’ jsou sice shodné, avSak lisi se svym umisténim
vici dané usetce AB. Za vysledek tedy povaZujeme oba a tloha mé, na
rozdil od piikladu 8.3 (str. 143), dvé FeSeni.

Piiklad 8.5
Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ¢ = 6cm, v, = 1,5¢cm, v = 120°.
Reseni:

Rozbor: Zatneme stranou AB. Bod C
najdeme na rovnobé&Zzce se stranou AB
vzdalené 1,5 cm od AB a zarovei lezi na
kruhovém oblouku, ktery je mmnozinou
bodd, z nichz je AB vidét pod thlem
o velikosti 120°.
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Konstrukce (obr. 8.18)'3 a zdpis:
(1) AB; |AB| =6cm
(2) M; M ={X € Ey;|[<AXB| =120°}
(3) p;p|| AB A |p,+— AB|=1,5cm
4) C;CeMnp
(5) AABC
Cl 02
/\ M P
N—"
Cs Cy p/
Obrézek 8.18: Konstrukce k prikladu 8.5
Zdver: Uloha ma 2 FeSeni: AABC, AABCS.
Poznamky:

» Bod (2) zéapisu konstrukce piikladu 8.5 neni elementarni konstrukei a je

na dohodé, zda jej mizeme zapsat takto jednim krokem, nebo zda trvame
na rozepsani do vice kroki.

Bod (3) zapisu konstrukce piikladu 8.5 lze zapsat téZ pomoci mnoziny:
P;P={X € Es; |X,+— AB|=1,5cm}. Mnozina P je potom sjednoce-
nim pfimek p, p’.

Dvojice trojuhelnikia ABCy, ABCy a ABCs, ABCj5 (obr. 8.18) jsou shodné
a uloha z pfikladu 8.5 neni polohova, proto do vysledku pocitame vzdy
jen jeden z nich. Dvojice trojuhelniki ABCy, ABC5, resp. ABC3, ABCy,
vSak shodné nejsou, nebot u shodnosti obrazcu zélezi na jejich pojme-
novani, tedy musi mit shodné odpovidajici si strany, thly atd. Naptiklad
thel a; v trojuhelniku ABC] je evidentné vétsi nez ,,odpovidajici“ thel aq
v trojuhelniku ABC5, nelze tedy zapsat, ze AABC, ~ AABC5. O téchto

13V né&kterych konstrukcich jsou zde v zajmu piehlednosti skryty pomocné body a &ary,
pfi rysovani v8ak standardné veskeré objekty v obrazku nechavame, aby bylo mozné sledovat
spravnost postupu.
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trojuhelnicich bychom mohli fici, Ze jsou shodné, pouze pokud by nezéle-

7elo na jejich pojmenovani.'*

Piiklad 8.6

Je dana usecka AB délky 6 cm. Sestrojte trojuhelnik ABC), jestlize
ve = 1,5 cm, v = 120°.

Reseni:

Rozbor: Jedna se o polohovou tlohu, mu-
sime zaCit stranou AB. Bod C najdeme na
rovnobéZce se stranou AB vzdalené 1,5cm
od primky AB a zaroven C' leZi na kruhovém
oblouku, ktery je mnozinou bodi, z nichz
je AB vidét pod thlem o velikosti 120°.

Konstrukce a zdpis budou v tomto pripadé stejné jako konstrukce
(obr. 8.18) a zapis v FeSeni piikladu 8.5 (str. 145).

Zdver: Uloha ma 4 FeSeni: AABC;, AABCy, NABCs, ANABC,.

Poznamky:

» Resenim prikladu 8.6 jsou v8echny Ctyfi sestrojené trojihelniky, nebot se
lisi svym umisténim vidéi dané tseéce AB a uloha je polohova.

» V prikladu 8.5 (str. 145) jsme si mohli vybrat, kterym z danych objekta
zacneme. Bylo také mozné zacit vyskou trojihelniku nebo tdhlem o veli-
kosti 7. Zacit stranou AB je v8ak v této uloze nejsnazsi. V piikladu 8.6
jsme stranou AB za¢it museli. Pokud bychom zadéni prikladu 8.6 upravili
tak, aby byla dana vyska nebo thel, postup by se zkomplikoval.

14Shodnost, resp. neshodnost, sestrojenych obrazcii je tieba rozlisit s ohledem na to, zda je
atvar zadan véetné svého nazvu, ¢i jen obecné. Uvedme protipfiklad k pfikladu 8.5: ,,Sestrojte
trojuhelnik, jehoZ jedna strana mé délku 6 cm, vyska k této strané mé délku 1,5cm a dana
strana je z protilehlého vrcholu vidét pod thlem o velikosti 120°.“ Pro snadny zapis rozboru
a zapisu konstrukce mizZzeme zadany trojuhelnik pojmenovat. Potom se aloha zdéanlivé nebude
lisit od ulohy v ptikladu 8.5, avSak feSeni bude mit jen jedno, nebot, nejsme-li ze zadani
fixovani na nazvy jednotlivych vrchold, muzeme Fici, ze vSechny Ctyfi sestrojené trojuhelniky
v obrazku konstrukce piikladu 8.5 jsou shodné (tj. 1ze je na sebe premistit tak, Ze se kryji);
srovnej s (Kufina, 2000). S takto obecné zadanymi tilohami se ve Skolské matematice b&zné
nesetkdme. Mohou mit vSak sviij vyznam v praxi.
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Pro porovnani jesté uvedeme alternativni zapis a zavér piikladu 8.6 obsahujici

vypis jednotlivych fegeni:'®

Zapis konstrukce:

(1) AB; |AB| = 6cm

(2) M; M ={X € Eq; |[<AXB| =120°}

(3) p;p|| AB A |p,+— AB|=1,5cm

4) P | AB A [P/, AB|=1,5cm A p # p/
(5) C1, Co; {C1,C2} =M nNp

(6) C3, Cy; {C5,Ca} = M Np'

(7) ANABCy, NABCy, NABC3, NABC,

Zaver: Uloha méa 4 FeSeni.

Poznamky:

» V nékterych ucebnicich pro zakladni 8koly je zavedena konvence sméru
popisu vrcholtt obrazce podle abecedy proti smyslu otaceni hodinovych
ruc¢i¢ek. Tuto konvenci povazujeme za nevhodnou. Pokud bychom na ni
trvali, nemtizeme napiiklad popsat odpovidajicimi pismeny vrcholy ob-
razce ziskaného v osové soumérnosti® (obr. 8.19). Dale bychom se mohli
dostat do sporu pfi uréeni poc¢tu feSeni konstrukénich tloh, pfi popisu stén
téles v prostoru, pfi konstrukcich v deskriptivni geometrii aj.

» Za dal3i nedvar pokladame uvadéni poétu Fedeni pouze v ,,poloroving“.!”
U nepolohovych tloh typu piiklad 8.3 (str. 143) je tato poznamka zcela
nadbyte¢nd, nebot takové tlohy skuteéné maji pouze jedno FeSeni (v celé
roving, nikoliv jen v poloroving). Dodatek ,,v poloroving* muZe nespravné
nabadat k tomu, Ze v poloroviné je sice jedno feSeni, ale v roviné dve,
coz by popiralo princip vét o jednoznanosti zadani trojuhelniku (sss, sus,

15Tento zptisob zépisu zde uvadime, nebot je prezentovan v nékterych stiedoskolskych uéeb-
nicich a nelze Fici, ze je Spatné. Povazujeme jej vSak za zbyte¢né komplikovany a nevyhodny;
jiz v zapisu je tfeba si uvédomit, ve které situaci vznika kolik primek, pruseciki atd., a v po-
slednim kroku vypisujeme jednotliva feSeni, tedy zavér pak ztraci sviij vyznam. Navic je tento
zpusob zapisu t&zko proveditelny, pokud bychom chtéli nejprve (nebo pouze) zapsat zapis
konstrukce a az néasledné konstrukci provést.

16Osova soumé&rnost viz podkapitola 9.2.

7Uvozovky proto, Ze vétsinou z této formulace navic neni ani jasné, kterou polorovinu
mame na mysli.
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usu, Ssu). Navic fixace na ,polorovinu“ miize vést k tomu, Ze opomeneme
feSeni, které lez{ v ,opacné poloroviné* a pritom neni shodné s feSenim jiz
nalezenym.

» Zadani polohovych tloh by bylo vhodnéjsi formulovat tak, aby bylo zfejmé,
Ze hledame vSechna umisténi ttvaru (napf. zadani piikladu 8.6 by mohlo
znit: ,Je dana tsecka AB. Sestrojte vSechny body C tak, aby trojihelnik
ABC' mél vysku v, dlouhou 1,5cm a thel v o velikosti 120°.*). Takova
zadéani se v ucebnicich obc¢as vyskytuji, nicméné i formulace uvedené vyse
jsou korektni.'®

A
B B’
Lkonven¢ni“ smeér »hekonvenéni“ smeér
popisu vrcholu popisu vrcholu

Obrazek 8.19: Problém konvence popisu vrcholi obrazce

8.7 Geometrické obrazce zadané s parametrem/y
Kompletni feSeni konstrukéni tlohy s parametrem /y sestava ze tii ¢asti: rozboru,
diskuse a zavéru.
1) Rozbor
Rozbor tlohy s parametrem se nelisi od rozboru tlohy bez parametru
(viz str. 142). Piedpokladame, Ze tloha ma feSeni, a v ramci rozboru
rozmyslime, jak a pro¢ toto reSeni nalezneme.

2) Diskuse
Okomentujeme podminky, které ovlivni pocet feSeni. Zpravidla si lze uveé-
domit poéty moznych feSeni jiz pii rozboru, obcas je tfeba provést urcity
vypocet. Pokud si nejsme jisti, miZeme zkusit s né&jakymi konkrétnimi
hodnotami parametru/t provést konstrukei a tak ovefit nase hypotézy.

18V matematice (i v geometrii) automaticky hledame vSechna feSeni dané tlohy, nespoko-
jime se jen s jednim, pokud jich m& uloha vice.
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3) Zdveér

Pro v8echny mozné hodnoty parametru uvedeme, kolik mé tloha feSeni.

Regenf tlohy s parametrem opét predvedeme na vzorovém piikladu.

Priklad 8.7

V trojihelniku ABC je strana AB dlouhd 5cm a strana AC' ma
délku 6 cm. Diskutujte pocet feSeni konstrukce trojuhelniku ABC
v zéavislosti na délce strany BC.

Reseni:
Rozbor: Jedna se o nepolohovou tulohu od- /g‘q O /%/
povidajici konstrukci trojihelniku typu sss. Z

Za¢neme napiiklad stranou AB, bod C poté
nalezneme jako priseéik kruznic ki(A;6cm),
ko(B; a). Shodné utvary pocitame jako jedno Fe-

Sent. A 5P

Diskuse: Kruznice kq, ko se mohou protinat, dotykat, nebo nemaji
zaddny spolec¢ny bod. Bod C' jako vrchol trojihelniku ziskdime pouze
v prvnim piipadé, ktery nastane, pokud je splnéna trojuhelnikova
nerovnost (ZT 9, str. 25, resp. véta 2.1, str. 25), tedy a +5 > 6 A
A 5+4+6 > a, neboli a € (1;11).

Zgveér: Pro a € (1;11) ma uloha 1 FeSeni, pro a € (0;1] U [11;00)
tiloha nem4 Fegeni, jednotky uvadime v cm.'®

Poznamky:

» Zadani piikladu 8.7 miZeme pfeformulovat jako polohovou ulohu (napf.
»Je dana tsecka AB délky 5cm. Diskutujte pocet feSeni trojuhelniku
ABC, jestlize...“). Potom pro a € (1;11) m4 tloha 2 FeSeni, zatimco
pro a € (0;1] U [11; 00), stejné jako jeji nepolohové varianta, FeSeni nema.

Zavérem kapitoly podotknéme, Ze vyznam konstrukénich tiloh spatiujeme, kromé
rozvoje jemné motoriky pfi manipulaci s rysovacimi pomitickami a rozvoje geo-
metrické predstavivosti jako takové, v ueni se algoritmizaci a analyze a syntéze
(tj. rozloZeni tkolu na posloupnost dil¢ich podikoli a jejich nasledné provedeni

19Zaporné a nulové hodnoty parametru miizeme v geometrii zanedbat, nepfedpokladame,
Ze bychom pracovali s nulovymi/zdpornymi délkami, velikostmi thld apod.
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ve spravném pofadi, abychom se dostali k cili) problému. Algoritmizaci trénu-

jeme

zejména pii zapisu konstrukce, zatimco analyzu a syntézu problému pii

rozboru konstrukéni alohy. Obé tyto ¢asti (které byvaji ¢asto mylné pokladany
za jedno a totéZ a zaméhovany) maji tedy svou nezastupitelnou roli.

8.8

8.1

8.2

8.3

8.4
8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

Ulohy

Jsou dany ostré thly o velikostech v a 3, pricemz o > (. Graficky sestrojte
thel o velikosti a) a 4+ 3, b) a — f.
Na pfimce AB sestrojte bod C tak, aby:

(a) |AC|:|CB|=5:2,

(b) |AC|:|AB|=5":2.
Je déna piimka a a body A, B tak, ze A ¢ a A B € a. Pomoci eukleidov-
ského pravitka a kruzitka sestrojte:

(a) v bodé B kolmici m k p¥imce a,

) bodem A kolmici ¢ k pfimce a,

(b
(¢) bodem A rovnobé&zku r s piimkou a,
(d) polopfimku BX tak, aby velikost thlu ABX byla 60°.

Sestrojte pravidelny patnéctitihelnik vepsany do dané kruznice.

Dokazte, ze pfiblizna délka strany pravidelného sedmithelniku (viz str. 131)
je rovna poloviné délky strany rovnostranného trojuhelniku vepsaného téze
kruZnici.

Pocetné urcete, jak moc jsou popsané pfiblizné konstrukce pravidelného

sedmitihelniku (str. 131), pravidelného devitiahelniku (str. 132) a rektifi-
kace kruznice (str. 132) nepfesné.

Je déana usecka AB délky 6 cm. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li v, = 2cm
a r = 4cm, kde r zna¢i polomér kruznice opsané.

Je déana tusetka AB délky 5cm. Sestrojte trojihelnik ABC), je-li b = 6.cm,
v = 60°.

Jen na zakladé rozboru nejprve odhadnéte pocet feSeni tlohy, poté, pokud
to lze, ovérte svij odhad konstrukei:
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(a) Je dan bod A. Sestrojte trojuhelnik ABC), jestlize a = 4cm, b = 4 cm,
c = 5cm.

(b) Je dana kruznice k(5,4 cm) a bod A € k. Sestrojte trojuhelnik ABC,
jestlize v. = 1cm, ¢ = 6 cm a k je kruznice trojihelniku ABC opsana.
8.10 Sestrojte trojuhelnik ABC), jestlize:
(a) ¢c=6cm, v, =2cm, r = 4cm;
(b) ¥ =90°, & =60°, o =1,5cm;
(¢c) ce=5cm, t, =6cm, t, = 3cm;
(d) ¢=T7cm, v, = 6,5cm, a = 30°%;

(e) ¢=8cm, v. = 1,5¢cm, v = 120°.
8.11 Sestrojte rovnobéznik ABCD, jestlize b = 4cm, f = 5cm, |[<ASB| = 45°.

8.12 Sestrojte konvexni ¢tyituhelnik ABCD, je-li ¢ =4cm, d = 5cm, e = 6cm,
|<<ASB| = 90°, 8 = 90°.

8.13 Je dana tsecka BBy, jejiz délka je 6 cm. Proved'te diskusi konstrukee troj-
uhelniku ABC, pro ktery je BB; téZnici t, a = 8cm a |AC| = bem, kde
beRT.

8.14 Je dana tusecka AB délky 6 cm. Provedte diskusi konstrukce trojuhelniku
ABC, pro ktery plati: t, = 3cm, a € (0;180°).

8.15 Je déana jednotkové tsecka OP a tsecky o délkach a, b (a > b > |OP)).
Sestrojte tsecku AB o délce:

8.16 Sestrojte ¢tverec ABCD o stejném obsahu, jako ma dany rtznostranny
ostrouhly trojahelnik K LM.

8.17 Sestrojte pravidelny pétithelnik ABCDE, je-li |AC| = 6 cm.



Kapitola 9

Shodnosti

9.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Zobrazeni Z roviny je predpis (pravidlo), ktery kazdému bodu X dané roviny
pfifazuje pravé jeden bod X’ této roviny.

Bod X nazyvame vzor, bod X’ jeho obraz.

Poznamky:

» Obvykle piseme: Z: X — X', popiipade! Z(X) = X'.
» Mnozinu obrazii vSech bodt utvaru U znac¢ime obvykle U’ a nazyvame ji
obraz dtvaru U.

Mgjme zobrazeni Z: X — X'. Bod, pro ktery plati, Ze X' = X, nazyvame
samodruzniym bodem zobrazeni Z. Podobné&, pokud je U’ = U, nazyvime
atvar U samodruznym dtvarem zobrazeni Z.

Poznamka:

» U samodruznych ttvart rozliSujeme, zda jsou silné samodruzné nebo téz
bodove samodruzné (tzn. ze kazdy bod daného dtvaru je samodruzny),

ITento zapis odpovida zapisu funkce.

153
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nebo slabé samodruzné nebo téZ samodruzné jako celek (tzn., Ze sice obraz
atvaru splyva s danym tatvarem, avSak existuje bod tutvaru, ktery neni
samodruzny).

Zobrazeni Z roviny nazveme shodnosti, pokud VA, VB plati: |AB| = |A'B’|,
kde Z: A— A',Z: B — B'.

Dale definujeme jednotlivé konkrétni shodnosti roviny v tom pofadi, jak jsou
obvykle zavadény ve $kolské matematice (tj. osova soumérnost, stiedova soumer-
nost, posunuti, otoceni, identita), a uvedeme jejich zakladni vlastnosti. S prv-
nimi dvéma shodnostmi se setkaji jiz Zzaci na zékladni skole, dalsi dvé byvaji
zavedeny na stfedni Skole a posledni, paradoxné nejsnazsi, az na vysoké skole.

9.2 Osova soumérnost

Je dana pFimka o. Osovd soumérnost (/' s osou o je zobrazeni, které piifazuje
1) VX ¢ o bod X' tak, ze pfimka X X’ je kolma k pfimce o a st¥ed asecky
X X' le#i na piimce o,

2) VY €obod Y/ =Y.

Poznamky:

» Osova soumérnost je tedy zadana piimkou, tzv. osou soumeérnosti.

» K oznaceni osové soumérnosti obvykle do zévorky pfipisujeme oznaceni
pifmky, kterd je osou soumérnosti. V tomto piipadé bychom psali (/' (o).

» Kazdy bod lezici na ose soumérnosti je samodruzny a zadny jiny bod v ro-
ving samodruZny neni, osa je tedy mnoZinou (v8ech) samodruznych bodu
osové soumérnosti. Zarovenn je osa silné samodruZnym utvarem v osové
soumeérnosti.

» Kazda pfimka, ktera je kolma k ose, je slab&é samodruznym ttvarem, nebot
jednotlivé body takové pfimky az na prusecik s osou soumérnosti samod-
ruzné nejsou (viz piimka p v obr. 9.1).

» Obrazem pfimky rovnobézné s osou soumeérnosti je opét rovnobézka s osou
soumérnosti (viz pfimka a v obr. 9.1).

» Vzor a obraz primky riznobé&zné s osou soumeérnosti se spolu protinaji na
ose soumérnosti (viz pfimka d v obr. 9.1).
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Obrazek 9.1: Osovi soumeérnost

Véta 9.1
Osova soumérnost je shodnost.

Diikaz:
Mgjme dva riizné body A, Baosuo (pro A = Bje |AB| = |[A’B'| =0
a podminka pro shodnost je tedy splnéna). V osové soumérnosti
s osou o podle definice sestrojime obrazy A’, B’ bodi A, B. Chceme
dokazat, ze |AB| = |A'B’|. Vzhledem k poloze danych objektii (A,
B, 0) je tfeba uvazovat Ctyii situace:
(a) A€o, Beo
Body A i B jsou samodruzné, tedy A = A’, B = B’ a také
|AB| = |A'B/|.

(b) A€o, B¢o
Bod A je samodruZny, tedy A = A’. Podle definice sestro-
jime obraz B’ bodu B a prisec¢ik BB’ s osou o, coZ je stied
usecky BB’, ozna¢ime S (obr. 9.2). Trojuhelniky ASB a A’SB’
jsou shodné podle véty sus, nebot |AS| = |A’S|, |BS| = |B’'S]
a |[<ASB| = |[<A’SB’| = 90°. Proto jsou shodné i usecky AB
a A'B’.

1B

A:ANE

I

Obrazek 9.2: K dikazu véty 9.1, ¢ast (b)
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(c)

A¢0,B¢0,B€(;>1

Podle definice sestrojime obrazy A’, B’ bodi A, B a prisecik
AA’, resp. BB, s osou o oznacime S, resp. T.

Pokud je «+— AB || o, je i +— A’B’ || 0 a &tyrtuhelnik ABB’ A’
je pravotuhelnikem, tedy |AB| = |A'B’|.

Pokud je «+— AB X o, ozna¢ime C priisecik <— AB s osou o.
Bod C' je samodruzny, tedy C = C’ (obr. 9.3).

Ze shodnosti trojahelnika CT B, C'T B’ (sus) vyplyva, 7e |CB| =
= |C’ B'|; ze shodnosti trojuhelnikia CSA, C'SA’ (sus) vyplyva,
ze |CA| = |C"A'|. JelikoZ je |AB| = ||AC| — |BC|| a |A'B'| =
=||A'C'| - |B'C’||,je i |AB| = |A'B'|.

A
B :
C=C T IS

o
\BNA/

Obrazek 9.3: K dikazu véty 9.1, ¢ast (c)

Ad¢o Bdo Bé¢oh

Postup je analogicky jako v €asti (c); vyuZzijeme pruseciku C
tuseCky AB s osou o a shodnych dvojic trojuhelnika: AASC ~
~ NA'SC', ABTC ~ AB'TC’ (obr. 9.4). Nakonec sefteme
délky tisetek AC a CB, resp. A’/C" a C'B’.

X

g
/\

Obrazek 9.4: K dikazu véty 9.1, ¢ast (d)
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9.3 Stredova soumérnost

Je dan bod S. Stiedovd soumérnost f se stiedem S je zobrazeni, které
prifazuje

1) VX # S bod X’ tak, ze bod S je stiedem tsecky X X',

2) bodu S bod S’ = S.

Poznamky:

» Stfedova soumeérnost je tedy uréena bodem, tzv. stfedem soumérnosti.

» K oznaceni stfedové soumérnosti obvykle do zavorky pripisujeme oznaceni
stiedu, tedy v tomto p¥ipadé bychom psali ./ (5).

» Samodruznym bodem je pouze stfed soumérnosti.

» Zadna piimka nenf ve stfedové soumérnosti silné samodruzna.

» Kazda primka, kterd prochazi stfedem soumérnosti, je slabé samodruzna
(viz pfimka a v obr. 9.5).

X X'

Obrazek 9.5: StFedova soumérnost

Véta 9.2

Stredova soumérnost je shodnost.
Dikaz:
Mgjme dva rizné body A, B a stfed S (pro A = B je |AB| =
= |A’B’| = 0 a podminka pro shodnost je tedy splnéna). Ve stfedové
soumérnosti se stfedem S sestrojime podle definice obrazy A’, B’
bodu A, B. Chceme dokazat, ze |AB| = |A’B’|. Vzhledem k poloze
danych objekti (A, B, S) je tieba uvaZzovat dvé situace: Jeden z bodu
A, B je roven bodu S, nebo jsou oba rizné od bodu S.
Prvni situace je trivialni a rovnost |AB| = |A’B’| plyne pfimo z de-
finice stfedové soumeérnosti.
Ve druhé situaci (obr.|9.6a) ziskame shodné trojuhelniky ABS, A'B’S
podle véty sus (|AS| = |A'S|, |BS| = |B'S|, |<ASB| = |<A’SB’|),
tedy i |AB| = |A’B’|. =
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a) B
A/
A S
B/
Obrazek 9.6: K diakaztm vét 9.2 a 9.3
Véta 9.3

Ve stfedové soumérnosti jsou vzor a obraz libovolné piimky navzajem rovno-
bézné.

Dikaz:

Méjme stFedovou soumeérnost se stiedem S. Pokud pfimka a prochézi
bodem S, je totoZna se svym obrazem o', a tedy a || @’ (totoZznost
piimek je specialnim p¥ipadem rovnobéZnosti, viz str. 10).

Pokud piimka a neprochéazi bodem S, sestrojime jeji obraz a’ tak, ze
na ni zvolime dva libovolné body A, B, najdeme jejich obrazy A’, B’,
a potom a’ = «— A’B’ (obr. 9.6b). Trojthelniky ABS, A’B’S jsou
shodné (sus). Diky tomu jsou shodné i velikosti uhli ABS a A'B’S
a ze ZT 4 (str. 17) vyplyva rovnobéznost pfimek a, a'. 5

9.4 Posunuti

Posunuti zavedeme pomoci pojmu orientovand tusecka.’

Orientovanou dseckou AB rozumime tsecku AB, jejiz krajni body maji ur-
Cené pofadi, tedy tvoii usporadanou dvojici [4, B]. Bod A nazyvame podd-
tecnim bodem, bod B koncoviym bodem orientované usecky AB.

Délkou orientované iusecky AB rozumime délku tsecky AB.

Poznamky:

» Jinak Fe¢eno, orientovana tuseCka je useCka, u niz kromé délky uvazujeme
také orientovang smér. Dvé nenulové orientované tsecky AB a CD maji

2 Alternativnim p¥istupem je definovat pojem vektor.
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stejng orientovany smer, jestlize jsou rovnobézné a bud jedna z polop¥i-
mek AB, CD obsahuje druhou, nebo polopfimky AB, C'D leZi na rtznych
primkach, ale v téZe poloroviné s hrani¢ni pfimkou AC. Nemaji-li rovno-
bézné orientované tsecky AB a CD stejny orientovany smér, fikame, ze
maji opacny smer.

Je déna nenulova orientovana usecka KL. Posunuti neboli translace je zob-
razeni J, které kazdému bodu X piifadi bod X’ tak, Ze orientované usecky
XX’, KL maji stejnou délku a stejny orientovany smér.

Poznamky:

>

|

>

|

K oznaceni posunuti obvykle do zavorky pfipisujeme také pfislusnou ori-
entovanou tsecku, kterou je posunuti uréeno, tedy J(KL).

Délka orientované tusecky udava tzv. délku posunuti, smér a orientace ori-
entované usecky udavaji tzv. orientovany smeér posunuti.

V posunuti neni zadny bod samodruzny. Tim padem ani Zadna primka
nemiize byt bodové samodruzna.

Slabé samodruznymi pfimkami jsou ty pfimky, které jsou rovnobézné s ori-
entovanou useckou urcujici dané posunuti.

Véta 9.4

Posunuti je shodnost.

Driikaz:

Zvolme dva libovolné razné body A, B (pro totozné body je situace
trivialni a véta evidentné platna) a zobrazme je v daném posunuti
uré¢eném nenulovou orientovanou tseckou KL. Bod A’ je obrazem
bodu A4, bod B’ je obrazem bodu B, pficemz |AA'| = |BB’| = |KL|
a usecky AA’, BB’ maji stejny orientovany smér jako tusecka KL.
Chceme ukazat, ze |[AB| = |A’B’|. Rozlisime dvé situace:
(a) 4B || KL
V tomto piipadé jesté zalezi na vzdalenosti bodu A, B vzhledem
k délce orientované tsecky KL. Je-li |AB| = |KL|, pak B = A’
atedy |A'B’| = |BB'| = |KL| = |AB|. Je-li |AB| > |KL|, plati
vztah (9.1) se znaménky plus (obr. 9.7a), je-li [AB| < |KL|,
plati tentyZz vztah se znaménky minus (obr. 9.7b):
|AB| = |AA'| + |A'B| = |BB'| + |A'B| = |A’B’| (9.1)
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a) L b) L
K/‘ K /‘ o

/\B/ﬂ A/ B

A A

Obrazek 9.7: K diikazu véty 9.4, ¢ast (a)

(b) +— ABX «— KL
Jelikoz jsou pfimky AB a KL riznob&zné, vznika &tyFiahelnik
AA'B’'B. Sestrojime jeho thlopticku A’B (obr. 9.8). Trojihel-
niky AA’B, B'BA’ jsou shodné podle vty sus, nebot |AA'| =
= |B’B|, stranu A’ B maji spoletnou a |<AA'B| = |<B'BA|
(dle ZT4, str. 17). Ze shodnosti trojuhelniki plyne shodnost
usecek AB, A'B’.

X
L B
K/ B A
Obrazek 9.8: K diukazu véty 9.4, ¢ast (b)
Véta 9.5
Vzor a obraz piimky v posunuti jsou navzajem rovnobézné.
Diikaz:
Véta je disledkem véty 9.4, konkrétné dikaz vyplyva z &asti (b)
ditkazu véty 9.4. 5

9.5 Otoceni

Pro definici otoceni potfebujeme nejprve zavést pojem orientovany tuhel.

Orientovany thel AVEB definujeme jako uspordadanou dvojici polopfimek
[V A,V B] se spole¢nym pocatkem V', kde prvni polopfimku V A nazgvame
pocdtecnim ramenem a druhou polopfimku V B koncovym ramenem.
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Velikosti orientovaného tihlu AV B nazyvame kazdé realné ¢islo a+ k - 360°,
kde k € Z a pro ¢islo « plati:

1) jeli — VA= — VB, je a = 0°,

2) je-lli — VA # — VB, je « velikosti neorientovaného uhlu, kte-
ry vznikne otodenim pocateéniho ramene VA do polohy koncového
ramene VB v kladném smyslu (tj. proti smyslu ota¢eni hodinovych
rucicek).

Cislo a nazyvame zdkladni velikosti{ orientovaného thlu.

Poznamky:
» Zakladni velikost orientovaného thlu je éislo z intervalu [0°; 360°).
» Kazdé reédlné ¢islo je velikosti nékterého orientovaného thlu.
» Zapisem AV B rozumime orientovany thel, ktery vznikne oto¢enim poca-
teéniho ramene V A do polohy koncového ramene V B v zaporném smyslu.
Na obrazku 9.9 jsou zleva doprava zndzornény orientované dhly m,
m, —E/E —BVA zadané stejnou dvojici poloptimek VA, VB. V ob-

razcich orientovany tuhel zvyraziiujeme Sipkou.

/?/ / BZ/
@/@/

Obréazek 9.9: Orientovany thel

Je dan orientovany thel, jehoZ jedna velikost je ¢, a bod S. Otoceni neboli
rotace je zobrazeni (U, které piifazuje

1) VX # S bod X' tak, ze | X'S| = | X S| a orientovany uhel XSX' ma
velikost ¢,
2) bodu S bod S’ = S.

Poznamky:

» Bod S nazyvame stiedem otocent, orientovany thel definujici otoceni je
nazyvan uhlem otocend.
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» K oznaceni otoceni obvykle do zavorky pfipisujeme také pfislusny stied
a velikost @hlu otocent, tedy (i (S, ).

» Je-li velikost thlu otoceni rovna celo¢iselnému nasobku 360°, je kazdy bod
samodruznym bodem. V ostatnich pifipadech je samodruZznym bodem jen
stfed otoceni.

» Otodeni (1/(S,¢), kde ¢ = 180° + k - 360° (k € Z), je vlastn& stfedovou
soumérnosti. Lze tedy fici, Ze stfedova soumérnost je specialnim pripadem
otoceni.

Véta 9.6

Otoceni je shodnost.

Diikaz:

Mé&jme otoceni (U (S, o) arizné body A, B, které se v daném otoceni
zobrazi na body A’, B’ (pro totozné body je |AB| = |A'B’| =0, ¢ili
véta plati). Buno pfedpokladejme, Ze velikost ¢ thlu otodeni je za-
kladni, tedy z intervalu [0°;360°). Podle definice plati: |A'S| = |AS],
|B'S| = |BS|, |[<ASA'| = |[<BSB’| = ¢. Pro vzajemnou polohu da-
nych objekt miize nastat nékolik situaci:

(a) Body A, B, S jsou kolinearni. Potom plati:
|A'B'| = ||B'S| + |A'S|| = ||BS| £ |AS|| = |AB|.

(b) Body A, B, S nejsou kolinearni. Ozna¢me o = |<BSA’|. Po-
tom |<ASB| = |<A'SB’| = ¢ — « pro ¢ > « (obr. 9.10a)
a |<<ASB| = |[<A'SB'| = ¢ + a pro ¢ < a (obr. 9.10b). Troj-
thelniky ASB, A’SB’ jsou tedy shodné podle véty sus a diky
tomu jsou shodné i délky usedek AB, A'B’. X

Obrazek 9.10: K dikazu véty 9.6, cast (b)
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9.6 Identita

Identitou nazyvame takové zobrazeni, kde VX je X' = X.

Poznamky:

» JednoduSe feCeno, identita je takové zobrazeni, pfi némz je kazdy bod
samodruzny (a tedy kazdy ttvar je silné samodruzny).

» Pro identitu se zpravidla pouZiva oznaceni Jd .

» Identitu muzeme ziskat jako specialni pfipad posunuti, pokud pfipustime
orientovanou tsecku nulové délky, nebo jako specialni pripad otoceni, kdy
velikost orientovaného thlu bude rovna celo¢iselnému nésobku 360°.

Identita se miZe na prvni pohled jevit jako zcela zbyte¢né zobrazeni, vyznam
viak ma napiiklad pii skladani zobrazeni (viz dale) a v teorii grup.?

9.7 Prima a nepiima shodnost

Shodnosti délime na pFimé a nepfimé. Mezi pFimé shodnosti patii identita, stie-
dova soumeérnost, posunuti a otoceni. Osova soumérnost je neprimou shodnosti.

Rozdil mezi pfimou a nepifimou shodnosti lze objasnit nasledovné: Predstavme
si, ze v jednotlivych shodnych zobrazenich sestrojime obraz trojiuhelniku ABC,
ktery je popsan podle abecedy proti smyslu otac¢eni hodinovych ruéi¢ek. Ob-
razem bude vzdy shodny trojuhelnik A’B’C’. Byl-li obraz sestrojen v piimé
shodnosti, je téZ popsan proti smyslu otac¢eni hodinovych ruc¢i¢ek. Pokud vSak
byl sestrojen v nepiimé shodnosti, jsou jeho vrcholy popsany ve smyslu otaceni
hodinovych rucic¢ek, nepiima shodnost tedy meéni orientaci popisu vrcholu.

V ulebnicich se miZete setkat jesté s jinym (avSak v podstaté analogickym)
vysvétlenim: Pfedstavme si, Ze mame dva shodné utvary vystfizené napiiklad
z papiru. Pokud lze jeden pfemistit na druhy tak, aby se pfekryvaly, pouze
kombinaci posunuti a otoceni, jsou utvary pfimo shodné. Pokud v8ak prekryti
utvari docilime jediné tak, Ze jeden z nich zvedneme z podlozky a pieklopime
(tedy je nutné ,vystoupit z roviny do prostoru®), jsou utvary nepiimo shodné.

3V grupé symetrii ma identita roli neutralniho prvku.
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9.8 Skladani shodnosti

Jsou dana dvé zobrazeni roviny Z;, Zs a X je libovolny bod. Oznatme X'
obraz bodu X v zobrazeni Z; a X" obraz bodu X’ v zobrazeni Z,. Potom
zobrazeni Z: X — X" nazveme sloZengm zobrazenim ze zobrazeni Z1, Z,
v tomto poradi.

Poznamky:

» Obvykle pouzivame zapis Z = Zs o Z7, piestoze prvni provadime zobra-
zeni Z;. Toto znadeni vychazi ze znadeni pro skladani funkei.*

» Obecné na poradi sklddanych zobrazeni zalezi, tedy Z1 o Zs # Zg o Z,
rovnost nastava pouze ve specifickych situacich.

Véta 9.7

Jsou-li zobrazeni Z; a Z5 shodnostmi, je zobrazeni Z = Z5 o Z; také shodnosti.

Diikaz:

Zvolme dva ruzné body A, B. Zobrazme tyto body v zobrazeni Z,
tedy Z1: A — A’, B — B’. JelikoZ je zobrazeni Z; shodnosti, plati
|AB| = |A’'B’|. Zobrazme dale body A’, B’ v zobrazeni Zs, tedy
Zy: A" — A", B' — B". Jelikoz je zobrazeni Zy také shodnosti, plati
|A'B'| = |A"B"|, a tedy |AB| = |A”B"|. =

Dale se podrobnéji zaméfime na to, jaké shodnosti miZzeme ziskat, slozime-li
spolu shodnosti definované v podkapitolach 9.2 az 9.5. Nejprve ukazeme jedno
konkrétni slozené zobrazeni, které ziskdme sloZenim osové soumérnosti a posu-
nuti. Nazyva se posunutd soumérnost nebo téz posunutd symetrie. Nez vSak toto
zobrazeni zavedeme, je tfeba dokazat nasledujici vétu.

Véta 9.8
Na potadi skladéni osové soumérnosti /(o) a posunuti J(KL), kde o || KL,
nezalezi.

Driikaz:

Na obrazku 9.11 je zakreslen bod A, jeho obraz A’ v osové sou-
mérnosti s osou o a obraz A” bodu A’ v posunuti uréeném orien-

4Chceme-li slozit funkce f a g v tomto potadi, slozenou funkci mazeme zapsat jako g(f(z)),
tedy pismeno g je v zapisu prvni a pismeno f druhé. Odtud zéapis g o f.
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tovanou tiseckou KL. Bod A” je tedy obrazem bodu A v zobrazeni
J(KL) o /(o). Bod A je déle ztotoznén s bodem B a bod B’ je ob-
razem bodu B v posunuti J(KL). Z vlastnosti pouzitych zobrazeni
vime, ze AA" L ATA”, A’A" || AB’, |A’A"| = |AB'| a B' € AA A"
(nebot usecky AB’, A’A” maji stejny orientovany smér). Odtud vy-
plyva, ze B’ je ¢tvrty vrchol pravouhelniku s vrcholy A, A, A",
a tedy bod B”, ktery je obrazem bodu B’ v osové soumérnosti
[/ (0), splyne s bodem A”, neboli (/(0) o J(KL) =J(KL) o (/(0). <

L A// _ B//

K/ "

B
A=B

Obréazek 9.11: SloZeni osové soumérnosti a posunuti

Je dana primka o a nenulova orientovana tsecka KL, ktera je rovnobézna
s piimkou o. Zobrazeni (] které vznikne slozenim osové soumérnosti /(o)
a posunuti J(KL) v libovolném potadi, se nazyva posunutd soumérnost.

Primku o nazyvame osou a tsecku KL orientovanou tiseckou posunuté sou-
meérnosti.

Poznambka:

» Z vlastnosti osové soumeérnosti a posunuti plyne, Ze zadny bod neni v po-
sunuté soumérnosti samodruzny a pouze jedina piimka, osa o, je slabé
samodruzna.

Véta 9.9
Je dana posunuta soumérnost (” s osou o a orientovanou tseckou KL. Potom
pro kazdou usecku AA’, kde (: A — A’, plati, ze jeji stied S lezi na ose o.
Diikaz:
Sestrojme obraz A* libovolného bodu A v translaci (/(KL) a obraz A’

bodu A* v osové soumérnosti (/(o) (obr. 9.12). Oznaéme M priise-
¢ik tsecky A* A’ s osou o a S prisecik asecky AA’ s osou o. Checeme
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ukazat, ze S je stfedem tusecky AA’. Vime, ze M je stiedem tused-
ky A*A’ (osova soumérnost) a ze AA* || o (definice posunuté sou-
mérnosti). Proto je tsec¢ka M S stfedni pFickou trojuhelniku AA* A’

(viz véta 2.7, str. 34) a bod S je stfedem tsecky AA’.
X

Obréazek 9.12: K dikazu véty 9.9

Véta 9.10

Jsou dany dva pfimo shodné trojuhelniky ABC a A’B’C’. Potom existuje po-
sunuti nebo otoceni, v némz je trojihelnik A’ B’C’ obrazem trojuhelniku ABC.

Diikaz:®

Pokudje A= A’, B= B’,C = (', jedna se o identitu, tedy specialni
piipad otodeni (resp. posunuti, pfipustime-li orientovanou tsecku
nulové délky).

Jeli A # A", B # B', C # C' a zaroven AA’ | BB' || CC',
uz musi byt nutné |AA’| = |BB’/| = |CC’|, nebot ¢tyfuhelniky
AA'B'B, AA'C'C, BB'C'C jsou rovnobézniky, poptipadé jeden ¢i
vice z téchto ¢tyfihelniku ,,degeneruje* na tsecku, a jedna se o po-
sunuti.

Jsou-li trojihelniky ABC, A’ B’C’ pfimo shodné, nemtiZze nastat si-
tuace, Ze by dva vzory splynuly se svymi obrazy a tfeti nikoliv (napf.
Ze by bylo A= A’", B= B', C # ('), ani Ze by dvé spojnice (napf.
AA’ a BB') byly rovnobé&zné a tieti (CC’) s nimi riiznob&Zna. Zbyva
tedy provérit situace, kdy pravé jeden vzor a obraz splyvaji (napf.

5Jelikoz se zabyvame syntetickou geometrif, budou tento a dal3i dikazy zalozeny na kon-
strukénim postupu. Principem je, Ze existenci zobrazeni dokaZeme tak, Ze jej konstrukéné
objevime, nezavisle na poloze zadanych objekti. Je vSak obtizné potom takové dikazy pre-
cizné matematicky zapsat, proto se omezime jen na objasnéni jejich zékladnich myslenek, cilem
nebude rozebrat zde do detailu kazdou mozZnou situaci. Hlavnim smyslem predloZenych dikaza
je poskytnout ¢tenari navod, jak v dané konkrétni situaci konstrukéné nalézt pozadované/a
zobrazeni a poskytnout alespon naznak argumentii, pro¢ je tento postup spravny.
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A=A, B+# B, C # (C’) nebo kdy jsou viechny obrazy rtizné od

svych vzorli a zarovenl spojnice vzor-obraz nejsou navzajem rovno-

bézné.
(a) Necht A= A', B+# B', C # C' (obr. 9.13).
Ze shodnosti danych trojuhelnikit vime, ze |AB| = |A'B/|,

|AC| = |A'C'| a |<CAB| = |<C'A’B’|. V obrazku 9.13 dale
vidime, 7e |<BAB'| = |<«BAC| + |<CAB'| = |<B'AC’| +
+|<CAB'| = |[<CAC’|. Odtud vyplyva, ze trojuhelnik A'B'C’
ziskdme otodenim trojuhelniku ABC okolo stiedu A = A’ o ori-
entovany thel BAB'.

Obrézek 9.13: K dikazu véty 9.10, ¢ast (a)

(b) Necht A £ A’ B # B’, C # C' a zaroven piimky AA’, BB/,
CC'" nejsou navzajem rovnobézné.
Takto zadané trojthelniky ABC, A’B’C’ mohou byt stiedové
soumérné, stfedova soumérnost je vSak specidlnim piipadem
otoceni.
Pokud dané trojahelniky stfedové soumérné nejsou, sestrojime
08y 044/, ogp Usefek AA’, BB’ a jejich priisecik oznacime S
(obr. 9.14). Trojuhelniky ABS, A'B’S jsou shodné (sss), tedy
i |[<ABS| = |<A’'B’'S|. Trojuhelniky CSB, C'SB’ jsou potom
shodné® podle véty sus, nebot |SB| = |SB’|, |BC| = |B'C’|
a |[<SBC| = |<SBA| + |[<ABC| = |<SB'A'| + |[<A'B'C’| =
= |<SB'C’|. Tedy |SC| = |SC’|, tj. osa usetky CC" prochazi
bodem S. Z uvedeného vyplyva, Ze trojuhelnik A’B’C’ je ob-
razem trojuhelniku ABC v rotaci se stfedem S, nebot |A'S| =

6Dale v dukazu vychazime z polohy danych trojuhelnikt jako na obrazku 9.14, p¥i jiné
poloze danych objektt miize byt velikost thlu SBC vyjadfena jinak, poptipadé trojahelniky
CSB, C'SB’ mohou degenerovat na tisecku.
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= |AS], |B'S| = |BS]|, |C'S| = |CS|, shodnost velikosti orien-
tovanych uhli ASA , BSB’ a CSC’ plyne ze shodnosti vyse
uvedenych dvojic trojuhelniki, shodnou orientaci (znaménko)
téchto uhlt mizeme nahlédnout v obrazku 9.14. 5

Obrazek 9.14: K dikazu véty 9.10, ¢ast (b)

Véta 9.11

Jsou dany dva nepiimo shodné trojuhelniky ABC a A’B’C’. Potom existuje
0sova soumdrnost nebo posunuté soumérnost, v niz je trojuhelnik A’ B’C’ obra-
zem trojihelniku ABC.

Diikaz:

Jelikoz jsou trojuhelniky nepfimo shodné, nemitize nastat situace,
kdy A= A’, B= B’, C = C'. Dale rozlisime ¢tyii situace:

(a) Pravé dvé dvojice bodii vzor-obraz se rovnaji, napiiklad A =
= A', B= B’ (C # C"). Potom jsou dané trojuhelniky osové
soumérné a osou je pifmka AB (viz obr. 9.15).

Obrazek 9.15: K dikazu véty 9.11, ¢ast (a)
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(b) Pravé jedna dvojice bodii vzor-obraz si je rovna, napt. A = A’
(B # B, C # (). Sestrojme osu o tsecky BB’ a oznad-
me S stied BB/, X priiseéik piimky CB s osou o a X' pri-
se¢ik pFimky C’B’ s osou o (pozor, zatim nevime, ze X = X'),
viz obrazek 9.16. Trojuhelniky ABS, A’B’S jsou shodné (sss),
odtud plyne rovnost velikosti ihld BAS a B'A’S. Diky tomu
jsou shodné i trojihelntky ACX, A'C' X’ (usu), a tedy |AX| =
=|AX'| = X =X a|CX]|=|C'"X|. Z posledni rovnosti vy-
plyva, Ze osa o je 1 osou tsecky C'C’, nalezli jsme tedy osu osové
soumérnosti, v niz se trojuhelnik ABC zobrazi na trojuhelnik
A'B'C'.

B/

OBB B

Obrazek 9.16: K dukazu véty 9.11, ¢ast (b)

(c) AZA  B#DB',C#C', AA’" | BB' || CC’ (obr. 9.17). Sestro-
jime napiiklad osu tusecky AA’ a obdobné jako v predchozim
piipadé ukaZeme, Ze je to i osa tse¢ek BB’ a CC’. K zdu-
vodnéni miZeme vyuZit i rovnoramenné lichob&zniky AA’B’B
a AA'C'C.

oA B
Obrézek 9.17: K dikazu véty 9.11, ¢ast (c)

(d) A# A, B # B, C # (' aspojnice AA’, BB, CC" nejsou
navzajem rovnobé&zné. Mezi takovymi trojihelniky evidentné
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neexistuje osova soumérnost, pokusime se tedy najit posunu-
tou soumérnost (obr. 9.18). Podle véty 9.9 sestrojime stied S,
usecky AA’ a stied S, usecky BB’. Piimka S,S, je osou o
hledané posunuté soumérnosti. V osové soumérnosti s osou o
sestrojime obraz A* bodu A’. Orientovana tsecka AA* urcuje
posunuti posunuté soumeérnosti. Pro provedeni precizniho du-
kazu by nyni bylo tfeba ovérit, ze pro bod B* ziskany jako
obraz bodu B’ v osové soumérnosti /(o) plati, ze BB* = AA*
(opé&t bychom hledali a vhodné k sobé skladali shodné troju-
helniky) a Ze v nalezeném zobrazeni se bod C' zobrazi skute¢né
na zadany bod C’. X

C
B

AL S ot

T~ N Sb 0

Sa\
Al B
C/

Obrazek 9.18: K dikazu véty 9.11, ¢ast (d)

Poznamky:

» Z vét 9.10 a 9.11 vyplyva, Ze vzorem a obrazem trojihelniku je urcena
shodnost.

» Ve vétach 9.10 a 9.11 jsme pracovali s trojihelniky. Véty v8ak lze zobecnit
na libovolny utvar, nebot libovolny tutvar lze rozlozit na n trojuhelnikt
(v pfipadé oblych ttvard musime uvazovat limitni pfechod n — o0). Po-
tom miizeme véty 9.10 a|9.11 formulovat tak, ze jakdkoliv pfima shodnost
roviny je identitou, posunutim nebo otocenim a jakakoliv nepiim4 shod-
nost roviny je osovou nebo posunutou soumérnosti. Neboli, neni potifeba
zavadét dalsi typy shodnosti, uvedena zobrazeni reprezentuji libovolnou
shodnost roviny.

Véta 9.12
Kazdé shodné zobrazeni lze slozit z nejvysSe t¥i osovych soumérnosti.
Diikaz:

Vyse jsme uvedli, ze kazd4 shodnost je identitou, posunutim, otoce-
nim, osovou soumérnost{ nebo posunutou soumérnosti. Zbyva tedy
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ukazat, ze identitu, posunuti, oto¢eni a posunutou soumérnost mi-
zeme ziskat sloZenim nejvyse t¥i osovych soumérnosti.

(a)

Identitu ziskame, slozime-li osové soumérnosti (/;(01), ((02),
kde 01 = 05. Zobrazime-li libovolny bod A v osové soumérnosti
s osou o na bod A’ a bod A’ zobrazime znovu podle osy o,
ziskdme bod A" = A.

Posunuti ziskame slozenim osovych soumérnosti /1 (01) a (5(02),
kde o1 || 02 (01 # 02). Na obrazku 9.19 muZeme pozorovat ob-
raz A’ bodu Av (/;(01) a obraz A” bodu A’ v (/5(02). Oznaéime-
li |[Ao1| =z a |A'os| =y, potom |AA”| = 2(x+y) = 2|0102| bez
ohledu na vychozi polohu bodu A. Ziskdvame tedy posunuti ve
sméru kolmém k danym osdm o délku rovnou 2|o109|.

01 02

Obréazek 9.20: Otoceni jako sloZeni dvou osovych soumeérnosti

()

Otoceni ziskame slozenim osovych soumérnosti (/; (01) a (5(02),
kde o1, 02 jsou riznobézné. Na obrazku 9.20 vidime obraz A’
bodu A v (;(01) a obraz A” bodu A’ v ()5(03). Oznagime-li S
prusecik os, Sy stied tsecky AA’ a Sy st¥ed usecky A’A”, pak
pro libovolny bod A plati |AS| = |A'S| = |A”S|, |<ASS:| =
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= |qA'SS|, |[<A’'SSy| = |<A”SSs| a|<ASA"| = 2(|<A'SS |+
+|<qA’SSs|) = 2]|<€0102|. Tedy bod A” je obrazem bodu A v oto-
¢eni okolo stfedu S o orientovany thel, jehoZ absolutni hodnota
velikosti je rovna dvojnasobku velikosti uhlu, ktery sviraji osy
01, 02. Specidlné tedy pro o; L 09 ziskdme otoceni o 180°, ¢ili
stfedovou soumeérnost.

(d) Posunutou soumérnost jsme nadefinovali jako zobrazeni slozené
z posunuti J a osové soumérnosti (/. Z ¢asti (b) tohoto dikazu
vime, ze posunuti ziskdme slozenim dvou osovych soumérnosti
(1, 5. Odtud vyplyva, Ze posunutou soumérnost mizeme ziskat
slozenim t¥i osovych soumérnosti (1 (01), (5(02), (/(0), pficemz
0sy 01, 09 jsou rizné rovnobézky a primka o je k nim kolma4,
nebot musi byt rovnobézné se smérem posunuti. X

Poznamka:

» Orientace sméru posunuti, resp. ihlu otodeni, v ¢astech (b) a (¢) dikazu
véty 9.12 zavisi na pofadi skladani osovych soumérnosti.

Zobrazeni Z, které slozeno samo se sebou dava identitu, nazyvame wnvo-
lutornim zobrazenim.

Poznamka:

» Involutornimi zobrazenimi roviny jsou osova a stfedova soumérnost a iden-
tita.

9.9 Ulohy

9.1 Je dan ¢tverec ABCD. Ve kterych osovych soumérnostech mé jeho hranice
(tj. uzaviena lomena ¢ara ABCDA)

(a) pravé dva samodruzné vrcholy,

(b) pravé jednu samodruZnou asecku s krajnimi body ve vrcholech étverce,

(c) pravé dvé samodruzné usecky s krajnimi body ve vrcholech ¢tverce?
9.2 Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC se zakladnou AB. Dokazte, ze

soucet vzdalenosti kazdého bodu X usetky AB od piimek AC a BC je
konstantni.
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9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

9.11

9.12

9.13

Je dan ostry thel XVY a jeho vnitini bod C. Sestrojte trojihelnik ABC
tak, aby jeho vrcholy A, B lezely po fadé na poloptimkach VX, VY a ob-
vod trojihelniku ABC' byl minimalni.

Je dan bod M, pfimka p a bod P € p tak, ze |[Mp| = 2cm A |[PM| =
= 3,5 cm. Sestrojte vSechny body X € p takové, ze |PX|+ | X M| = 8cm.

Je dana kruznice k(S, ) a bod A, ktery na ni nelezi. Uréete mnozinu vSech
bodi X takovych, Ze bod A je stfedem tsecky XY a Y € k.

Je dan trojihelnik ABC' a jeho vnitini bod M. Sestrojte vSechny usec-
ky XY se stfedem M a s krajnimi body X, Y lezicimi na hranici troj-
thelniku ABC.

Jsou dany ruznobézky a, b a tiseCka M N. Sestrojte tse¢ku AB shodnou
a rovnobé&znou s useckou M N tak, aby jeji krajni body A, B leZely po
fadé na p¥imkach a, b.

Jsou dany rizné rovnobézky a a b, bod M (M ¢ a A M ¢ b) a tusecka
délky d > |ab|. Bodem M vedte vSechny piimky m, které protinaji pFimky
a, b v bodech A, B tak, ze |AB| = d.

Vyhledejte misto na fece Sitky d, ve kterém by mél stdt most ve sméru
kolmém na tok teky tak, aby cesta z obce A do obce B, které lezi na
ruznych stranach feky mimo jeji biehy, byla nejkratsi.

Uvnitf rovinného pésu uréeného riiznymi rovnobé&zkami a, b je dan bod M.
Sestrojte kruznici k, které prochazi bodem M a dotyka se piimek a, b.
Specifikujte stfed a thel otoéeni, v némz je samodruzny/a

(a) rovnostranny trojuhelnik,

(b) Etverec,

(¢) kruZnice.
Jsou dany dvé soustfedné kruznice k;(S,4cm), ko(S,3cm) a bod A, kde

|SA| = 2 cm. Sestrojte v8echny rovnostranné trojuhelniky ABC tak, aby
Beki N CE€ks.

Je dana kruznice k(S, ), bod B a tsecka délky d < 2r. Sestrojte t&tivu XY
kruznice k délky d tak, aby byla vidét z bodu B pod thlem 60°.
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9.14

9.15
9.16

9.17

9.18

9.19

9.20

9.21

9.22

9.23

Sestrojte trojuhelnik ABC, jestlize:

(a) o =12cm, a = 60°, 8 = 45°, kde o znaci obvod AABC,
(b) c=4cm, a =60° b—a=1cm,

(¢) ta =5cm, b= "Tcm, ¢ =4cm,

(d) t, =4,5cm, t, = 6cm, t. = 7cm.

Sestrojte obdélnik ABCD, jestlize e = 7cm, a — b = 1 cm.

Sestrojte lichob&znik ABCD se zékladnami AB, CD, jestlize

(a) b=3cm, c=2,5c¢m, d=2,6cm, a — 3 = 20°,

(b) a=65cm, b=4cm, c=3cm, d = 3cm.
Sestrojte ¢tyfuhelnik ABCD, jestlize a = 5cm, ¢ = 3,5¢cm, e = 6cm,
f =55¢cm, |[<ASB| = 120°, kde S je pruse¢ik ahlopficek ¢tyifuhelniku
ABCD.

Dokazte, Ze v trojihelniku ABC' lezi obrazy ortocentra v osovych soumér-
nostech s osami AB, BC, AC na kruznici trojuhelniku ABC opsané.

Sestrojte libovolnou dvojici (a) p¥imo shodnych, (b) nepfimo shodnych
trojthelnikd ABC, A’B'C’ tak, aby A # A’ N B# B AN C# (', a
sestrojte osy osovych soumérnosti, jejichz slozenim se jeden trojuhelnik
zobrazi na druhy.

V roviné je dano pét raznych bodu S, Se, S3, S4, S5, které nelezi v primce.
Sestrojte vSechny uzaviené lomené ¢ary ABCDFEA, pro néz jsou body 57,
So, S3, S4, S5 po fadé stiedy stran AB, BC, CD, DE, EA.

Ukazte, Ze posunuta soumérnost (° se da slozit ze stfedové soumérnosti
J(S) a osové soumérnosti (/(0), kde S ¢ o, v libovolném potadi.

Jaké zobrazeni ziskame slozenim (/(0) a J(AB), kde
(a) AB L o,
(b) |<<+— AB, 0| =60°7
Jaké/a zobrazeni je/jsou, resp. miize/mohou byt, uréeno/a
(a) tfemi samodruznymi nekolinearnimi body,
(b) dvéma riznymi samodruznymi body,

(c) jednim samodruznym bodem?



Kapitola 10

Podobnosti

Dosud jsme se zabyvali pouze podobnymi trojihelniky (podkapitola 2.2). Nyni
se budeme vénovat obecnéji podobnosti libovolnych utvari.

10.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Je dano k > 0. Zobrazeni Z nazveme podobnosti, pokud VA,VB plati:
|A'B'|=k-|AB|, kde Z: A— A", Z: B — B’.

Cislo k nazyvame koeficient podobnosti.

Poznamky:

» Pro k > 1 je atvar U’, ktery je obrazem tutvaru U, ,,v&tsi“ neZ pivodni
utvar U. Pro k € (0;1) je atvar U’, ktery je obrazem ttvaru U, ,mensi“
nez puvodni utvar U. Na obrazku 10.1 je trojuhelnik A B1C1, ktery je
obrazem daného trojuhelniku ABC v podobnosti s koeficientem 2, a troj-
thelnik A; BoCy, ktery je obrazem daného trojihelniku ABC v podobnosti
s koeficientem 0,6.

» Podobnost zachovéavé velikosti thlu.

» Pro k = 1 je zobrazeni Z shodnosti. Na shodnost lze tedy nahlizet jako
na speciélni piipad podobnosti.

175
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» Primou (nepfimou) podobnost definujeme analogicky k pfimé (nepiimé)
shodnosti, viz podkapitola 9.7.

Ch
0,60 ¢ A 2
Ar<C 2 b N 2a
0,60 J0:0a AB A
Bs A 2c B,

Obrazek 10.1: Koeficient podobnosti

10.2 Stejnolehlost

V praxi se pouziva jedina konkrétni podobnost, a sice stejnolehlost. Ostatni
podobnosti 1ze slozit ze stejnolehlosti a néjaké shodnosti.

Je déan bod S a nenulové realné &islo A. Stejnolehlost (téz homotetie) #/ se
stredem S a koeficientem ) je zobrazeni, které piifazuje

1) VX # S bod X' tak, ze |SX'| = || - |SX|, pFiemz

a) X' € — SX pro A > 0,
b) X' lezi na polopfimce opa¢né k — SX pro A <0,

2) bodu S bod §' = S.

Poznamky:

» Stejnolehlost je tedy zadana stfedem a koeficientem.

» K oznaceni stejnolehlosti obvykle do zavorky pfipisujeme oznaceni jejiho
stfedu a oznaceni/hodnotu koeficientu. V tomto pfipadé bychom psali
H(S,\).

» Pro A\ =1 ziskdme identitu, pro A = —1 ziskdme stfedovou soumérnost se
stfedem S.

» Pro A # 1 pro libovolny bod X # S a jeho obraz X’ plati (X'XS) = A.

» Pro A # 1 je samodruzny pouze bod S a zadna primka neni silné samo-
druzna.
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» Pro A\ # 1 jsou slabé samodruzné ty primky, které prochézi bodem S.
» SloZenim stejnolehlosti a pfimé shodnosti ziskame piimou podobnost, slo-
Zenim stejnolehlosti a nepfimé shodnosti ziskdme nepfimou podobnost.

Véta 10.1
Stejnolehlost je podobnosti.

Diikaz:
Mgjme dva rizné body A, B, stfed S a ¢islo A # 0 (pro totozné
body A, B je |AB| = |A'B’| = 0, véta tedy plati). Ve stejnolehlosti
#(S; ) sestrojime obrazy A’, B’ bodt A, B. Chceme dokizat, Ze
|A’B’| = k-|AB|. Vzhledem k vzajemné poloze danych bodi A, B, S
je tfeba uvazovat dvé situace:

(a) Body A, B, S jsou kolinearni. Ozna¢me p piimku, na niz tyto

tfi body lezi. Potom také A’ € p a B’ € p a plati (obr. 10.2):

|A'B| = ||SA'| £ |SB'|| = ||| - |SA| £ |A| - |SB|| =
= [\ - ||SA| £ |SB|| = | - |AB],

tedy zobrazeni je podobnosti s koeficientem |A|.

1
T

A B S B A

Obrazek 10.2: K dukazu véty 10.1, ¢ast (a)

A/
S 'B’
A

Obrazek 10.3: K dukazu véty 10.1, ¢ast (b)

(b) Body A, B, S nejsou kolinearni. Existuje tedy trojihelnik ABS.
Pro obrazy bodi 4, B plati: A’ € «— AS A |A'S| = |A|-|AS],
B" € «— BS A |B'S| = |\ - |BS| (obr. 10.3). Trojahel-
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A'S
niky A’B’S, ABS jsou podobné podle véty sus, nebot | |

AS| ~
IB'S| |AS]
~BS| ~ IA| a |[<ASB| = |<A'SB’|. Z této podobnosti vy-

|A'B’|

|AB|

plyva, ze také

= [A|, tedy |A’'B'| = k- |AB|, kde k = |)l.
X

Poznamka:

» 7 dikazu véty 10.1 je patrné, ze koeficienty k z definice podobnosti a A
z definice stejnolehlosti spolu tizce souvisi, konkrétné ze k = |A|. Lze tedy
Fici, Ze stejnolehlost s koeficientem A je podobnosti s koeficientem |\|.

Véta 10.2

Je-li ptimka a’ obrazem piimky a ve stejnolehlosti # (S; \), potom a || a'.
Diikaz:

Pro samodruznou pfimku a (tedy pokud S € a) véta plati, nebot
totoznost je specialnim piipadem rovnobé&znosti pfimek. V piipadé,
7e S ¢ a (obr. 10.4), zvolime na piimce a dva rizné body A, B a se-
strojime jejich obrazy A’, B’ ve stejnolehlosti £/ (S; ). Stejné jako
v ditkazu véty 10.1 ziskdme dvojici podobnych trojihelniki ABS,
A’B’S (sus). Z této podobnosti vyplyva shodnost thli SAB, SA’B’,
které jsou souhlasné/st¥idavé (zalezi na znaménku &isla A) vzhledem
k piimkam a, o’ a jejich p¥icce AA’. Dle ZT4 (str. 17) je tedy a || @’

X

Obrazek 10.4: K dikazu véty 10.2
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Véta 10.3
Méjme tsecky u, v’ riznych délek lezici na rtznych rovnobéZnych primkach.
Potom existuji pravé dvé stejnolehlosti, které zobrazuji tsecku u na tsecku u'.

Diikaz:

Popisme krajni body dané usecky u jako A, B. Krajni body A’, B’
jejiho obrazu v’ poté miiZeme popsat dvéma zptlisoby; jedna moz-
nost je na obrazku 10.5a, druha na obrazku 10.5b. Vime, Ze bod S
musi byt prise¢ikem piimek AA’, BB’. V obrazku 10.5a jsme takto
sestrojili bod S7, v obréazku 10.5b bod S;. V obou situacich vznik-
nou dvojice podobnych trojuhelniki ABS, A’B’S, tsecka u’ je tedy
skute¢né obrazem tsecky u ve stejnolehlosti. Stejnolehlosti jsme na-
lezli dvé, jednu se stfedem S; a koeficientem A; > 0, druhou se
stifedem S5 a koeficientem Ay < 0.

X
a) B
B/
u
A A/ S[
Obrazek 10.5: K dikazu véty 10.3
Poznamky:

» Stied S; z dikazu predchozi véty nazyvame wvnéjsim stiedem stejnoleh-
losti (vzhledem k danym objektim), stfed S nazyvame vnitinim stiedem
stejnolehlosti (vzhledem k danym objekttim). Pro koeficienty A1, Ay plati:
A1 = [zl

» Na situaci v obrazku 10.5a lze také pohlizet tak, ze tisecka AB je obrazem

1

usecky A’'B’ ve stejnolehlosti se stfedem S; a koeficientem SV obdobné
1

na obrazku [10.5b je tisecka A’B’ obrazem tsecky AB ve stejnolehlosti se

1
stiedem S5 a koeficientem —.
2
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10.3 Stejnolehlost kruznic

Véta 10.4

Obrazem kruznice ve stejnolehlosti #(S; \) je kruznice.

Diikaz:
Méjme kruznici k(O,r). Pro kazdy bod X € k plati: |OX| = r.
Bod O i libovolny bod X kruZnice k zobrazime v dané stejnolehlosti
#:0—= O, X — X'. Stejnolehlost # je podobnosti s koeficientem
|A|, proto je |O'X’| = |A| - |OX]| pro libovolny bod X. Jelikoz je
|A| - |OX]| = |A] - 7, je tato délka konstantni a bod X' je tedy bodem
kruznice, oznaéme ji k', se stfedem O’ a polomérem 7’ = |A| - r.
Obracens, je-li bod Y’ bodem kruznice k'(O’;r’), potom |O'Y’| =
=71 = |\ -7, a tedy pro vzor Y bodu Y’ plati, Ze lezi na kruzmici k.
X
X

k/
Xy

Obrazek 10.6: Stejnolehlost dvou soustfednych kruznic

Véta 10.5
Jsou-li dany dvé kruznice k(O,r), k'(O’,r’) s riznymi poloméry, pak existuji
pravé dvé stejnolehlosti, které zobrazi kruZnici k£ na kruZnici &’

Diikaz:

Zvolme libovolny bod X € k. Potom existuji pravé dva body X'
(oznatme je X{, X}) takové, ze X' € k¥ A OX | O’X’. Nyni
je jedna stejnolehlost zadéna dvojici odpovidajicich si tsetek OX),
O’ X{ a druha dvojici use¢ek OX, O'X}.

Pokud O = O, pak je bod O stfedem obou stejnolehlosti, které se
1isf pouze znaménkem svych koeficienta (obr. 10.6).
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Je-li O # O’, pak stfed S; prvni stejnolehlosti je prisecikem pifmek
00’, X X71; stfed Sy druhé stejnolehlosti je prisecikem pifmek OO,
X X/. Na obrazcich 10.7, 10.8, 10.9 a 10.10 jsou takto sestrojeny
stfedy Sy, S obou stejnolehlosti pro jednotlivé vzajemné polohy
danych kruznic k, k'.

X

X

A

Xy

Obrézek 10.7: Stejnolehlost dvou kruznic lezicich navzijem vné

X! X!

vvvvvv

Obrazek 10.9: Stejnolehlost dvou protinajicich se kruznic
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Obrézek 10.10: Stejnolehlost dvou kruznic, kdy jedna lezi uvnit¥ druhé

Poznamka:

» Pokud se poloméry r, v’ kruznic k(O, ), k' (O’,r") rovnaji, pak kruznice &’
je obrazem kruznice k ve stfedové soumérnosti a dale v identité pro O =
= O’, nebo v translaci pro O # O'.

Vétu 10.5 mtuzeme vyuzit pii hledani spolecniyjch tecen dvou kruznic s rtiznymi
poloméry. Te¢na t spoleéna dvéma kruznicim k(K i), [(L; ) ma totiZ s kazdou
z kruznic k, I spoleny pravé jeden bod (oznac¢me jej Ty, resp. Tj), pri¢emz
t L ToK A t L T,L. Diky tomu jsou tsecky T,K, T;L rovnob&zné a dle
véty 10.2 si odpovidaji ve stejnolehlosti #/, v niz se jedna z kruznic k, [ zobrazuje
na druhou. Proto tecna t, ktera je spojnici odpovidajicich si boda Ty, T, musi
prochézet stfedem stejnolehlosti /. Miizeme tedy sestrojit te¢nu/y ze stiedu/i
stejnolehlosti/i k jedné z kruznic k, I (viz str. 53), nebot tato te¢na, resp. tyto
te¢ny, bude/ou zaroven také te¢nou/ami druhé kruznice. Dvé kruznice mohou
mit spolecné 4, 3, 2, 1, nebo zddnou te¢nu, pocet tecen zavisi na vzajemné poloze
danych kruZnic.

10.4 Aplikace stejnolehlosti v diikazech planime-
trickych vét

V této podkapitole uvedeme dikazy tii jiz dfive zformulovanych vét, v nichz
vyuZzijeme podobnost a stejnolehlost.

Dikaz véty 2.13, str. 40:

Méjme trojihelnik ABC a na pirimkach AB, BC, C' A po fadé body
K, L, M, které nesplyvaji s Zadnym z vrcholi trojuhelniku. Chceme
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dokazat, ze body K, L, M jsou kolinearni pravé tehdy, kdyz
(ABK) - (BCL)- (CAM) = 1. (10.1)

Predpokladejme nejprve, ze body K, L, M lezi na jedné piimce.
Pak ziejmé z téchto bodil patii trojuhelniku bud pravé dva, nebo
zaddny. Pokud ptimka protne trojihelnik, budou pravé dva z délicich
poméri ve vztahu (10.1) zaporné, jejich souéin bude tedy kladny.
Pokud piimka trojihelnik neprotne, budou vSechny délici poméry
kladné a rovnéz tak i jejich sou¢in. Necht napiiklad body M, L nalezi
trojuhelniku (obr. 10.11a), nebo zadny z bodu K, L, M nenélezi
trojuhelniku (obr. 10.11b).

Obrazek 10.11: K dikazu véty 2.13, moZné situace

Vedme bodem A rovnobé&zku s pfimkou KL (obr. 10.12) a oznac-
me X jeji prusecik s pfimkou BC'. Trojuhelnik CAX je obrazem
trojuhelniku CM L ve stejnolehlosti se sttedem C, plati tedy

|CM|  |CL|

] = XL (10.2)

Obrazek 10.12: K dikazu véty 2.13, prvni ¢ast

Ve stejnolehlosti se stiedem B se tsecka AX zobrazi na tusecku KL,
plati tedy
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|AK| |XL]|

= . 10.
|BK| |BL| (103)

Ze vztaha (10.2) a (10.3) plyne
|(ABK) - (BCL) - (CAM)| =

_|AK| |BL| |CM| |XL| |BL| |CL| _
- |BK| |CL| |AM| |BL| |CL| |XL|

1.

Predpokladejme nyni, Ze plati vztah (10.1) a Ze trojihelniku ABC
nalezi bud body M, L, nebo Zadny z bodu K, L, M. Pokud by
piimka M L byla rovnobéZna s pfimkou AB, platilo by, Zze (BCL) =
= (ACM). Po dosazeni (ACM) za (BCL) do vztahu (10.1) bychom
ziskali (ABK) = 1, coZ nemuZe nastat (viz definice déliciho poméru,
str. 20). Pfimka M L je tedy rtiznobézna s piimkou AB, ozna¢me K’
jejich prusecik.

Protoze jsou body M, L, K’ kolinearni, plyne z jiz dokdzané prvni
casti véty, ze (ABK') - (BCL) - (CAM) = 1. Soucasné vsak plati
vztah (10.1), odtud (ABK') = (ABK), a tedy K = K'. Body K,
L, M jsou tedy kolinearni. X

Dikaz véty 2.14, str. 40:
Méjme trojihelnik ABC' a na pirimkach AB, BC, C' A po fadé body
K, L, M, které nesplyvaji s Zzddnym z vrcholi trojuhelniku. Chceme
dokézat, ze primky CK, AL, BM prochéazeji jednim bodem nebo
jsou navzajem rovnobézné pravé tehdy, kdyz

(ABK) - (BCL) - (CAM) = —1. (10.4)

Prochézeji-li pfimky CK, AL, BM jednim bodem (obr. 10.13a) nebo
jsou navzajem rovnob&Zzné (obr. 10.13b), pak zfejmé na stranach
trojuhelniku lezi vzdy jeden nebo t¥i z boda K, L, M, souc¢in délicich
pomérii bude tedy zaporny.

Prochézeji-li dané pfimky jednim bodem (ozna¢me jej D), pak z Me-
neldovy véty (véta 2.13, str. 40) pro trojihelnik AKC a pifmku BD
dostavame

__|AB| |KD| |CM]|

((AKB) - (KCD) - (CAM)| = o5 1&p " TanT] —

1 (10.5)
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a pro trojihelnik K BC a piimku AL dostavame

__|KA| |BL| |CD|
- |BA| |CL| |KD|

\(KBA) - (BCL) - (CKD)| 1. (10.6)

Souc¢inem vztahi (10.5) a (10.6) ziskdme po upravé

|AK| |BL| |CM|
|BK| |CL| |AM|

(ABK) - (BCL) - (CAM)| = 1.

C

Obrazek 10.13: K dikazu véty 2.14

Jsou-li pfimky AL, BM, C K navzajem rovnobézné, pak dikaz plyne
ze stejnolehlosti trojuhelnikit ABM a AKC, popt. CMB a CAL,
AC|  |AK| o |IMA|  |BL|
|\MC| |BK| " |CA| |CL|

nebot Odtud ziskédvame

(ABK) - (BCL) - (CAM)| =

_JAK| |BL| |cM| _ |AC| |AM| |CM]|
T |BK| |CL| |AM]| ~ |MC| |CA| |AM]|

Tim je prvni implikace dokézana.

1

Predpokladejme nyni, ze plati vztah (10.4). Chceme dokazat, Ze
piimky CK, AL, BM jsou bud navzajem rovnob&zné, nebo se pro-
tinaji v jednom bodé.

Primky CK, AL, BM tedy mohou byt bud rovnobézné, pak neni co
dokazovat, nebo jsou alespon dvé z nich riznobézné. Predpokladejme
tedy déale, ze naptiklad piimky AL, BM jsou riznobézné a protinaji
se v bodé D. Priisecik piimky C'D s piimkou AB ozna¢me K’. Podle
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jiz dokazané implikace vime, ze (ABK') - (BCL) - (CAM) = —1.
Soucasné vsak plati vztah (10.4), tedy (ABK') = (ABK), a odtud
dostavame K = K, ¢ili piimky CK, AL, BM prochézeji jednim
bodem. X

Dikaz véty 2.18, str. 43:

opsané libovolného trojihelniku ABC jsou kolinearni a bud splynou,
1

nebo (SVT) = —5
Je-1i trojihelnik ABC rovnostranny, vysky, téZznice a osy stran sply-
vaji, a tedy splynou i body T, V, S.

Mgéjme trojuhelnik ABC, ktery rovnostranny neni. Sestrojime jeho
tézisté T' (jako prisecik téZnic t,, tp, t.), ortocentrum V' (jako pri-
se¢ik vysek vq, vp, ve) a stfed kruznice opsané S (jako prisecik os
04, Op, Oc stran a, b, c).

Obrézek 10.14: K dikazu véty 2.18

Jelikoz T' d&li (dle véty 2.9, str. 35) kazdou t&Znici v poméru 1 : 2,
1

trojihelnik ABC se ve stejnolehlosti #/ (T; —2) zobrazi na troj-

thelnik S,5,S;, kde S,, Sp, S jsou po radé stredy stran BC, AC,

AB (obr. 10.14). Vysky trojahelniku S,SS. tedy splyvaji s osami
stran trojuhelniku ABC, proto muZeme f¥ici, Ze osa o, je obrazem

2
Ve — 0., a tedy #:V — S. Odtud plyne, ze body V a S lezi na
pifmece prochézejici stfedem T stejnolehlosti # (tedy, ze body T,

1
vysky v, ve stejnolehlosti %(T;—), stejné tak #:vy — oy,
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V, S jsou kolinearni) a ze |ST| =

1
—2’ -|VT|. Jelikoz je koeficient
stejnolehlosti zaporny, lezi stied stejnolehlosti 7' mezi body V a S,

1
proto je (SVT) = ~3 5

Méjme trojihelnik ABC, ktery neni rovnostranny. Pifimku prochazejici té-
7iStém, ortocentrem a prusecikem os stran trojihelniku ABC nazyvame
Eulerovou® primkou.

10.5 Ulohy

10.1 Je dan étverec ABCD o strané 4 cm. Sestrojte jeho obraz ve stejnolehlosti
(a) £(A,v2),
2
(b) #/(S, —5)7 kde S je prusecik thlopiicek AC, BD.

10.2 Sestrojte trojuhelnik ABC, jestlize
(a) b:a=5:4,vy=60° v, =5cm,
(b) a:b:c=7:4:5, v, =4cm.
10.3 Uzitim stejnolehlosti Feste ulohu 9.14a (str. 174).

10.4 Je déana kruznice k(S,3,5cm) a bod M, kde |SM| = 2cm. Sestrojte
v8echny tétivy kruznice k, které prochazeji bodem M a jsou jim déleny
v pomeéru 2 : 5.

10.5 Do daného ostroihlého trojihelniku ABC' vepiste ¢tverec KLMN tak,
aby KL C AB N M e BC AN N e AC.

10.6 Sestrojte spole¢né tecny kruznic ki(O1,71), k2(Oa, 1), jestlize
(a) |0102] =9cm, ry =2cm, ro = 5cm,

(b) |0102] = Tem, 11 = 2cm, ro = 5cm,

Leonhard Paul Euler (1707-1783) byl &vycarsky matematik a fyzik. Je autorem vice
nez 800 odbornych praci, pro jeho dilo je typické presné vyjadiovani a piehlednd symbo-
lika, ktera ovlivnila souc¢asné matematické znaceni. Je povazovan za zakladatele teorie grafii,
zavedl dvojrozmérny integral aj.
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10.7

10.8

10.9

10.10

10.11

10.12

(¢) |0104] =6cm, 1 = 2cm, 13 = 5cm,
(d) |0102] =8cm, 1 = 3cm, 5 = 3cm.
Reste Apolléniovu tlohu Bpp v pifpads, kdy
(a) dané pfimky jsou riznobézné a dany bod nelezi na zadné z nich ani
na ose danych primek,
(b) dané pfimky jsou riiznobézné, dany bod lezi na ose danych piimek

a neni to prisecik téchto primek.

Jsou déany riznobézky a, b. Jejich prisecik P lezi mimo nakresnu (tzv.
nedostupny prisecik). Déle je dan bod M, ktery nelezi na zadné z pifmek
a, b. Sestrojte primku M P.

Vrchol C trojuhelniku ABC' lezi mimo nékresnu. Sestrojte stfed tseé-
ky AC.

Je dan konvexni thel AV B, pfi¢emZ vrchol V' lezi mimo nékresnu. Se-
strojte osu uhlu AV B.

Je dana kruznice k(O,2,5cm), bod P, kde |OP| = 4cm, bod A, kde

|OA| = 3cm a |[<POA| = 30°, a pfimka p, kde P e p A p L «— OP.

Sestrojte obdélnik ABCD tak, aby Bep A D€k A |AB|=2|BC|.

Je dan trojuhelnik ABC'. Ozna¢me S stied strany BC, P bod lezici na
1

strand AB ve vzdalenosti g\AB | od bodu B a @ prusecik piimek PC

a AS. Urcete pomér obsaht trojihelniki APQ a ABC.



Kapitola 11

Osova afinita

V této kapitole predstavime osovou afinitu v rovin€, coz je zobrazeni, které se na
stfednich Skolach, na rozdil od pfedchozich, zpravidla nevyucuje. Osova afinita
je v literatufe obvykle nejprve zavedena v prostoru jako zobrazeni mezi dvéma
riznobéznymi rovinami. Osovou afinitu v roviné pak ziskime jako rovnobézny
primét prostorové afinity do roviny.! Zde vSak osovou afinitu zavedeme rovnou
jako zobrazeni roviny.

11.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Zobrazeni (I, roviny, pro néz plati, Ze bod a jeho obraz lezi na piimce daného
smeéru s, obrazem piimky je pfimka a mnozinou vSech samodruznych bodua
je primka o, se nazyva osovd afinita v roviné.

Smér s nazyvame smeérem afinity, pfimku o nazyvame osou afinity.

Poznamky:

» Osova afinita v roviné je ur¢ena osou o a dvojici bodu vzor-obraz, z nichz
zadny nelezi na ose o. Oznaéime-li vzor A a jeho obraz A’, pak smér
pfimky AA’ je smérem dané afinity. Dvojici odpovidajicich si bodd dale
zapisujeme A-A’.

Vice viz napt. (Pomykalova, 2010).
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>

Jedinou silné samodruznou p¥imkou v osové afinité v roviné je osa afinity.
Primky, které néalezi sméru afinity, jsou slabé samodruzné.

Osovou afinitu v roviné muzeme pfiblizit také jako jakési zobecnéni osové
soumeérnosti. Vyjdeme od osové soumérnosti dané osou o a upustime od
pozadavku, Ze obraz A’ daného bodu A lezi ve stejné vzdalenosti od osy o
jako bod A a ze AA’ je kolmé k ose o. Pritom v8ak dale pozadujeme, aby
body osy o byly samodruzné, aby se odpovidajici piimky p-p’ protnuly na
ose o nebo byly s osou o rovnobé&zné a aby piimky spojujici vzor a obraz
libovolného bodu byly navzajem rovnobézné. (Vsechny tyto vlastnosti ma
i osova soumérnost.)

Poznamenejme, zZe osova afinita zobrazuje pfimku na pfimku, avSak obecné
nezachovava kruznici.

P1i konstrukcich obrazi bodt a pfimek v osové afinité vychézime z vyse uvedené
definice. M&me zadanou osovou afinitu (/ pomoci osy o a dvojice riznych
odpovidajicich si bodi A-A’ (tj. A ¢ o A A’ ¢ o). Dale jsou dany (obr. 11.1)
pfimky a, b, pfiemz A € a A affo, A€b A bl o,abod C,kde C ¢ a A
ANC ¢&b N C ¢ o. UkdZeme, jak sestrojit obrazy o', b a C' danych objekti.

(a)

Obrazek 11.1: Konstrukce obrazii pfimek a bodt v osové afinité

Podle definice osové afinity je obrazem piimky piimka. Pfimka a se tedy
zobraz{ na piimku a'. Jelikoz A € a, musi A’ € a’. Pfimka a protina
osu o v bodé P. Bod P je samodruzny, jelikoz lezi na ose, tedy P = P’.
Piimka a’ je tedy urc¢ena dvéma body A'P’.

Primka b se zobrazi na pfimku '. JelikoZz A € b, musi A’ € b’. Piimka b
neprotind osu o, proto ani piimka b neprotne osu o (kdyby ano, vznikl
by tak na p¥imce ¥’ bod Q' € o, pro jehoz vzor @ by platilo Q = @',
ale na pfimce b zadny takovy bod nelezi). Pfimka b’ je tedy rovnobé&zkou
s pfimkou b prochazejici bodem A’.
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¢) Bod C spojime s bodem A. Pfimka AC' protinad osu o v samodruzném
bodé M, tedy M = M’. Jeji obraz je uréen body A’M’. Na pfimce A’ M’
musi lezet také bod C’ a zaroven — podle definice — musi byt piimky C'C’
a AA’ rovnob&zné.

Véta 11.1
Jsou-li pfimky a, b rovhob&zné, jsou jejich obrazy a’, b’ sestrojené v osové afinité
také rovnobézné.

Driikaz:

Vyse jsme ukazali, Ze pro a || o je také o’ || o. Pokud tedy a || b || o,
je take a’ || b || o.

Nalezi-li pfimky a, b sméru afinity, jsou slab& samodruzné, tj. a = a’,
b=V, aprotod || V.

Predpokladejme déle, Ze nenastane zadné z vyse uvedenych moznos-
ti. M&jme afinitu (/ zadanou osou o a dvojici riznych odpovidajicich
si bodi A-A’ (tj. A ¢ o A A’ ¢ 0) a m&me dany rovnob&zné primky
a, b. Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze obrazy a', b’
pfimek a, b jsou rtiznobézné, existuje tedy jejich prusecik, ozna¢me
jej @Q'. Vzor @ bodu Q' musi leZet na piimce a i b, tedy pfimky a, b
musi byt riznob&zné (obr. 11.2), coz je spor s pfedpokladem. Proto
a |v. <

Obréazek 11.2: K dikazu véty 11.1

Poznamky:

» V obrézku 11.3 mtzeme nahlédnout, Ze je-li osova afinita zadana osou o
a dvojici rtiznych odpovidajicich si boda A-A’ (tj. A ¢ o A A’ ¢ 0), a
lezi-li bod A’ v téZe poloroviné s hrani¢ni piimkou o jako bod A, pak pro
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obraz X’ libovolného bodu X (X ¢ o) plati, ze X’ € oX (obr. 11.3a).
Obdobné, pokud bod A’ leZi v opa&né poloroviné k poloroving oA, pak
také obraz X' libovolného bodu X (X ¢ o) lezi v poloroving opacéné k po-
loroving oX (obr. 11.3b).

» Ve vété 11.1 jsme dokazali, Ze osova afinita (/) zachovava rovnobéznost.
Kromé toho z definice osové afinity vyplyva, Ze zachovava také incidenci
(tj. pokud A € a, potom A’ € a’, kde (L: A — A’, a — a') a lze dokazat,
7e zachovava délici pomér (viz tloha 11.6, str. 196).

a) A by A

X

X
A V =
¢ M
A X

o

Obrazek 11.3: Poloha vzoru a obrazu bodu v osové afinité vzhledem k polorovi-
nam urcenym osou afinity

11.2 Typy osové afinity

Dalsi vlastnosti osové afinity v roviné zavisi na tom, jaky konkrétni typ afinity
uvazujeme.

Podle sméru s osové afinity (/' s osou o rozlisujeme tii typy osové afinity
v roving:

(1) pravoihlou afinitu (s L o),

(2) kosouhlou afinitu (s Lo A sYlo),

(3) afinni elaci (s || o).

Poznamky:

» V obrazcich 11.1/a 11.2 byla pouzita kosouhla afinita.
» Osova soumérnost je specidlnim pripadem pravouhlé afinity.

Zobrazeni, které zachovava obsahy utvard, se nazyva plochojevné (téz rov-

noploché/ stejnoploché | ekvivalentny?)
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Poznambka:

» Plochojevnym zobrazenim je libovolna shodnost.

Véta 11.2

Afinni elace je plochojevnym zobrazenim.
Diikaz:

Vétu stadi dokézat pro trojihelnik, nebot libovolny rovinny utvar
lze rozlozit na n trojuhelnika (u oblych atvart uvazujeme limitni
prechod n — o).

Mgjme afinni elaci zadanou osou o a parem ruznych odpovidajicich
si bodi A-A’ (tj. A¢ o N A" ¢ o), kde +— AA’ || 0. M&jme déle
libovolny trojihelnik ABC' a sestrojme jeho obraz A’B’C’. Chceme
dokézat, Ze obsah Sspc trojuhelniku ABC je roven obsahu Sa/pgr¢
trojahelniku A’B’C’ (oznaceni S s dolnim indexem nadale analo-
gicky pouZivame pro obsah trojihelniku s p¥islusnymi vrcholy).
Ozna¢me priseciky osy o s pfimkami AC, BC', AB po fadé X, Y,
Z (obr. 11.4). Body X, Y, Z jsou samodruzné, proto X € A'C’,
Y € B'C' a Z € A'B’. Pro obsah trojihelniku ABC' plati:

Sapc =Sxvc + Syze — Sxza.

Podobné pro obsah trojthelniku A’B’C’ plati:
Sapcr = Sxycr +Syzp — Sxzar-

Yal

AN “
XN

BX~_/DB

X Y Z o
Obrazek 11.4: K dikazu véty 11.2

Jelikoz v8ak o ||[«+— AA’ ||[«+— BB’ |[+— CC’, maji trojuhelniky
XYC, XY stejnou zékladnu XY a k ni pfislusnou vysku, proto
SXYC = SXYC’- Obdobné také SYZB = SYZB’ a SXZA = SXZA’-
Odtud plyne, ze Sapc = Sa'pc- X
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Véta 11.3

Jsou-li X # X’ libovolné odpovidajici si body v osové afinité (1, ktera neni elaci,
a X* je prusecik pfimky X X’ s osou afinity o, potom délici pomér (X X'X*) je
konstantni, tj. nezavisi na volbé odpovidajicich si bodi.

Diikaz:

Méjme osovou afinitu (/ zadanou osou o a dvojici riznych odpo-
vidajicich si bodi A-A" (tj. A ¢ o A A’ ¢ o), kde +— AA’ X o.
Oznacéme A* prisecik piimky AA’ s osou o. Chceme ukazat, Ze pro
libovolny bod B, kde B# A A B ¢ o, je (BB'B*) = (AA'A*), kde
(): B — B', B* = < BB’ No. Bod B lze volit tfemi zptisoby:
(a) «— AB| o
Je-li «— AB || o, pak také «— A'B’ || 0 a |[AA*| = |BB*|
A A — BB . 1AAT BB
i |A’A*| = |B'B*|, tedy plati A B
kud A* € AA’, pak také B* € BB’ (obr. 11.5a) a naopak
(obr. 11.5b), tedy (BB’'B*) = (AA’A*).

. Navic po-

a) A B b) A’ B

Obrazek 11.5: K dukazu véty 11.3, ¢ast (a)

(b) «—=ABXo AN B¢ +— AA
- —
Buno predpokladejme, ze A* € AA’ A B € oA (ostatni situace
bychom dokazali analogicky). Ozna¢me P prisecik piimky AB
s osou o (obr. 11.6a). Bod P je samodru’ny, tedy P € «+— A'B’.
Ze ZT 4 (str. 17) plyne podobnost trojthelnikia PA*A, PB*B

(uu), tedy |AA*| B |AP| a11)
|BB*|  |BP|’ '
Stejné tak jsou podobné trojuhelniky PA*A’, PB*B’, tedy
A’ A* AP
| | = | | (11.2)

|B’B*|  |B'P|’
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a trojuhelniky AA’P, BB'P, tedy

|AP|  |A'P]| (11.3)
|BP| |B'P|’ '
Dosazenim vztahi (11.1) a (11.2) do vztahu (11.3) ziskame
|AA*| | A’ A*| . |AA*| | BB*| oL
= bol = . Jelik bod
BE"| |B/B*|,ne oli A4 5D elikoz jsou body
A*, B* po fad8 vnitinimi body AA’, BB’, je (BB'B*) = (AA'A*).
a) b) A
4 B
B C
B*:A* C* o
o A*\ B* P , P
B B '
A A’

Obrazek 11.6: K dukazu véty 11.3, ¢asti (b) a (c)

(c) Be+— AA
Btino predpokladejme, ze A* € AA’ A B € 0—]4 (ostatni situace
bychom dokézali analogicky). Zvolme libovolng bod C € ;74
takovy, 7e C' ¢ +— AA' A +— AC X o A +— BC X o,
a ozna¢me C’ obraz bodu C v dané afinité a C* priisecik
pfimky CC” s osou o (obr. 11.6b). Dle &asti (b) tohoto di-
kazu je (CC'C*) = (AA'A*) a také (BB'B*) = (CC'C*), tedy

(BB'B*) = (AA'A%). “

Délici pomér z véty 11.3 nazyvame charakteristikou osové afinity (.

Véta 11.4

Osova afinita v roviné je involutornim zobrazenim pravé tehdy, kdyz neni elaci
a jeji charakteristika je rovna —1.

Diikaz:

Implikace zleva doprava je pfimym disledkem véty 11.3. Zde doka-
7eme tedy jen druhou implikaci. M&me osovou afinitu (1 s osou o.
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Necht pro libovolny bod A, jeho obraz A’ a prisecik A* pfim-
ky AA’ s osou o plati (AA’A*) = —1, tj. bod A* je stiedem tsed-
ky AA’. Ozna¢me A" obraz bodu A’ v dané afinité. Bod A” musi
lezet na pffmce sméru afinity prochazejici bodem A’, tj. na pfim-
ce AA’. Prisecikem primky A’A” s osou o je tedy bod A* a plati,
ze (APA"A*) = —1, tedy A* je stfedem tusecky A’A”, a tim padem
je A’ = A" neboli ( je involutornim zobrazenim. =

11.3 Ulohy

11.1

11.2

11.3

11.4

11.5

11.6

Je déan pravidelny Sestitthelnik ABCDEF o strané 3cm. Sestrojte jeho
obraz v osové afinité v roviné, jestlize:

(a) osou afinity je pfimka AB a obrazem bodu F je bod C,

(b) osou afinity je piimka AD a obrazem bodu F je bod B,

(c) osou afinity je pfimka AB a obrazem stfedu S tsecky AE je bod D.

Jsou dany ¢ty¥i navzajem riznobézné primky a, a’, b, b’. Urete osu a smér
afinity, v niZ se pfimky a, b zobrazi po fadé na pfimky o', V'

Osovéa afinita v roviné je zadana osou o a dvojici riznych odpovidajicich
si bodi A-A’ (tj. A¢ o N A’ ¢ o). Na pfimce AA’ zvolte bod X riizny
od Aiod A’ a zobrazte jej v dané osové afinité.

Zvolte libovolnou kruznici k o stfedu S a bod S’ vné kruznice k. Sestrojte
obrazy alespon deseti rtiznych bodi kruznice k v osové afinité, jestlize S’
je obrazem bodu S. Osu afinity volte libovolné tak, aby se jednalo o afi-
nitu (a) pravoihlou, (b) kosouhlou. Odhadnéte, ktera kiivka bude obrazem
kruznice k.

Na pfimce p jsou déany dvé disjunktni tisecky K L, M N. Sestrojte ¢tverec
tak, aby jeho prodlouzené strany protinaly piimku p v bodech K, L, M, N.

Dokazte, ze osova afinita v roviné zachovava délici pomér tii kolinearnich
bodi.



Kapitola 12

Kruhova inverze

V této kapitole predstavime kruhovou inverzi v roving, tj. zobrazeni, v némz na
rozdil od pfedchozich obrazem primky nemusi byt piimka. Cilem bude ukazat
zékladni vlastnosti a konstrukce a upozornit na néktera vyuziti kruhové inverze
v rovinné geometrii.

12.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

Mébiovou rovinou Ms rozumime Eukleidovskou rovinu Fs sjednocenou
s jednim nevlastnim bodem Py, (tj. ,bodem v nekoneénu®), ktery je vn&jsim
bodem kazdé kruznice a zaroven jim prochézi kazda primka Mobiovy roviny.

Body eukleidovské roviny potom nazyvame wvlastnimi body.

Poznambka:

» V geometrii se bézné pouzivaji dvé rizné rozsifeni eukleidovské roviny.
Jednim z nich je rozsifeni o jeden nevlastni bod na Mdbiovu rovinu (sym-
bolicky naznaceno na obr. 12.1a), druhym je tzv. projektivni rozsivent,
kdy kazdy smér ztotoznime s jednim nevlastnim bodem (neboli, viechny
piimky daného sméru se protinaji v jednom nevlastnim bodg). P¥i projek-
tivnim rozsifeni tedy k eukleidovské roviné pridavame nekone¢né mnoho
nevlastnich bodi, které dohromady tvofi tzv. nevlastni primku (naznaceno

na obr. 12.1b).

197
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Co

Poo

Poc AL Boo

Obrézek 12.1: Mébiova rovina a projektivni rozsifeni eukleidovské roviny

Je déna kruznice w(S, ). Kruhovou inverzi v rovin€ s tzv. zdkladni kruzni-
¢i w nazyvame zobrazeni A roviny My, které:
1) bodu S pfifadi bod P,
2) bodu P, pfifadi bod S,
3) bodu X (X # S AX # P.) piitadi bod X' takovy, ze X' € — SX A
AISX|-|SX|=r2

Podivejme se, jak se v kruhové inverzi v roving se zakladni kruznici w(S,r)
zobrazi libovolny bod X . Postup zavisi na tom, zda X € w, ¢ zda je X vnitinim,
nebo vnéjsim bodem kruznice w.

(a) X €w:
V tomto pfipadé je |SX| = r, a tedy musi také byt |SX’| = r. Proto
X=X

Obrézek 12.2: Obraz vnitiniho bodu zéakladni kruZnice

b) X je vnitinim bodem kruZznice w:

Sestrojme tétivu kruznice w, jejimz stfedem je bod X (tj. tétivu kolmou
k polopfimce SX). Jeden z krajnich bodu tétivy oznaéme T a sestrojme
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te¢nu ¢ kruznice w v bodé T (obr. 12.2). Bod X’ je priise¢ikem teény t
s polopfimkou SX, nebot «+— T'X je vyskou na pfeponu pravoithlého troj-
thelniku SX'T a podle Eukleidovy vty o odvésné (viz véta 6.9, str. 104)
plati: 2 = |SX’|-|SX], tedy takto sestrojeny bod X’ spliiuje vyse uvede-
nou definici.

X je vngjsim bodem kruZnice w:

Sestrojme te¢nu t z bodu X ke kruznici w a ozna¢me bod dotyku T'. Déale
sestrojme tétivu kruznice w kolmou k polopiimce SX s krajnim bodem T
(obr. 12.3). Bod X’ je prisetikem této tétivy s polopfimkou SX, nebot
v pravoihlém trojahelniku SXT s vyskou T X’ na pfeponu podle Euklei-
dovy véty o odvésné (viz véta 6.9, str. 104) plati: 72 = [SX| - |SX'|, tedy
takto sestrojeny bod X’ spliiuje vySe uvedenou definici.

Obréazek 12.3: Obraz vnéjsiho bodu zéakladni kruznice

Poznambka:

>

Z definice kruhové inverze (str. 198) a také z vySe popsané konstrukce
obrazu bodu v kruhové inverzi se zakladni kruznici w je patrné, ze kruz-
nice w je mnozinou v8ech samodruznych boda dané inverze, Ze vnitini
body kruZnice w se zobrazi vné a obracené a ze kruhova inverze je invo-
lutornim zobrazenim.

Véta 12.1

Mgjme kruznici w(S,r) a libovolny bod X # S. Oznaéme A, B krajni body
praméru kruznice w kolmého k polopfimce SX a M priiseéik kruznice w a spoj-
nice bodu X s libovolnym z bodi A, B. Potom obrazem bodu X v kruhové
inverzi se zakladni kruZnici w je bod X', ktery je prusec¢ikem polopiimky SX
s pifmkou BM (pro M =w N +— X A), resp. AM (pro M =w N +«— XB).
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Diikaz:

Je-li X € w, potom X = M = X', tedy bod X je samodruzny a véta
plati.

Dale predpokladejme, ze X je vnitini bod kruZnice w (obr. 12.4)
a bod M je buno prisecikem kruznice w a pifimky BX. Podle vé-
ty 3.6/ (str. 51) je |<AM B| = 90°, nebot AB je priumérem kruZnice w.
Trojahelniky SX’A a M BA jsou oba pravothlé a maji spole¢ny tihel
pfi vrcholu A, tedy jsou podobné (uu). Stejné tak jsou podobné troj-
thelniky SBX a M BA (uu), nebot jsou opét oba pravoihlé a maji
spoleény thel pfi vrcholu B. Z toho plyne podobnost trojihelnika
SX'A a SBX a z pomért jejich odpovidajicich si stran dostavame

|SX| |SB|
ISA]  |SX|

|SX|-|SX'| =|SB|-|SA| =2

, neboli

Obrézek 12.4: K dikazu véty 12.1

Pro vngjsi bod X lze provést dikaz obdobné. Oznacime-li buno M
prusec¢ik kruZznice w s pfimkou AX, ziskdme v podstaté obrazek 12.4,
pouze se zaménénymi body X a X'. Téz muzeme vyuzit ¢ast dikazu
pro vnitini bod X a fakt, Ze kruhova inverze je involutornim zobra-
zenim. X

Véta 12.2

Je dana kruznice w(S,r) a dva rtzné body M, N, pficemz M # S, N # S,
M # Py, N # P,. Obrazy bodi M, N v kruhové inverzi se zédkladni kruznici w
ozna¢me M', N'. Potom |[<SMN| = |<SN'M’|.
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Drikaz:

Pro body M, M', N, N’ plati, ze r? = |SM| - |SM'| = |[SN| - |SN'|.
SM SN

Odtud plyne, ze |SN’|| = ||SM’| Navic je |[<MSN| = |<M'SN’|,

z ehoz vyplyva, Ze trojihelniky SM N, SN’ M’ jsou podobné (sus).
Velikosti jejich odpovidajicich si vnitinich hla jsou tedy shodné,

proto [<SMN| = |<SN'M’| (obr. 12.5).
X

N/

Obrazek 12.5: K dikazu véty 12.2

12.2 Kruhové krivky

V této podkapitole se budeme vénovat obraztim piimek a kruznic v kruhové
inverzi v roviné a s tim spojenym vlastnostem téchto objektii.

Pirimky a kruznice ozna¢ujeme spoleénym nazvem kruhové kiivky.

Poznamky:

» Na bod, resp. pfimku, lze nahlizet jako na kruznici s nulovym, resp. neko-
neéné velkym, polomérem. Diky tomu je v nékterych zdrojich za kruhovou
kiivku povazovan i bod.

» Pied vyslovenim dalsi véty pfipomeiime, ze kazda primka Mobiovy roviny
prochéazi bodem P.,. Timto bodem vSak neprochéazi zadnéa kruznice.
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Véta 12.3
V kruhové inverzi je obrazem kruhové kiivky kruhova kfivka.

Diikaz:
Mgjme kruhovou inverzi se zéakladni kruznici w(S, r). Rozlisime &tyti

situace, podle typu zobrazované kruhové kfivky a jeji polohy vzhle-
dem k bodu S:
(a) Zobrazujeme p¥imku p prochézejici bodem S:
Na piimce p lezi body S a P,,. Obrazem bodu S je bod P,
a obracené (obr. 12.6). Pro kazdy jiny bod X p¥imky p plati,
7e jeho obraz X' € — SX a zaroven — SX C p. Obrazem
pfimky p je tedy piimka p’ = p.

Obrazek 12.6: K dukazu véty 12.3, ¢ast (a)

Zay

w p

Obrazek 12.7: K dikazu véty 12.3, ¢ast (b)

(b) Zobrazujeme piimku p neprochazejici bodem S:
Na pfimece p lezi bod Py, jehoZz obrazem je bod S, tedy S € p’.
Ozna¢me M patu kolmice z bodu S k pfimce p. Obraz M’ bo-
du M lezi na — SM (obr. 12.7). Pro kazdy bod X € p, X #
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# M, a jeho obraz X' dle véty 12.2 plati, ze 90° = |<SM X| =
= |<SX'M’'|, a tedy dle véty 3.6 (str. 51) X’ lezi na kruz-
nici nad primérem SM’. Odtud plyne, Ze obrazem piimky p je
kruZnice p’ s pramérem SM’.

(¢) Zobrazujeme kruZnici k prochazejici bodem S:
Diky tomu, Ze kruhova inverze je involutornim zobrazenim,
plyne z ¢asti (b) tohoto diikazu, Ze obrazem kruZnice k je pfim-
ka k' (neprochazejici bodem .5).

(d) Zobrazujeme kruznici k neprochéazejici bodem S:
Oznatme O stied kruznice k a A, B pruseéiky pfimky SO
s kruznici k. Pro libovolny bod X € k rizny od bodi A, B
dle véty 3.6 (str. 51) plati |[<AXB| = 90°. Obrazy bodi A, B
ozna¢ime A’, B’. Pro usporadani boda S, A, B mohou nastat
dvé situace: bud A € — SB, nebo A ¢ — SB. V prvnim
piipadé (obr. 12.8) plati, Ze

|[<AXB| = ||[<SXA| - |[<SXBJ|| =
= [|<SA'X'| - |<SB'X'|| = |<A'X'B/|,

pri¢emz ve druhé rovnosti jsme aplikovali vétu 12.2 a ve tieti
vétu 2.3 (str. 28).

Obrazek 12.8: K dukazu véty 12.3, ¢ast (d), prvni pfipad

Ve druhém piipadé (obr. 12.9) za pouziti tychz vt plati, ze
|<AXB| = |<SXA| + |[<SXB| = |<SA'X'| + |<SB'X'| =
=180° — |[<«A'X'B'|.
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B Al s ola] B

Obrazek 12.9: K diikazu véty 12.3, ¢ast (d), druhy pFipad

Jelikoz je [<<AX B| = 90°, v obou piipadech je také |<A’X'B’| =
= 90°, a tedy bod X’ lezi (dle véty 3.6, str. 51) na kruznici nad
primérem A’B’, neboli obrazem kruZnice k je kruznice k' s pri-

mérem A'B’.
X

Poznamky:

> K ¢asti (d) dukazu véty 12.3 poznamenejme, Ze obraz O’ stiedu O kruz-
nice k neni stfedem kruznice k' (viz tloha 12.4, str. 210).

» 7 casti (a) dukazu véty 12.3 vyplyva, Ze piimky vedené stfedem kruhové
inverze jsou slabé samodruzné.

» Diukaz véty 12.3 poskytuje navod, jak obrazy kruhovych kiivek v kruhové
inverzi konstruovat. Pokud navic kiivka, kterou chceme zobrazit, protina
zékladn{ kruznici w, vyuzijeme toho, Ze tyto priise¢iky jsou samodruzné,
a tedy lezi na obrazu dané kiivky.

Zobrazeni zachovavajici velikosti thli nazyvame konformnim zobrazenim.

Poznamka:

» Z diive uvedenych zobrazeni jsou konformnimi zobrazenimi vSechny shod-
nosti a podobnosti. Osova afinita obecné konformnim zobrazenim neni.
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Véta 12.4

Kruhovéa inverze je konformnim zobrazenim.

Diikaz:

Jelikoz se v kruhové inverzi pfimky mohou zobrazit na kruznice a ob-
racené, méli bychom se zabyvat odchylkami pifimek i kruznic. Pfipo-
meinime, Ze odchylku kruznic jsme na str. 60 definovali jako odchylku
jejich tecen ve spole¢ném bodé, proto stac¢i nyni dokézat, ze kruhova
inverze zachovava odchylku primek.

Mg&jme kruhovou inverzi se zakladni kruznici w(S,r). UvaZujme riz-
nobézné primky a, b. Chceme dokazat, Ze jejich odchylka je rovna
odchylce jejich obrazii a’, b’ v dané inverzi. Mohou nastat t¥i situace:

(a)

(b)

Piimky a, b se protinaji v bodé S:

Jestlize S € a A S € b, pak z ¢asti (a) ditkazu véty 12.3 vime, Ze
a=a' ab=1", tedy odchylka obrazi je rovna odchylce vzorti.
Pravé jedna z primek a, b prochazi bodem S:

Necht btno S € a, tedy ¢’ = a. Obrazem piimky b je dle
¢asti (b) dikazu véty 12.3 kruznice b’ s primérem SB’, kde B’ je

obraz paty B kolmice vedené z bodu S na pfimku b (obr. 12.10a).

Prisedik pfimek a, b oznatme M. Obrazy o', b’ se protinaji
v bodech S, M’, pricemz odchylka kifivek a’, ¥ je rovna od-
chylce pfimky a’ a te¢ny t; kruznice b’ v bodé S nebo odchylce
pfimky o’ a teény to kruznice b’ v bodé M’ (dhly, které sviraji
tecny t1, to s pfimkou a’, maji stejnou velikost, nebot oba jsou
asekovymi thly piislusnymi témuz oblouku SM’ kruZnice ¥/,
viz véta 3.9, str. 56).

Tecna t; je vSak kolméa k p¥imce SB’, nebot SB’ je primérem
kruznice V', a tedy ¢; || b. Podle ZT 4 (str. 17) je tedy odchylka
pfimek a’, t; rovna odchylce p¥imek o’ (resp. a) a b, a tedy
odchylka obrazu je rovna odchylce vzort.

Zadna z pfimek a, b neprochéazi bodem S:

Jestlize S ¢ a A S ¢ b, pak @’ a b’ jsou kruZnicemi, které
se protinaji v bodech S a M’ kde M’ je obraz pruseéiku M
pfimek a, b (obr. 12.10b). Dle véty 3.10 (str. 59) nezalezi na
tom, zda uréime odchylku kruZnic a’, ¥’ jako odchylku tecen
v bodé S, nebo v bodé M’. Oznacme A’ obraz paty A kolmice
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Obrézek 12.10: K dikazu véty 12.4

vedené z bodu S na pfimku a a B’ obraz paty B kolmice vedené
z bodu S na p¥imku b. Teéna t, kruznice a’ v bodé S musi byt
kolméa na primér SA’ této kruznice, stejné tak tecna ¢, kruz-
nice b’ v bodé S musi byt kolma na pramér SB’ této kruZnice,
atedy t, || @ atp || b, z CehoZ op&t plyne, ze odchylka obrazi je
rovna odchylce vzort.

X

Véta 12.5

Je dana kruZnice w(S;r). KruZnice k # w je v kruhové inverzi se zakladni
kruZnici w slabé samodruzna pravé tehdy, kdyz jsou kruznice k a w ortogonalni.

Diikaz:

Dokazme postupné jednotlivé implikace. Nejprve predpokladejme,
7e kruznice k, jejiz stfed oznacime O, je samodruzna, tedy k' =
= k. Jelikoz se v kruhové inverzi vnitini body zakladni kruznice w
zobrazuji vné w a obracené, musi na kruznici k leZet vnitin{ i vnéjsi
body kruznice w, neboli kruznice k a w se protinaji. Oznac¢me jejich
pruseciky A, B (obr. 12.11). Body A a B jsou samodruzné, tedy A’ =
= A a B’ = B. Dle pfedpokladu také pro kazdy bod X € k rtizny od
A, B plati, Ze X' € k. Z definice kruhové inverze je |SX|-|SX'| = r?
a |SA|-|SA| = |SA? = r?. Odtud plyne, 7e |SA|? = |SX]|-|SX|,
coz ale dle v&t 3.11 (str. 60) a 3.12 (str. 62) znamen4, Ze pfimka SA
je teénou kruznice k v bodé A, a tedy +— SA 1 «— AO. Jelikoz
je SA polomérem kruznice w, je také <— AO tecnou kruznice w
a kruZnice w a k jsou ortogonalni.
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Obrazek 12.11: K dikazu véty 12.5

Nyni predpokladejme, Ze kruznice w a k se stfedem O jsou ortogo-
nalni. Ozna¢me jeden z jejich pruseciki A. Z kolmosti kruznic vy-
plyva, ze +— SA 1 +— AO, a tedy «— SA je te¢nou kruznice k.
Zvolme libovolny nesamodruzny bod X € k a ozna¢me jeho obraz
v dané iverzi X’. Z definice kruhové inverze plati, ze |SAJ? = r?
a |[SX| - |[SX'| = r? tedy |SA? = |SX]| - |SX'|, coz dle v&t 3.11
(str. 60) a 3.12 (str. 62) znamen4, %e bod X’ lezi na kruznici k, a
tedy k' = k.

X

Poznamky:

» Z vét 12.3 a 12.5 vyplyva, Ze slabé samodruznymi kruhovymi kiivkami
v kruhové inverzi jsou pravé ty kiivky, které jsou kolmé k zakladni kruznici
dané inverze.

» Kruhovi inverze, na rozdil od zobrazeni uvedenych v kapitolach 9, 10 a 11,
nezachovava délici pomér kolinedrnich bodt. Dalsim piikladem takového
zobrazeni je tieba stredovd kolineace v roviné.!

» Definici kruhové inverze lze rozsitit o tzv. zdporny koeficient. Uvazujme
koeficient A\ takovy, Ze |A| = r2. Je-li A > 0, potom je definice totozna
s tou zde uvedenou (str. 198). Je-li A < 0, pak pro obraz X’ bodu X plati,
ze |SX|-|SX'| = |\ a bod X’ lezi na polopfimce opaéné k polopfim-
ce SX. Kruhovié inverze s koeficientem A < 0 je tedy vlastné zobrazenim,
které bychom ziskali sloZenim kruhové inverze s koeficientem || a stfedové
soumeérnosti.

1Viz napf. (Pomykalova, 2010; Lavicka, 2007).
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12.3 Aplikace kruhové inverze

Kruhova inverze mé v matematice zna¢né vyuziti. Setkdme se s ni napiiklad v ne-

niovych uloh (viz tlohy 12.5 az 12.7, str. 210) i v fadé dukazu, které by bez
uziti kruhové inverze byly zna¢né komplikované. Zde ukizeme vyuziti kruhové
inverze v dikazu Ptolemaiovy véty (véta 4.14, str. 78).

Dikaz véty 4.14, str. 78:
Méjme ¢tyfuhelnik ABC'D. Chceme dokazat, ze
|AB| - |CD[ +|BC|-|AD| = |[AC| - |BD],
pri¢emz rovnost nastava pravé tehdy, je-li étyithelnik ABCD téti-
VOVY.

Sestrojime kruznici w(A;r = 1) a v kruhové inverzi se zakladni kruz-
nici w zobrazime body B, C, D na body B’, C’, D’ (obr. 12.12).

Obrazek 12.12: K dukazu véty 4.14

Velikost tthlu BAC oznac¢ime « a na trojuhelniky ABC, AB'C’ apli-
kujeme kosinovou vétu?:

|BC|> = |AB]* +|AC|* —2|AB|-|AC|-cosa,  (12.1)
|B'C'|> = |AB'|* 4 |AC'|? — 2|AB'| - |AC'| - cos . (12.2)
Ze vztaht (12.1) a (12.2) vyjadiime cosa a ziskané vyrazy porov-
name:
|AB|* + |AC|> — |BC|*  |AB'|>+|AC']> — |B'C"|?

(12.3)

2|AB| - [AC]| 2[AB'| - [AC']

2Kosinova véta viz napi. (Halas, 2016).
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Z definice kruhové inverze (str. 198) déle vime, ze |AB|-|AB'| =1
a |AC| - |AC'| = 1, tedy:

1

1

Vztahy (12.4) a (12.5) dosadime do pravé strany vztahu (12.3) a po
upravé ziskame:
|BC|

B'C| = —
Bl = A5l ac]

(12.6)

Analogicky, vyjdeme-li od dvojice trojthelnika ACD, AC'D’, zis-
kdme vztah

CD|
C'D| = |7 12.7
C'D| = e BT (12,7
a pro dvojici trojuhelniki ABD, AB'D’ vztah
BD|
B'D'|= |7 12.8
Pro body B’, C', D' plati, ze
|B'C’| +|C'D’'| > |B'D|, (12.9)

pri¢emz rovnost nastane pravé tehdy, lezi-li C’ na tisec¢ce B'D’.
Do vztahu (12.9) dosadime vyjadreni délek usecek B'C’, C'D’, B'D’
ze vztaht (12.6), (12.7) a (12.8), ziskame:
|BC| |CD| < |BD|
|AB|-|AC| = |AC|-|AD| ~ |AB|-|AD]|’

coz je v8ak ekvivalentni s dokazovanym tvrzenim (staci roznéasobit
tak, abychom se zbavili zlomki).

Rovnost nastane pravé tehdy, jsou-li body B’, C’, D’ kolinearni. To
v8ak nastane v pripadé, kdy body B, C, D lezi na kruZnici procha-
zejici stfedem kruhové inverze, tedy bodem A, a to nastane pravé
tehdy, existuje-li kruznice opsana ¢tyfihelniku ABCD, tj. je-li dany
¢tytihelnik tétivovy. 5
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12.4 Ulohy

12.1 Je dana kruznice w(S,2cm) a jeji te¢na t. V kruhové inverzi se zakladni
kruznici w sestrojte obraz primky t.

12.2 Je dana kruznice w(S,3,5cm), bod M, kde |SM| = 3cm, a kruZnice
E(M,1,5cm). V kruhové inverzi se zakladni kruZnici w sestrojte obraz
bodu M a kruZnice k.

12.3 Je déan &tverec ABC D o strané 6 cm. St¥ed strany AB oznadte S. Zobrazte
¢tverec ABCD v kruhové inverzi se zakladni kruznici w(.S, 3 cm).

12.4 Mgéjme kruhovou inverzi se zakladni kruznici w(.S, r). DokaZte, Ze bod O’,
ktery je v dané kruhové inverzi obrazem stfedu O libovolné kruznice k
neprochéazejici bodem S, neni stfedem obrazu k’ kruznice k.

12.5 Reste Apolléniovu tlohu BBk.
12.6 Reste Apolléniovu tlohu Bkk.
12.7 Reste Apolléniovu tdlohu kkk.



Kapitola 13

Axiomatika planimetrie

Zejména v prvni a ¢asteéné ve druhé kapitole jsme bez dikazt zformulovali né-
kolik zakladnich tvrzeni (ZT), ktera jsme vyuzili v dukazech dalgich vét. Tato
Z'T byla vybrana tak, aby jejich platnost byla pro ¢tenafe pokud mozno na za-
kladé zkuSenosti evidentni a zaroven aby dikazy dal8ich v&t nebyly pfili§ kom-
plikované. Soubor uvedenych ZT vSak nespliiuje pozadavky na axiomatickou
vystavbu geometrie. Cilem této kapitoly je tedy korektni axiomaticky pristup
k planimetrii nastinit.

13.1 Axiomaticky systém

V matematice se b&Zné setkavame s pojmy definice, véta, dikaz; v axiomatické
vystavbé pracujeme navic se zdkladnimsi objekty a s axiomy.

P11 budovani matematické teorie pracujeme se zakladnimi objekty dvojiho druhu:
S tzv. primitivnimi pojmy, mezi néz patii napiiklad ¢isla, body, pfimky apod.,
a s tzv. primitivnimi relacemi, jimiZz jsou napiiklad usporadéni ¢isel, uspofa-
dani bodu aj. Aziom je tvrzeni pokladané za pravdivé, tj. prijimame jej bez
dikazu. Pfi axiomatické vystavbé matematické teorie zvolime nejprve mnozinu
zékladnich objektt a axiomi, pfi¢emz vyznam zakladnich objektd je dan pravée
jejich za€lenénim do axiomu. Na zakladé axiomt, za pomoci jistého metaja-
zyka (zpravidla jazyka mnozinové matematiky), poté formulujeme dalsi definice
a matematické véty. Definici (z latiny: definito — ohraniCeni, vymezeni) rozu-
mime jednozna¢né uréeni vyznamu pojmu. Véta je vyrokem, jehoZ pravdivost
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je tfeba dokazat na zakladé danych axiomu a jiz dokdzanych jinych vét. Rozli-
Sujeme nékolik typt dikazi; ve stfedoskolské matematice se setkame s ditkazem
pfimym, nepfimym, sporem a matematickou indukei.'

Systém axiomt musi byt bezesporny, tzn., ze z nich nelze odvodit zaroven tvr-
zeni i jeho negaci. Déle je vhodné, aby soustava axiomil byla nezdvisld, tj. zadny
z axiomiu nelze odvodit z ostatnich, a pind, tzn., Ze vSechny matematické mo-
dely zaloZené na této soustavé axiomu jsou navzajem izomorfni.

Prvnim pokusem o axiomatizaci geometrie je dilo Zdklady (fecky Stoicheia),
které vzniklo okolo roku 300 pf.n.l. a jeho autorstvi je pfipisovdno Eukleidu
z Alexandrie. Prestoze Eukleidés nepodal Gplny axiomaticky popis,? jeho prace
je cennym piinosem axiomatické vystavbé geometrie, nebot celou teorii vybu-
doval pravé na systému definic, postulatt® a axiomd.

13.2 Hilbertiv axiomaticky systém

Geometrie podle Eukleidovych Zdkladd byla v Evropé vyucovana az do novo-
v&ku. Pfelomem byl jednak objev riiznych neeukleidovskych geometrii (1. pol.
19. stoleti) a také vytvofeni nového, precizniho, axiomatického systému euklei-
dovské geometrie, ktery v roce 1899 publikoval David Hilbert* v dile Grundlagen
der Geometrie.

Hilbertiv axiomaticky systém obsahuje 5 skupin axiomu, které nazyvame:
(1) axiomy incidence (oznac&ime T)
(2) axiomy usporadani (ozna¢ime U)
(3) axiomy shodnosti (ozna¢ime S)
(4) axiomy spojitosti (oznacime AC)
(5) axiom rovnobé&Zznosti (oznac¢ime R)

1Diikazy planimetrickych vét uvedené v predchozich kapitolach mély zpravidla charakter
pfimého diikazu, popfipadé diukazu sporem.

2Viz napt. (Lavicka, 2007; Halas, 2018).

3 Postuldt, téz oznalovan jako predpoklad & prvotny tkol, je v matematice stejné jako
axiom pfijiméan jako pravdivy vyrok. Oproti tomu v humanitnich védach byva jako postulat
oznacovana néjaka empiricky ovérend hypotéza, ktera vsak nemusi vzdy platit.

4David Hilbert (1862-1943) byl némecky matematik. Byva oznadovan za nejvétsiho geomet-
ra po Eukleidovi. V praci Grundlagen der Geometrie (1899) se kromé axiomatiky eukleidovské
geometrie vénoval pfedevsim riemannovské neeukleidovské geometrii vicerozmérnych zakfive-
nych prostord. V jinych pracich definoval tzv. Hilbertovy prostory, zabyval se integralnimi
rovnicemi aj.
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Primitivnimi pojmy v Hilbertové systému jsou bod, piimka a rovina, primitiv-
nimi relacemi pak incidence, uspoidddni bodi a shodnost iusecek, resp. shodnost
whld.

V podkapitolach 13.3 aZ 13.7 postupné jednotlivé skupiny axiomi pfedstavime®
a ukadZeme, jak by mohly znit nékteré definice® a véty véetné jejich dikazu.

13.3 Axiomy incidence

Vyznam pojmu incidence jsme vysvétlili jiz v podkapitole 1.1. Axiomdi inci-
dence je celkem osm, pét z nich vSak souvisi s prostorovou geometrii, proto zde
uvedeme pouze tii.

I-1: S kazdymi dvéma navzajem riznymi body inciduje jedina pfimka.
I-2: S kazdou pifimkou inciduji alesponn dva navzijem riazné body.

I-3: Existuji alespon tfi navzajem rizné body, které neinciduji z zddnou
primkou.

Obrazek 13.1: Model geometrie spliujici axiomy incidence

Poznamky:

» Ve znéni axiomu se lze terminu incidence vyhnout, napf. axiom I-1 mtzeme
formulovat: ,Dvéma navzajem rtznymi body prochézi jedina piimka.®,
obdobné lze upravit formulace axiomu I-2 a I-3.

» Zdiraznéme, ze piimky je tfeba vnimat jako neusporadané dvojice bodi,
nikoliv jako spojité ¢ary. V obrazku 13.1 dvojice bodu uréujicich pfimku
znézorfiiujeme pomoci ,,bublin®.

5V rtiznych zdrojich se formulace a pofadi axiomt mirné ligi & dokonce n&které z Hilber-
tovych axiomi jsou nahrazeny jinymi, ekvivalentnimi axiomy.

6 Ctenarim doporucujeme definice pojmi uvedené v této kapitole porovnat s definicemi
tychz pojmi v predchozich kapitolach.
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Dale ukizeme, jak vypada nejjednodussi model M geometrie spliiujici axiomy in-
cidence. Podle I-3 existuji t¥i rizné body, které nelezi na jedné piimce — ozna¢me
je A, B, C (obr. 13.1). Poté ale dle I-1 musi model M obsahovat piimky AB,
AC, BC. Axiom I-2 je splnén. Model M je tedy kone¢ny, obsahuje tii ruzné
body a tfi razné primky.

Pouze na zéakladé axiomu incidence lze definovat napiiklad kolinearni a nekoli-
nearni body ¢i prisecik primek.

Kolinedrnimi body nazyvame libovolnou n-tici (n € N A n > 3) bodd, které
inciduji s jednou prfimkou p.

Nekolinedrnimi body nazveme body, které nejsou kolinearni.

Poznamka:

» Existenci trojice nekolinearnich bodu zajistuje axiom I-3.

Pokud dvé razné piimky inciduji s tymz bodem A, nazyvame bod A priise-
¢ikem danych primek.

Za ucelem vytvoreni pfedstavy, jak lze dale budovat geometrii zaloZzenou pouze
na axiomech incidence, ukazeme nékolik trividlnich vét véetné dikaza.

Véta 13.1

Dvé riazné primky maji nejvyse jeden prusecik.
Diikaz:
Vétu dokédzeme sporem. Predpokladejme, ze rtizné piimky a, b maji
alespont dva razné pruseciky P, Q. Podle I-1 body P, @ inciduji
s jedinou pfimkou, tedy piimky a, b musi byt totozné, coz je ve

sporu s predpokladem. %4
Véta 13.2
Existuje takovy bod A a takovéa pfimka p, Ze bod A neinciduje s pfimkou p.
Diikaz:

Vétu dokazeme opét sporem. Pokud kazdy bod inciduje s pfimkou p,
potom jsou v8echny body kolinearni, coz je ve sporu s axiomem [-3.
X
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Véta 13.3
Ke kazdému bodu existuje pifimka, kterd s danym bodem neni incidentni.
Dikaz:

Ozna¢me dany bod A. Podle I-3 existuji dalsi dva body B, C' takové,
7e body A, B, C nejsou kolinearni. Podle I-1 existuje p¥imka, ktera
je incidentni s body B, C'. JelikoZ jsou body A, B, C nekolinearni,
bod A nemize byt incidentni s piimkou BC. =

13.4 Axiomy usporadani

V axiomech uspotdddni pracujeme s relaci uspordddnt bodu. V dalsim textu zapis
X pYZ &eme ,,bod X lezi mezi body Y, Z¢.

U-1: Jestlize B u AC, pak A, B, C jsou tfi navzijem riazné body incidujici
s jedinou p¥imkou a téz plati, ze B u C A.

U-2: Ze tii navzajem riznych bodu incidujicich s jedinou pfimkou lezi nej-
vyse jeden mezi ostatnimi dvéma.

U-3: Jsou-li body A, B navzajem ruzné, pak existuje alesponi jeden bod C
takovy, ze B p AC.

U-4: Jsou-li A, B, C tfi body, které neinciduji s jednou piimkou, a p je
piimka roviny ABC, ktera neinciduje s zadnym z boda A, B, C, ale
inciduje s bodem D, kde D p AB, potom pifimka p inciduje s bodem F,
kde F . BC, nebo s bodem F', kde F' u AC', pfi¢emZ nastane alespon
jedna z téchto moznosti.

Poznambka:

» Axiom U-4 se nazyva Paschiv’ axziom. Tento zdanlivé komplikovany axiom
vlastné fiké, Ze pokud pifimka p protind v bodé D stranu AB trojihelniku
ABC, tak protina také alespoil jednu ze stran BC', AC.

Na zéakladé axiomu incidence a usporadani a nékolika dalsich vét z nich vyvoze-
nych lze definovat napiiklad tsecku, polopfimku, polorovinu, thel aj.

"Moritz Pasch (1843-1930) byl némecky matematik. Jako prvni se v dile Vorlesungen diber
neuere Geometrie (1882) pokusil sestavit aplny soubor axiomi eukleidovské geometrie.
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Véta 13.4

Mezi kazdymi dvéma riznymi body existuje alespon jeden dalsi bod.

Driikaz:

Ozname dané razné body A a B. Dle I-3 (str. 213) existuje bod C,
ktery neni incidentni s pfimkou AB. Dale dle U-3 existuje bod D
takovy, ze C' u AD, a bod E takovy, ze B u DE (obr. 13.2). Body
C, F jsou riuzné, nebot podle U-1 je bod C' incidentni s pfimkou AD
a bod F je incidentni s piimkou BD, piimky AD, BD jsou rizné
a maji spole¢ny bod D, a tedy dle véty 13.1 jiz nemohou mit jiny
spole¢ny bod.
E

B
F

A C D

Obrézek 13.2: K dikazu véty 13.4

Nyni body A, B, D a piimka C'E spliuji pfedpoklady U-4, tedy
pfimka C'E inciduje s bodem F u AB nebo s bodem G u BD.
Prisec¢ikem ptimek C'E, BD je vSsak bod E a vime, ze B u DFE,
tedy na pfimce C'E nemuze existovat bod G takovy, ze G u BD.
Neboli, existuje bod F' u AB. =

Necht A, B jsou navzajem razné body. Usiecvkou AB nazyvame mnoZinu
bodu {A, B} U{X; X p AB}. Oznacime ji AB. Body lezici mezi body A, B
nazyvame vnitinimi body usecky AB.

Poznamka:

» Z véty 13.4 vyplyva, Ze kazda tiseCka ma alespon jeden vnitini bod, nikoliv
vSak, Ze jich mé nekoneéné mnoho, nebot jsme zatim nedokazali, Ze je-li
bod F' vnitinim bodem tsecky AB, potom bod M, kde M u AF je také
bodem tusecky AB.
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Véta 13.5 (Paschova véta)

Jsou-li A, B, C t¥i body, které neinciduji s jednou piimkou, a p je piimka roviny
ABC, ktera neinciduje s zddnym z bodi A, B, C, ale inciduje s bodem D, kde
D u AB, potom pfimka p inciduje bud s bodem FE, kde E u BC, nebo s bo-
dem F', kde F' u AC.

Diikaz:

Necht na pfimce p lezi buno bod F' takovy, ze F' u AC. Chceme
dokézat, Ze na primce p nelezi bod, ktery by byl mezi body B, C.

Dle véty 13.1 pfimka p s pfimkou BC bud nemé Zadny spole¢ny
bod (a v&ta tedy plati), nebo tyto pfimky maji pravé jeden spole¢ny
bod, ozna¢me jej M. Nejprve sporem ukizeme, Ze bod M nemuize
lezet mezi body D, F. Pfedpokladejme, ze M p DF'. Podle U-4 pak
pro body A, D, F a pifimku BC plati, ze C' u AF nebo B u AD,
obé tyto situace jsou v8ak ve sporu s predpoklady.

Obrézek 13.3: K ditkazu véty 13.5

Pokud F' p DM (obr. 13.3a), potom dle U-4 pro body B, D, M
a piimku AC plati, ze C u BM nebo A p BD. Druh& moznost vSak
odporuje piedpokladu, nebot D yu AB, a tedy C' u BM.

Pokud D u FM (obr. 13.3b), potom dle U-4 pro body F, C, M
a piimku AB plati, Ze A u CF nebo B y CM. Prvni moZnost v8ak
odporuje predpokladu, ze F' u AC, a tedy B u CM.

Jind moznost nastat nemtze, zjistili jsme tedy, ze bud C u BM,
nebo B u C'M, avSak nenastane situace, ze by M u BC. =

Poznambka:

» Porovname-li Paschiiv axiom (U-4, str. 215) a Paschovu vétu, vidime, Ze
zatimco axiom pripousti existenci bodu E a F' zaroven, véta iika, ze z bodi
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E, F existuje pravé jeden. Obdobné lze dokazat silnéjsi tvrzeni podobné
axiomu U-2 (viz tloha 13.4, str. 233).

Véta 13.6
Méjme body A, B, C, D. Jestlize C y AB N D u AC, potom body A, B, C, D
jsou navzajem ruzné a C uw BD N D u AB.

Diikaz:

Jelikoz C' u AB, jsou dle U-1 body A, B, C navzajem rizné, stejnd
tak jsou navzajem ruzné body A, C, D. Je t¥eba jesté ovérit, Ze jsou
také rizné body B a D, coz ukazeme sporem. Pfedpokladejme, Ze
B = D. Potom z ptedpokladu véty vyplyva, ze C' u AB AN B p AC,
coz je vsak ve sporu s U-2. Body A, B, C, D jsou tedy navzajem
rizné. Zbyva dokézat, ze C u BD a D u AB.

Nejprve dokaZeme, ze C' u BD (obr. 13.4). Dle I-3 (str. 213) existuje
bod E, ktery neni incidentni s pfimkou AB, a dle U-3 existuje bod F'
takovy, ze E p DF a zaroven I neni incidentni s piimkou AB, nebot
pfimky AB, DE jsou rizné a maji spole¢ny bod D (viz véta 13.1).
Z obdobnych davoda nejsou s pfimkou CF incidentni body A, E
a D. Pomoci U-4, resp. véty 13.5, sporem ukdZeme, Ze na prim-
ce C'F nelezi bod, ktery by byl mezi libovolnymi dvéma z bodu
A, E, D. Predpokladejme, Ze na primce C'F' lezi bod X takovy, Ze
X u AE. Potom ale musi na piimce C'F existovat bod, ktery je mezi
body A, D, nebo mezi body D, E. Piimky CF a AD maji spole¢ny
pouze bod C a ten dle pFedpokladu neni mezi body A, D (nebot je
D u AC). Piimky CF a DFE maji spoleény pouze bod F' a ten byl
sestrojen tak, Ze neni mezi body E, D (nebot je E u DF'). Tedy na
pfimce C'F' nemuZe existovat ani bod X mezi body A, E.

F
E

A D C B
Obréazek 13.4: K dikazu véty 13.6, bod C

Nyni mtuzeme aplikovat U-4 na body A, B, E a pfimku C'F. Vime,
7e bod C je mezi body A, B a vySe jsme ukazali, Ze zadny bod piim-
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ky C'F neni mezi body A, F, tedy musi existovat bod G incidentni
s pfimkou C'F takovy, ze G u BE.

Dale aplikujeme U-4 na body D, B, E a pifimku CF. Vime, Ze
existuje bod G primky C'F, ktery lezi mezi body B, E, a Ze pfimky
CF, DE maji spoletny pouze bod F, ktery neni mezi body D, E.
Proto musi existovat bod incidentni s pfimkou C'F a zaroven lezici
mezi body B, D (tedy dle U-1 je tento bod incidentni také s p¥im-
kou BD). S pfimkami CF a BD je incidentni jediny bod — bod C,
atedy C' u BD.

Nyni vyuZijeme predchozi ¢ast dikazu k dokézani toho, Ze také
D u AB. Z tlohy 13.4 (str. 233) vyplyva, Ze staci ukizat, Ze bod A
nelezi mezi body B, D, ani Ze bod B nelezi mezi body A, D. Oboji
dokazeme sporem.

Predpokladejme nejprve, ze A p BD. Dale z predpokladu dokazo-
vaného tvrzeni vime, ze C' u AB, coz lze dle U-1 prepsat i tak, ze
C pu BA (obr. 13.5a). Z vyse dokazané ¢asti a z toho, ze A p BD A
A C u BAplyne, Ze A u DC, coZ je ve sporu s dalsim predpokladem,
ze D u AC. Tedy A nelezi mezi body B, D.

a) b)
B C A D A C B D

Obrazek 13.5: K dikazu véty 13.6, bod D

Predpokladejme déle, ze B p AD. Dale z predpokladu dokazovaného
tvrzeni vime, Ze C' 1 AB (obr. 13.5b). Z vyse dokazané ¢asti a z toho,
e Bu AD N C u AB plyne, z2e B u DC, coZ je ve sporu s prvni
dokazanou ¢asti, tedy ze C' u BD. Neboli, B nelezi mezi body A, D.

X

Véta 13.7

Na kazdé primce lez{ nekoneéné mnoho bodi.

Diikaz:

Mgjme ptimku AB. Dle U-3 existuje bod Cy takovy, ze B u AC,
a dle U-1 jsou body A, B, C; incidentni s piimkou p a navzajem
razné. Dle U-3 vsak také existuje bod Cy takovy, ze C; pu ACs
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a z véty 13.6/vyplyva, ze body A, B, C1, C3 jsou navzajem ruzné a ze
B u ACs. Dle U-3 dale existuje bod C3 takovy, ze Cy u AC3. Jelikoz
je BuACy; N Cqp u ACs, je dle véty 13.6 také B u AC3 A Cp i AC3
a body A, B, Cy, Cy, C3 jsou navzajem rizné (obr. 13.6).

o e o o
A B (o Cy O p

Obrézek 13.6: K dikazu véty 13.7

Nyni vyuZijeme princip matematické indukce. Sestrojime-li dale po-
stupné body Cy, Cs, ..., Ch_1, Cp, ... tak, ze C,_1 pu AC,, kde
n € N A n > 4, a pfedpokladame-li, Zze body A, B, Cy, Csy, ...,
C,,—1 jsou navzajem ruzné, pak z véty 13.6 plyne, Ze také body A, B,
Ci1, Co, ..., Ch_q, C, jsou navzajem razné. Na piimce AB tedy lezi

nekone¢né mnoho bodi. -

Poznamky:

» V dukazu véty 13.7 jsme ukazali, Ze na kazdé piimce existuje nekonec¢né,
avSak spocetné mnoho bodii. Z toho vyplyva, ze model geometrie, v némz
plati axiomy usporadani, nemuize byt konecny.

» Pomoci véty 13.6 lze také dokazat, ze na kazdé tsecce lezi nekoneéné
mnoho bodi (viz tloha 13.6, str. 234).

Necht A, B jsou navzajem ruzné body. Polopiimkou AB nazgvame mnoZinu
bodit ABU{X; B u AX}. Oznagime ji — AB. Bod A nazyvame pocdtkem
polopiimky AB (obr. 13.7).

Mgjme primku prochézejici dvéma raznymi body A, B a bod C takovy, ze
B i AC. Potom polopfimka BA je opacnou poloprimkou k poloptimce BC
a poloptimka BC' je opacnou polopiimkou k polopiimce BA.

P ———0—O0—0—0—
A B X, Xo X,

Obréazek 13.7: Poloptimka AB
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Necht p je pfimka a A bod, ktery s ni neinciduje. Polorovinou pA nazyvame
mnoZinu bodi X roviny obsahujici pfimku p a bod A takovych, Ze mezi
body A, X nelezi zadny bod piimky p. Oznacime ji pA. P¥imku p nazyvame
hraniéni pFimkou poloroviny pA.

Poznamky:
» Z v&t v ulohach 13.7 a 13.8 (str. 234) dale vyplyva, Ze piimka déli rovinu
na dvé poloroviny, které maji spoleénou pravé danou piimku.

» Analogicky jako jsme definovali opa¢nou polopfimku k dané polopiimce
miuzeme téZ definovat opacnou polorovinu k dané poloroving.

Necht AV B jsou tfi nekolinearni body. Ozna¢me a pfimku AV a b piim-
ku BV. Dutym dhlem AV B nazyvame prunik polorovin aB a bA. Oznacime
jej <AV B. Poloptimky V A, V B nazyvame rameny thlu AV B, bod V na-
zyvame vrcholem whlu AV B (obr. 13.8a).

Dva duté ahly AV B, AVC, jejichz ramena V B, VC jsou navzijem opac-
nymi polopfimkami, se nazyvaji vedlejsi (obr. 13.8b).

Dva duté uhly AV B, CV D, kde dvojice poloptimek VA, VC a VB, VD
jsou navzéajem opacénymi polopiimkami, se nazyvaji vrcholové.

a)

Obrazek 13.8: Duty thel, vedlejsi dhly

Meéjme tii nekolinearni body A, B, C. Ozna¢me a, b, ¢ po fadé p¥imky BC,
AC a AB. Trojuhelnikem ABC rozumime prunik polorovin aA, bB, cC.
Duté uhly ABC, BC A, C AB nazyvame vnitinimi whly trojihelniku ABC,
thly k nim vedlejsi nazyvame vnéjsimi dhly trojuhelniku ABC.
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Uvedenymi vétami a definicemi jsme zdaleka nevycerpali moznosti dané axiomy
incidence a usporadani, na to zde ani neméame prostor. Cilem bylo predsta-
vit, jak je mozné na zakladé predlozenych axiomi celou teorii budovat. Mohli
bychom postupovat dale, dokazat dalsi véty a definovat napiiklad dalsi druhy
ahld, rovinny pés aj. Nékteré z téchto vét a definic jsou soucasti uloh v zavéru
kapitoly.

13.5 Axiomy shodnosti

V aziomech shodnosti pouzivame primitivni relace shodnost usecek a shodnost
ihli. Jsou-li tsecky AB, CD shodné, piseme pro zjednodugeni AB ~ CD,
obdobny zapis pouzivame pro shodné thly. Zduraznéme, Ze se zatim nezabyvame
velikosti usecek, resp. vzdalenosti bod, ¢ velikosti ahlu.

S-1: Necht je AB tsetka a CD polopiimka. Potom s poloptfimkou C'D
inciduje jediny bod E takovy, ze AB ~ CFE.

S-2: Jestlize AB ~ CD a CD ~ EF, potom AB ~ EF. Navic je AB ~
~ BA.

S-3: Jestlize C p AB a C" p A'B’, pficemz AC ~ A'C" a BC ~ B'C’,
potom AB ~ A’'B’.

S-4: Je dan thel ABC a trojice nekolinearnich boda A’, B’, M. Oznaé-
me p’ pfimku A’B’. Potom v poloroviné p’ M existuje jedina polo-
piimka B'C’ takové, ze <ABC ~ <A'B'C".

S-5: Jestlize <ABC ~ <KLLM a <KLM ~ <PQR, potom <ABC ~
~ qPQR. Navic kazdy thel je shodny sam se sebou.

S-6: M¢jme dva trojihelniky ABC a A’B'C’. Jestlize AB ~ A’B’, AC ~
~ A'C’ a «BAC ~ <B’'A'C’, potom je také BC' ~ B'C’, <ABC ~
~ JA'B'C’" a <ACB ~ <A'C'B’.

Poznamky:

» Axiomy S-2 a S-5 poukazuji na to, Ze relace shodnost tseéek, resp. shod-
nost 1hld, jsou tranzitivni.

» Axiomu S-3 se nékdy ik séitact ariom. Spolu s axiomem S-1 totiz umoz-
fiuje definovat grafické séitani tsecek (viz dale).
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Kromé séitani tsecek lze na zakladé axiomu incidence, usporadéni a shodnosti
definovat napiiklad stfed usecky, osu thlu, rovnoramenny trojihelnik, pravy
thel, kolmost pifmek aj. MiZeme také zavést porovnani useek (tj. vyznam za-
pisu AB < CD, ale opét ne ve smyslu porovnani jejich délek) & thli nebo
dokéazat véty o shodnosti trojihelnikt vyslovené v podkapitole 2.2 jako ZT aj.
Nékteré z téchto definic zde spolu s vétami potfebnymi k jejich vysloveni uve-
deme, dalsi ponechavame jako tlohy na konci této kapitoly.

Necht jsou dany dvé libovolné tisecky AB a C'D a pfimka p. Na piimce p
zvolme bod K a sestrojme bod A’ incidentni s piimkou p tak, ze AB ~ KA’.
Poté na polopfimce opa¢né k polopiimce KA’ sestrojme bod D’ tak, Ze
CD ~ KD'. Use¢ku A'D’ nazveme souctem tsecek AB a CD (obr. 13.9).

ﬁé&

A D

A K D »

Obrazek 13.9: Soucet usecek

Necht jsou dany dvé libovolné tsecky AB a C'D, které nejsou shodné, a necht
bod E je incidentni s polopiimkou AB, pii¢emz AE ~ CD. Lezi-li E u AB,
fekneme, Ze tisecka CD je mensi ne# tsedka AB a piseme CD < AB nebo
AB > OD (obr. 13.10a). Lezi-li B u AE, fekneme, 7e tsecka CD je vétsi
nez tsecka AB a piseme CD > AB nebo AB < CD (obr. 13.10b).

v __—p b) C/D

I | 1 I | |
F T T F T T

A E B A B FE

Obrazek 13.10: Porovnani tsecek

Poznambka:

» Nyni lze analogicky jako souéet definovat rozdil tsecek, jen je tieba vzdy
od¢itat mensi tsecku od vétsi.
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» Na zakladé dosud uvedenych axiomi lze zavést také porovnani thld. Jsou-
li dany dva duté ahly AV B, KLM, které nejsou shodné, sestrojime po-
lopfimku LA’ tak, aby bod A’ lezel v téZe poloroviné s hrani¢ni pfim-
kou LM, jako bod K, a nasledné zkoumame, zda je bod A’ bodem thlu
KLM (potom <AV B < <KLM), & nikoliv (potom <AV B > <K LM).

Dva trojuhelniky nazyvame shodné, jestlize existuje vzajemné jednoznacna
korespondence mezi jejich vrcholy takova, Zze odpovidajici si strany a thly
jsou shodné.

Véta 13.8 (sus)
Mgéjme trojtuhelniky ABC, KLM. Jestlize je AB ~ KL, BC ~ LM a <ABC ~
~ <K LM, pak jsou trojuhelniky ABC, K LM shodné.

Diikaz:
Véta je pfimym disledkem definice shodnych trojihelniki a axiomu
S-6.
X
Véta 13.9

Jestlize v trojuhelniku ABC plati, ze AC ~ BC, potom je <ABC ~ <BAC.

Diikaz:

Podle véty 13.8 je trojihelnik ABC shodny s trojihelnikem BAC,
nebot AC ~ BC, BC ~ AC a diky komutativit& priniku® také
<ACB ~ q<BCA. Dle S-6 je tedy <ABC ~ <BAC. -

Véta 13.10
Vrcholové thly jsou shodné.

Diikaz:

Meéjme duty thel AV B. Sestrojme bod A’ na polopfimce opacné k
polopfimce V B tak, ze VA’ ~ V A, a bod B’ na polopiimce opa¢né k
polopiimce V A tak, ze VB’ ~ VB (obr. 13.11). Uhly AVB, A'VB’
jsou vrcholové, chceme ukazat, ze <AV B ~ <A’V B’.

80znaéme a pfimku AC a b piimku BC. Potom <ACB ~ Eg n 17\ ~ l;4> N £ ~ q<BCA.
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A Al

B B

Obrézek 13.11: K dikazu véty 13.10

Z definice dutého thlu plyne, Ze body BB’V nejsou kolinearni, tedy
existuje trojuhelnik BB'V. Dle véty 13.9 je <VBB' ~ <V B'B.
Body A, V, B’ jsou kolinearni a V' u AB’, proto <AB’B ~ <V B'B.
Analogicky je také <A'BB’ ~ <V BB’, a tedy <AB'B ~ <A’BB’.
Dle S-3 je AB’ ~ A’B a dle S-2 je BB’ ~ B’B. Pro trojtuhelniky
AB'B, A'BB’ tedy plati véta 13.8 (sus), a proto je AB ~ A'B’
a <B'AB ~ <BA’'B’. To vsak znamena, Ze v&ta 13.8 plati také pro
trojuhelniky AVB a A’V B’ a tedy <AVB ~ <A'VB'. X

Véta 13.11 (usu)
Méjme trojihelniky ABC, KLM. Jestlize je AB ~ KL, <BAC ~ <LKM
a <ABC ~ <K LM, pak jsou trojuhelniky ABC, K LM shodné.

Diikaz:

Sta¢i dokazat, ze AC ~ KM, poté jiz shodnost danych trojuhelniki
plyne z véty 13.8. Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze
usecky AC, KM shodné nejsou. Potom na poloptimce K M existuje
bod N rizny od bodu M takovy, ze KN ~ AC a bod N lezi v téze
poloroviné s hraniéni pfimkou K L jako bod M. Podle véty 13.8 jsou
trojuhelniky ABC, KLN shodné, tj. <ABC ~ <KLN. Z ptedpo-
kladu véty je vsak také <ABC ~ <K LM, tedy body L, M, N jsou
kolinearni, coz je vSak spor s tim, Ze jsou také kolineadrni body K,
N, M a bod L neni incidentni s pfimkou K M. =

Véta 13.12 (o vnéjsim uhlu trojuhelniku)
Vnéjsi thel trojuhelniku je vétsi nez kterykoliv vnitini, ktery s nim neni vedlejsi.
Diikaz:

Meéjme trojiuhelnik ABC'. Na piimce AB existuje bod A’ takovy, ze
B i AA’. Checeme ukéazat, ze vngjsi thel CBA’ trojuhelniku ABC
je vétsi nez jeho vnitini ithel AC'B i vnitini thel CAB.
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Oznacme D stied tsecky BC' a sestrojme bod F tak, ze D je stted AF
(viz tloha 13.12, str. 234). Uhly ADC, EDB jsou vrcholové, a tedy
dle véty 13.10 shodné, a navic je DC ~ DB a DA ~ DE (obr. 13.12).
Trojihelniky ADC, EDB jsou tedy dle véty 13.8 shodné, a proto je
<ACD ~ <EBD.

a~_C E

., C
A B> A

Obrazek 13.12: K dikazu véty 13.12

Ozna¢me ¢ piimku AB a a pfimku BC. Bod F lezi v poloroviné
cC' a zaroven také v poloroviné aA’, neni vSak incidentni s Zadnou
z piimek a, c. Z toho plyne, Ze E je vnitfnim bodem thlu CBA’,
a tedy <CBE < <CBA’. Zarovei je <CBE ~ <DBE ~ <ACD =~
~ qACB, tedy <ACB < <CBA’.

Obdobné bychom dokézali nerovnost <BAC < <CBA’, stadi si uvé-

domit, ze <CBA’ ~ <ABC’', kde B u CC". X
Mgjme v roviné pfimky a1, ae, as, ...an, kde n € N. Pfimku p rtznou
od kazdé z pfimek a; (i € {1,2,...n}) a zaroven majici s kazdou z téchto
piimek spoleény bod nazyvame prickou piimek aq, as, ... a,.

Mgéjme v roviné rizné piimky a, b a jejich pf¥icku p. Ozna¢me A prusecik
primek a, p a B prusecik piimek b, p. Déale sestrojme libovolny bod C takovy,
7e AuBC V Bu AC a hbovolny bod K, ktery neni incidentni s pfimkou p
(obr. 13.13). Dvojici uhlu (ﬁ N pK bC' N pK nazveme souhlasngmai ihly.

Obrézek 13.13: Souhlasné dhly
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Véta 13.13 (o souhlasnych dhlech)

Mgjme rizné piimky a, b a jejich pricku p. Jestlize pfimky a, b spolu s piimkou p
vytvareji dvojici shodnych souhlasnych dhla, potom pfimky a, b nemaji zadny
spole¢ny bod.

Diikaz:

Vétu dokadzeme sporem. Predpokladejme, Ze souhlasné tdhly jsou
shodné a zaroven pfimky a, b maji prisecik P. Existuje tedy troj-
thelnik ABP, kde A = anp, B=>bNp (obr. 13.14). Jeden z danych
souhlasnych thli je vnéjsim thlem tohoto trojuhelniku a druhy thel,
popfipadé tihel s nim vrcholovy (ktery je s nim v8ak dle véty 13.10
shodny), je vnitinim dhlem tohoto trojuhelniku, ktery neni vedlej-
§im thlem k dhlu prvnimu. Podle véty 13.12 tedy musi byt jeden
z danych souhlasnych thla vétsi nez druhy, coz je ve sporu s pfed-
pokladem. <

Obrézek 13.14: K dikazu véty 13.13

Uhel shodny se svym tihlem vedlejsim nazyvame pravym tihlem.

Poznamky:

» K definovani pravého thlu neni zapotiebi zaviddét méfeni thli.

» Definice pravého thlu jesté nezarucuje jeho existenci, tu je tieba dokazat
(viz dloha 13.14, str. 234).

Véta 13.14

Vsechny pravé ihly jsou navzijem shodné.

Driikaz:

Mgéjme pravé uhly AVB a CUD. Vétu dokdzeme sporem. Pred-
pokladejme tedy, ze uhly AV B, CUD nejsou shodné, bino necht
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<AV B < <CUD. Sestrojme body A’, C' takové, ze V u AA',
U pCC’' thly A’V B, C'UD jsou tedy vedlejsi k uhlim AV B, CUD.
7 definice pravého thlu plyne, ze <AVB ~ <A'VB a <CUD =~
~ qC'UD. Oznatme a p¥imku AV a sestrojme bod F v poloroving
aB takovy, ze <AV E ~ <CUD (obr. 13.15). Jelikoz je tthel CUD
(a tedy i uhel AV E) vétsi nez tuhel AV B, leZi polopfimka V E uvnitf
ahlu A’V B, tedy <A'VE < A’V B. Vedlgjsi thly shodnych dhla
jsou shodné (viz tloha 13.10, str. 234), proto je <C'UD ~ <A'VE.
Z uvedeného vyplyva, ze <AV B < <CUD ~ «C'UD ~ <A'VE <
< <A’V B, tedy <AV B < <A’V B, coZ je spor.

X

' D

Obréazek 13.15: K dikazu véty 13.14

Je-li thel AV B pravy, potom o piimkach AV, BV fekneme, Ze jsou navza-
jem kolmé.

Véta 13.15

Méjme ptrimku p a bod P, ktery s ni neni incidentni. Bodem P lze vést k piimce p
jedinou kolmici.

Driikaz:

Vétu dokdzeme sporem. Pfedpokladejme, Ze bodem P lze vést ale-
spoinl dvé rizné kolmice a, b k pfimce p. Pfimka p je potom pfickou
piimek a, b a souhlasné thly tvofené témito piimkami jsou pravé,
a tedy dle véty 13.14 shodné. Z véty 13.13 potom vyplyva, ze primky
a, b nemaji spole¢ny bod, coz je ve sporu s predpokladem.

X
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13.6 Axiomy spojitosti

Modely geometrie vytvorené pouze na zakladé axiomu incidence, usporddani
a shodnosti jsou sice nekonec¢né, ale stale ,,déravé”. Aziomy spojitosti umozni
mérit usecky a zaroven zajisti, Zze ke kazdému kladnému realnému &islu existuje
tsecka, jejiz velikost je rovna tomuto ¢islu. V disledku toho pak mutZzeme na
primky i dali objekty nahlizet jako na spojité utvary.

IAC-1: Ke kazdym dvéma tuseckim AB, C'D existuje konecna posloupnost

bodu Py, P, ..., P, incidentnich s — AB takova, 7ze AP, ~ P, P, ~

-~ P, 1P, ~CD, kde Py_1 # Pi1, a P, nelez mezi body A, B.

IAC-2: Necht G1H1, GoHs, ...je posloupnost tusecek, z nichz kazda nasle-

dujici je ¢asti predchazejici. Pak existuje alesponi jeden bod, ktery je
prunikem v8ech tsecek této posloupnosti.

Poznamky:

» Prvni axiom je v literatufe obvykle oznacovéan za axiom Archimédiv a zna-
¢en A, druhy za axiom wplnosti nebo téz axiom Cantoriv® a znaden C
(odtud vychézi nase oznaeni AC axiomil této skupiny).

» V pivodni verzi svého dila Hilbert jako axiomy spojitosti formuloval axio-
my AC-1 a AC-2. Pozdéji se ukazalo, Ze je lze nahradit jedinym, tzv.
Dedekindovym!® axiomem (D).

D: Body tsecky AB rozdélime do dvou t¥id s nasledujicimi vlastnostmi:
(1) Kazdy bod tsetky AB patii pravé jedné tiidé.
(2) Bod A patii prvni tiidg, bod B patii druhé t¥idé.
(3) Nalezi-li bod X prvni tiidég, pak této t¥idé patif i kazdy bod lezici
mezi body A, X.
Potom existuje tzv. hrani¢ni bod H, ktery patii bud prvni, nebo druhé
t¥idé a mé nasledujici vlastnosti:

(a) je-li H # A, pak kazdy bod X pu AH patii prvni t¥ide,
(b) je-li H # B, pak kazdy bod Y p BH pat¥i druhé t¥ide.

9Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) byl némecky matematik. Je znam
predevsim pro své prace v oblasti teorie mnozin, zabyval se nekone¢nem a zavedl ordinélni
a kardinalni ¢isla.

10Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) byl némecky matematik. Vénoval se teorii
¢isel, abstraktni algebfe a axiomatickym zakladim aritmetiky.
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Axiom AC-1 umoziuje méfit délky tsecek (obr. 13.16). Usecku C'D miizeme
chapat jako jednotkovou usecku e, kterd se do tisecky AB vejde a-krat (tedy
|AP,_1| = a-e = a). Pro dalsi zpfesnéni uvazujeme ¢asti tsecky C'D, naptiklad
desetiny, ty opakované nanasime od bodu P,_; dale smérem k bodu B, dokud
koncovym bodem nepresahneme bod B atd. Nakonec délku tisecky AB omezime
z obou stran:

& & <A & & &
a+a1.170+...+ak.ﬁ_| B|<a+a1.170+...+ak.170k+ak+1.170k’
kde k € N.

&
¢ D
i € , € ., € € | NN
A P P B P,-1 B

Obrazek 13.16: Méfeni délky usecky

Pomoci axiomu AC-1 ziskdme pouze racionalni délky usec¢ek. Dusledkem axiomu
AC-2 je, ze ke kazdému kladnému redlnému ¢éislu d existuje tsecka délky d, ¢imz
je zajiSténa spojitost primek a dalsich objektii.

Na zékladé axiomu incidence, usporddani, shodnosti a spojitosti lze napiiklad
dokazat, ze AB < C'D pravé tehdy, kdyz |[AB| < |CD|, ze B i AC pravé tehdy,
kdyz |AB| + |BC| = |AC| apod. Dale lze zavést méfeni uhla nebo napiiklad
definovat kruznici a dokazat, Ze je-li jeden krajni bod tsecky vnitfnim bodem
kruznice a druhy vné&jsim bodem kruznice, potom dana tusecka protind danou
kruznici.

13.7 Axiom rovnobéZnosti

Poslednim!! axiomem Hilbertova systému je axiom rovnobéZnosti.

R-1: V roviné lze kazdym bodem, ktery nelezi na dané piimce, vést nejvyse
jednu primku neprotinajici se s danou pfimkou.

HHilbert ve skute¢nosti axiomy uvedl v jiném pofadi, aviak pofadi, ve kterém je prezentu-
jeme zde, je, jak uvidime dale, praktic¢té&;jsi.
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Véta 13.16
Mgéjme pifimku a a bod A, ktery s ni nenf incidentni. Bodem A 1ze v dané roviné
vést pravé jednu primku, ktera neprotina primku a.

Diikaz:

Dle axiomu R-~1 1ze vést takovou pfimku nejvyse jednu. Je vSak tfeba
ukazat, ze takova primka vzdy existuje.

A
\ b
K
a
k

Obrézek 13.17: K dikazu véty 13.16

Sestrojme bodem A p¥imku k kolmou k piimce a (viz véta 13.15)
a ozna¢me K prusecik pfimek a, &k (obr. 13.17). Dale vedme (v téze
roving) bodem A kolmici b k piimce k. Kdyby pfimky a a b mély
spoletny bod B, existoval by trojuhelnik ABK, jehoz vné&jsi thel pfi
vrcholu K by byl shodny s vnitinim thlem pii vrcholu A, coz by byl
spor s vétou 13.12, a tedy bod B neexistuje, neboli pfimky a, b se

neprotinaji. X

Geometrii, v niz plati axiomy I, U, S, AC a R, nazyvame geometrii euklei-
dovskou.

V eukleidovské geometrii nazyvame piimky, které lezi v téze rovinég, avsak
nemaji spoleény bod, rovnobézkami.

Axiom R je ekvivalentni s mnoha vétami, z nichz nékteré zndme ze Skolské
matematiky. Vybér z nich zde, jiz jen bez dikazu, pro zajimavost uvedeme.

Véta 13.17 (pdty Eukleidiv postuldt)

Méjme navzajem ruzné body A, B, C, D, kde body C, D lezi v téze poloroving
s hrani¢ni pfimkou AB. Je-li soucet thli BAC a ABD mensi nez soucet dvou
pravych thla, potom se polopfimky AC a BD protinaji (obr. 13.18).
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Obrazek 13.18: Paty Eukleiduv postulat

Véta 13.18

Existuje trojahelnik, jehoz soucet vnitfnich hld je roven pfimému dhlu.

Véta 13.19

Kazdému trojuhelniku lze opsat kruznici.

Véta 13.20

Existuji podobné trojuhelniky, které nejsou shodné.

13.8 Absolutni geometrie

Absolutni geometrif nazyvame geometrii popsanou (pouze) axiomy I, U, S a AC,
tedy geometrii nezavislou na axiomu R-1. V této geometrii Ize naptiklad odvodit,
ze soucet vnitinich thla trojuhelniku je mensi nebo roven sou¢tu dvou pravych
ahli, nebo ze danym bodem lze k dané pfimce vést alesponn jednu piimku ne-
protinajici se s danou piimkou.

Jiz. vime, Ze pripojenim axiomu R-1 k axiomtm absolutni geometrie ziskdme
geometrii eukleidovskou. Pokud v8ak k axiomim I, U, S a AC pfipojime negaci
—R-1 axiomu R-1, ziskdme tzv. Lobacevského'? geometrii.

—R-1: V roviné lze kazdym bodem, ktery nelezi na dané pfimce, vést alespoin
dvé navzajem rizné pifmky neprotinajici se s danou pirimkou.

12Nikolaj Ivanovi¢ Lobagevskij (1792-1856) byl rusky matematik. Je povaZovan za objevitele
jedné z neeukleidovskych geometrii nesouci dnes jeho jméno, svou teorii publikoval v letech
1829 a 1830 ve Veéstnik Kazatiské univerzity. Historikové matematiky vSak vedou spory o tom,
kdo byl skute¢né prvnim objevitelem této geometrie, zda N. I. Lobacevskij, J. C. F. Gauss, nebo
madarsky matematik Janos Bolyai (1802-1860).
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Z modelt Lobagevského rovinné geometrie zmifime Poincarého'® kruhovy mo-
del, Poincarého polorovinny model a Beltrami'4-Kleiniv'® model. Vice o téchto
modelech a neeukleidovské geometrii viz napiiklad (Pavlicek, 1953).

Vztah Lobacevského a eukleidovské geometrie vystihuje nésledujici tvrzeni: Jest-
lize je V (platnou) vétou eukleidovské geometrie a jeji negace =V (platnou) vétou
Lobacevského geometrie, pak je véta V ekvivalentni s axiomem R-1. Dodejme,
7e k objevu Lobacevského geometrie vedly pokusy matematiki dokizat paty
Eukleidtiv postulat (viz véta 13.17) na zaklads ostatnich Eukleidovych postulati
a axiomt, nebot oproti nim zné&l prilis slozité.

13.9 Ulohy

13.1 Na zékladé axiomu I definujte riznobézné primky.

13.2 Mnozinou vSech bodu geometrického modelu Ms spliujicitho axiomy I je
{4, B,C, D, E}. Vypiste viechny navzajem rtzné pfimky modelu Ms a ke
kazdé z nich uved'te vSechny pfimky, které se s ni (a) protinaji, (b) nepro-
tinaji.

13.3 Na zékladé axiomii I a U definujte vnitini bod poloroviny.

13.4 Na zakladé axiomu I a U dokazte, Zze ze t¥i riznych bodu pfimky préavé
jeden lezi mezi ostatnimi dvéma.

13.5 Na zékladé axiomu I a U dokazte, ze kazdym bodem prochazi nekoneéné
mnoho pf¥imek.

13 Jules Henri Poincaré (1854-1912) byl francouzsky matematik, fyzik a filosof. Svymi po-
znatky prispél k fadé oblasti matematiky i fyziky. Neeukleidovské geometrii je vénovan jeho
élanek Sur les applications de la géométrie non-euclidienne a la théorie des formes quadra-
tiques z roku 1881.

MEugenio Beltrami (1835-1900) byl italsky matematik. Zabyval se pfedeviim diferencialni
geometrii a matematickou fyzikou. V ¢lancich Saggio di interpretazione della geometria non-
euclidea a Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costante prokazal jiZz v roce 1868
platnost Lobacevského geometrie.

15 Christian Felix Klein (1849-1925) byl nédmecky matematik a pedagog. Jeho jméno je spo-
jovano predevsim s tzv. Erlangenskym programem, ktery formuloval roku 1872 a jehoz hlavni
myslenkou je studium jednotlivych geometrickych struktur pomoci jejich symetrii a invarianti.
Tento program zasadné ovlivnil rozvoj matematiky a fyziky ve 20. stoleti. Model Lobacev-
ského geometrie popsal nezavisle na E. Beltrami a nékdy je tento model téZ nazyvam pouze
Kleinav.
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13.6

13.7

13.8

13.9

13.10

13.11

13.12

13.13

13.14

13.15
13.16
13.17

Na zakladé axiomu I a U dokazte, ze s kazdou tiseckou inciduje nekoneéné
mnoho bodt.

Na zakladé axiomu I a U dokazte, Ze je-li bod B bodem vnitiku poloroviny
pA, pak poloroviny pA, pB jsou totozné.

Na zakladé axiomu I a U dokazte, ze jestlize body C, D nejsou body
poloroviny pA, pak bod D je bodem poloroviny pC.

Na zakladé axiomu I, U a S definujte osu usecky a rovnoramenny trojihel-
nik. Definice porovnejte s definicemi t&chto pojmu v kapitolach 1 (str. 20)
a 2 (str.31).

Na zakladé axiomu I, U a S definujte soucet ihli a primy hel.

Na zakladé axiomu I, U a S dokazte, ze vedlejsi tthly dvou shodnych uhla
jsou shodné.

Na zékladé axiomi I, U a S dokazte véty sss a Ssu o shodnostech troj-
thelnikd.

Na zéakladé axiomu I, U a S definujte stied usecky a dokaite, ze kazda
useCka ma pravé jeden stied.

Na zakladé axiomu I, U a S dokazte, Ze v trojuhelniku lezi proti vétsi
strané vétsi vnit¥ni thel.

Na zékladé axiomu I, U a S dokazte trojihelnikovou nerovnost.
Na zakladé axiomt I, U a S dokazte, Ze existuje pravy thel.

Dokazte, ze v eukleidovské geometrii je axiom R-1 ekvivalentni s patym
Eukleidovym postulatem (véta 13.17).
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Ucebni text Zdklady planimetrie pro ucitelské studium shrnuje ve 13 kapitolach
predevsim stfedoskolskou planimetrii, pfi¢emz mnohymi definicemi a v&tami
presahuje do planimetrie zékladogkolské i vysokogkolské. Cilem bylo zopakovat,
prohloubit a ¢aste¢né presahnout stiedoskolské ucivo, aby byl vytvoren prechod
ke studiu planimetrie z pohledu vysoké 8koly. Tohoto presahu jsme se snazily
docilit dvéma zptisoby: obsahem a formou zpracovani.

Obsah textu byl volen tak, aby na sebe jednotlivé kapitoly i v ramci kapitol
jednotlivé informace co nejlépe navazovaly. Pfi vykladu jsme preferovaly synte-
ticky pfistup nad analytickym, pfestoze mnohé ditkazy by bylo snazsi provést
analyticky. Nad ramec sou¢asného stfedoskolského uéiva jsme jednak v ramci
kapitol uvedly nékteré diléi informace (napiiklad definici délictho poméru nebo
Eulerovy pfimky, spoleénou definici kuzelosecek aj.) a déale jsme zafadily cela
témata jako mocnost bodu ke kruznici, skladani shodnych zobrazeni, osovou
afinitu, kruhovou inverzi ¢i axiomatiku planimetrie.

Formou zpracovani klademe dtraz na deduktivni pfistup, ¢imZ se snaZime stu-
denty pripravit mimo jiné na zavére¢né téma tohoto textu — axiomaticky pristup
k planimetrii. Zavedeni nékolika zakladnich tvrzeni (ZT) v prvnich dvou kapito-
lach, jejichz platnost je na zakladé zkuSenosti se Skolskou planimetrii evidentni,
nam umoznilo odvodit dalsi planimetrické véty. Pritom se v celé praci snazime
o exaktnégjsi pfistup, nez je v soucasnych stiedoskolskych ucebnicich obvykly.

V posledni kapitole je predstaven jeden z axiomatickych systému planimetrie
a nastinéno, jak lze na jeho zakladé celou teorii budovat. Jsou zde dokadzana
alespon néktera ze Z'T uvedenych v prvnich dvou kapitolach. Konkrétné dikazy
v&t 13.16, 13.10, 13.8 a 13.11 jsou po Ffadé zaroven dikazy ZT 1 (str. 11), ZT 3
(str. 16), ZT 11 (str. 29) a ZT 12 (str. 29). ZT 4 (str. 17), resp. 6 (str. 23), jsou
Casteéné dokdzany vétami 13.13, resp. 13.15. Platnost ZT 2 (str. 11) vyplyva
z definic riznobéznych pfimek a svazku primek. Dikazy vét o shodnostech troj-
thelnikt ze ZT 10 (str. 29) a 13 (str. 29), resp. trojuhelnikova nerovnost (ZT 9,
str.|25), jsou soucasti tlohy 13.11, resp. 13.15 (viz podkapitola 13.9). Na zakladé
vét o shodnostech trojiuhelniki, véty 13.20 a dalsich definic a vét lze dokazat véty
o podobnostech trojuhelnikt, tedy ZT 14 az 17 (str. 30). ZT 5 (str. 20) 1ze odvo-
dit po zavedeni axiomu spojitosti, ZT 8 (str. 24) vychazi z axiomd shodnosti, je
viak tfeba dodefinovat osu thlu. Kone¢né ZT 7 (str. 24) 1ze dokazat napiiklad
pomoci Pythagorovy véty, ktera je, stejné jako fada dalsich vét eukleidovské
geometrie, ekvivalentni s axiomem R-1 (viz podkapitola 13.7). Precizni prove-
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deni dukazu vSech ZT je nad ramec tohoto textu, nebot jsme limitovany jeho
predpokladanym rozsahem i tim, co 1ze v ramci dané hodinové dotace v jednom
semestru odpfednéset.

Douféame, Ze tento ucebni text pomutze nejen studentim predmétu Zdklady pla-
nimetrie na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy, pro néz byl pri-
marné sepsan, ale i studentiim ucitelstvi matematiky na jinych vysokych $ko-
lach. Zaroven véfime, Zze miiZze byt uzitenou pomtckou uéitelim matematiky
na st¥ednich i vysokych skolach.

Autorky
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Pouzité znaceni

usecka AB AB
vzdalenost bodi A, B |AB|
pfimka AB +—— AB
polopfimka AB — AB
polorovina uréené hrani¢ni pfimkou a a vnitfnim bodem A ;4

uhel ABC <ABC
délici pomér bodu A, B, C (ABC)
rovnobézné/neni rovnobézné I, L
riznobézné X
kolmé /neni kolmé 1, A
otevieny interval od a do b (a;b)
uzavieny interval od a do b [a; b]
zleva/zprava uzavieny interval od a do b [a;b), (a;D]
shodné o~
podobné ~
trojuhelnik A
kruznicovy oblouk AB AB
negace véty V -V
skladani zobrazeni o

stFfedova soumeérnost
0S0ova soumeérnost

posunuti

SR

otoceni
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posunuté soumérnost
osové afinita
kruhovéa inverze

stejnolehlost

SIS IESESI

identita
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Seznam zkratek

buno
ZT
m

g

rad

S77
588
sus
Ssu
usu

Uy

AC

bez ijmy na obecnosti

zékladni tvrzeni
metr

grad

radidn

vychod
severo-zapadozapad
strana-strana-strana

strana-uhel-strana

(v&tsi) strana-strana-ihel

thel-strana-thel
thel-thel

axiom incidence
axiom usporadani
axiom shodnosti
axiom spojitosti

axiom rovnobéZnosti
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Rejstrik

A C

afinita osova 189 Cara lomena 82

— kosouhla 192 ¢islo

— pravouhla 192 — Fermatovo 86
axiom 211 — Ludolfovo 89

— Archiméduv 229 — zlaté 136

— Cantoriuv 229 Gtverec 71

— Dedekindiv 229 ¢tvrtkruh 90

— Paschiv 215, 217 ¢tytruhelnik 67

— rovnobéznosti 212, 230 — dvojstfedovy 78

— séitaci 222 — konvexni 67, 69

— uplnosti 229 — nekonvexni 67, 69
axiomy — pravidelny 128

— incidence 212, 213 — rovnostranny 71

— shodnosti 212, 222 — riznostranny 71

— spojitosti 212, 229 — te¢novy 69, 77

— usporadani 212, 215 — tétivovy 69, 76

B D

bod 9, 213 definice 211

— dotyku 49, 59 — spole¢na kuzelosecek 120
— koncovy 158 délka

— krajni 12 — posunuti 159

— nevlastni 197 — tsecky 19, 230

— pocatecni 12, 158, 220 — orientované 158
— samodruzny 153 deltoid 75

— vlastni 197 desetithelnik pravidelny 129, 140
— vnéjsi 13, 47 devitithelnik pravidelny 132
— vnitini 12, 13, 47, 216 dotyk kruznic

body — vnéjsi 58

— kolinearni 10, 214 — vnitini 58

— nekolinearni 10, 214 dukaz 212

—rtzné 10 E

— totozné 10 ekvidistanta
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— kruZnice 113

— pfimky 112

— usecky 114

elace afinni 192

elipsa 119, 121

G

geometrie

— absolutni 232

— eukleidovska 231

— Lobacevského 232

H

homotetie 176

hranice obrazce 48, 87
hyperbola 120

CH

charakteristika osové afinity 195
chordéla 63

1

identita 163

incidence 9, 213

inverze kruhova 198

K

koeficient

— kruhové inverze zaporny 207
— podobnosti 175

— stejnolehlosti 176
kolmice 23

konstrukce

— eukleidovska 86, 125

— na zakladé vypoctu 133
— trojuhelniku sss 126, 127
— trojuhelniku Ssu 127

— trojuhelniku sus 126, 127
— trojuhelniku usu 126, 127
kosoc¢tverec 71, 72

kosodélnik 71, 72
kosotihelnik 71

kruh 45, 112

kruznice 22, 45, 112, 119
— Apolloniova 124

— deviti bodu 43, 78

— Feuerbachova 43, 80

— nesoustifedné 57

— opsané trojihelniku 41
— ortogonalni 60

— pfipsané trojihelniku 42
— soustfedné 57

— Thalétova 53, 112

— vepsand trojihelniku 41
— zakladni 198

kiivka kruhova 201
kuzelosecka

— regularni 119

— singularni 121

L

lichobéznik 69, 73

— pravouhly 73

— rovnoramenny 73

M

mezikruzi 90

misto bodl geometrické 111
mnohothelnik 81

— konvexni 81

— nekonvexni 82

— pravidelny 84

mnozina

— bodu danych vlastnosti 111

— konvexni 14

— nekonvexni 14

mocnost bodu ke kruznici 60



244

Rejstiik

N

n-thelnik 81

nerovnost trojuhelnikova 25
O

obdélnik 71, 72

objekt zakladni 211

oblast kruZnice 47

oblouk kruznicovy 53
obraz

— bodu 153

— utvaru 153

obrazec geometricky 87
obsah 87

— Ctverce 91, 93

— ¢tytahelniku 97

— deltoidu 93

— kosoc¢tverce 92

— kruhové tsece 99

— kruhové vysece 99

— kruhu 99

— lichobézniku 94

— mezikruzi 100

— obdélniku 91

— pravidelného n-thelniku 99
— rovnobéZzniku 92

— trojuhelniku 94, 95, 96, 105
obvod 87

— kruhové usece 90

— kruhové vysece 90

— kruhu 89

— mezikruzi 90

— mnohotihelniku 88
odchylka 22

— rovnobéznych piimek 22

— riznobéznych piimek 22

— kruznic 60
odvésna 33
ohnisko 119, 120, 121
ortocentrum trojihelniku 39
0sa
— afinity 189
— hlavni 119, 120
— rovinného pasu 113
— riznobézek 114
— soumeérnosti 154

— posunuté 165
— strany 36
— uhlu 21, 37
— usecky 20, 112
osmithelnik pravidelny 128
otoceni 161
oval 115
P
parabola 119
parametr paraboly 119
pata kolmice 23
pés rovinny 13
pétithelnik pravidelny 129, 139
podobnost 175
— nepfimé 176
— primé 176
— trojahelnika 30
pojem primitivni 9, 211
polokruznice 53
polomér
— kruhu 45
— kruznice 22, 46
poloosa hlavni 119, 120
polopfimka 12, 220
— opacna 12, 220
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polorovina 12, 221
— opacna 12, 221
pomér délici 20
porovnani
— uhla 224
— usecek 223
postulat 212
— paty Eukleidiv 231
posunuti 159
pravotuhelnik 71
prumeér 46
prusecik 10, 214
— nedostupny 188
prepona 33
pricka
— pfimek 11, 226
— stfedni
— lichobézniku 74
— trojihelniku 33
— trojihelniku 33
primka 9, 213
— Eulerova 187
— hrani¢ni 12, 221
— nevlastni 197
— Fidici 119, 121
— vné&jsi kruznice 48
primky
— kolmé 23, 228
— rovnobé&zné 10
— rizného sméru 11
— riznobé&zné 10
— téhoz sméru 11
pualkruh 89
R
rameno

— koncové 160

— lichobézniku 73
— pocatecni 160
— trojuhelniku 31
— thlu 13, 221
rektifikace kruznice 132
relace primitivni 211
rotace 161
rovina 9, 213
— eukleidovska 197
— Mobiova 197
rovnobézky 11, 231
rovnobéznik 69, 70
rozdil tsecek 223
roz§ifeni roviny projektivni 197
riznobézky 11
ruznobéznik 69, 75
R
fez zlaty 136
S
se¢na kruznice 48
sedmithelnik pravidelny 131
shodnost 9, 10, 154
— nepiima 163
— piimé 163
— trojihelnika 29
— uhla 213, 222
— usecek 213, 222
smér 11
— afinity 189
— orientovany 158

— posunuti 159
soucet usetek 223
soumeérnost
— osova 154

— posunuté 165
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— stfedova 157
spojitost 9, 10, 229
stejnolehlost 176
strana 18, 68, 82
stred
— kruhu 45
— kruznice 22
— otoceni 161
— potenc¢ni 64
— soumeérnosti 157
— stejnolehlosti 176

— vnéjsi 179

— vnit¥ni 179
— svazku 11
— usecky 20
stfedné 57
svazek pfimek 11
S
Sestithelnik pravidelny 129
§itka mezikruzi 90
T
tecna
— kruznice 48, 50, 51
— dvou kruznic 182
tétiva 46
téZnice trojuhelniku 35
translace 159
trojuhelnik 18, 221
— obecny 31
— ostrouhly 33
— pravidelny 84, 129
— pravouhly 33
— rovnoramenny 31

— rovnostranny 31

— riiznostranny 31
— tupothly 33
trojuhelniky shodné 224
U
thel 13
— duty 13, 221
— konvexni 15
— nekonvexni 15
— nulovy 13
— obvodovy 53
— orientovany 24, 160
— ostry 22
— otoceni 161
— plny 13
— pravy 22, 227
— pfimy 13
— stfedovy 53
— tupy 22
— usekovy 56
— vnéjsi 27, 68, 82, 221
— vnitfni 27, 68, 82, 221
— vypukly 13
ahlopricka 67, 82
ahly
— pfilehlé 17
— souhlasné 17, 226
— st¥idavé 17
— vedlejsi 16, 221
— vrcholové 16, 221
dloha
— Apolléniova 64
— konstrukéni 125
— bez parametru 140, 142
— nepolohova 141
— polohova 141
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— s parametrem 140, 149
ase¢ kruhova 89
tsecka 12, 216
— orientovana 158
— posunuté soumeérnosti 165
uspofadéani 9
— bodi 213, 215
dtvar samodruzny 153
— silné 153
— slabé 154
\%
velikost hlu 22
— orientovaného 161
véta 211
— Cévova 40
— Eukleidova
— obréacené 105
— 0 odvésné 104, 134
— o vysce 103, 134
— Gaussova-Wantzelova 85
— Menelaova 40
— 0 obvodovém a stfedovém tuhlu 54
— o souhlasnych thlech 227
— o usekovém tuhlu 56
— o vné&jsim thlu trojuhelniku 225
— Paschova 217
— Ptolemaiova 78
— Pythagorova 100, 133
— obracena 101
—sss 29, 30
— Ssu 29, 30
— sus 29, 30, 224
— Thalétova 29
—usu 29, 225
—uu 30
vétev hyperboly 120

vrchol

— Ctyftahelniku 68

— mnohothelniku 82
— trojuhelniku 18

— thlu 13, 221
vyse¢ kruhova 89
vyska

— kruhové tsece 89
— lichobézniku 93

— rovnobé&zniku 91
— trojihelniku 38
vzéjemna poloha

— piimek 10

— kruzZnic 58
vzdélenost

— bodu od piimky 19
— bodu od utvaru 19
— bodu 19

— atvart 19

vzor 153

vzorec Hérontuv 105
Z

zakladna

— lichobézniku 73

— trojuhelniku 31
zdmeéna cyklicka 28
zobrazeni

— ekvivalentni 192
— involutorni 172

— konformni 204

— plochojevné 192
— roviny 153

— rovnoploché 192
— slozené 164

— stejnoploché 192
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