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Funkce a grafy

Základní pojmy a vlastnosti

Definice (funkce)

☻Funkcí f množiny A do množiny B nazýváme předpis, který každému prvku 
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Označení: 
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Prvek 
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  se nazývá funkční hodnotou v bodě x. 

Množina A se nazývá definičním oborem funkce f a značí se D(f). 

Je-li 
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obrazem množiny M při zobrazení f. 

Množina 
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se nazývá se oborem funkce f.

Poznámka: Důležitým pojmem je pojem zobrazení množin. Reálnou funkci chápeme jako zobrazení množiny A do množiny B, kde množiny 
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. Je-li definiční obor D(f) ( Z( R, říkáme, že f  je funkcí (zobrazením) z množiny Z. 

Definice (rovnost funkcí)

☻Funkce f, g nazýváme sobě rovnými, (stejnými), mají-li stejný definiční obor A a   
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Definice (restrikce, rozšíření funkce)

Nechť 
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nazveme restrikcí funkce f na množinu M. 

Je-li funkce g restrikcí funkce f, říkáme, že funkce f  je rozšířením funkce g.

Definice (prostá funkce)

☻Funkce 
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Říkáme, že funkce 
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 zobrazuje množinu A na množinu B, je-li 
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Funkce 
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, která je prostá a zobrazuje množinu A na množinu B, se nazývá vzájemně jednoznačnou funkcí. 
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Poznámka: Místo funkce


„prostá“ se někdy používá termín
„injekce“.

„na“ 
„surjekce“

„vzájemně jednoznačná“
„bijekce“ (injekce a bijekce)

Definice (graf funkce)
☻Grafem funkce nazýváme množinu 

graf f := 
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Definice (součet, rozdíl, součin, podíl funkcí)

☻Nechť f, g jsou funkce definované na množině A. Pro tyto funkce 

součtem
nazýváme funkci, pro niž platí 
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přičemž výše uvedené vztahy platí 
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Definice (monotonie)

☻Funkce 
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neklesající
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Poznámka: Tyto funkce se nazývají (ryze) monotónní. Platí-li uvedené vlastnosti pouze na nějaké podmnožině M definičního oboru dané funkce, říkáme, že tato vlastnost platí na množině M. Tato poznámka se vztahuje i na následující definici.

Definice (omezenost)

☻Nechť 
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Definice (sudá, lichá funkce)

☻Nechť 
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Definice (periodická funkce)

☻Nechť 
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Definice (složená funkce)

☻Nechť 
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Označení: 
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Obr. 13: Schéma složené funkce

Identická funkce

Id(x) = x 
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Poznámka: Je-li  IdA: A ( A, pak 
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 A  platí   IdA(x ) = x. D(f ) = A, H(f ) = A, kde 
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Graf: přímka – osa 1. a 3. kvadrantu (přímka o rovnice 
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Vlastnosti složené funkce

☻Pro každou funkci 
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Operace skládání funkcí je asociativní.
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Definice (inverzní funkce)

☻ Funkce 
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Vlastnosti inverzní funkce

☻Existuje-li 
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Existuje-li 
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Navzájem inverzní funkce mají navzájem zaměněné obory a jejich grafy jsou symetrické podle osy 
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Věta (existence inverzní funkce):

☻Inverzní funkce 
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 existuje právě tehdy, když funkce f  je prostá a zobrazuje množinu A na množinu B. 
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Věta (existence a jednoznačnost inverzní funkce)

☻Nechť 
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Elementární funkce

Konstantní funkce 

Lineární funkce

Kvadratická funkce

Lineárně lomená funkce

Mocninná funkce 

1) Mocninná funkce s přirozeným exponentem 

f : 
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2) Mocninná funkce s celým záporným exponentem

f :
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Graf: 
n … sudé číslo
(
funkce sudá, graf symetrický podle osy y



n … liché číslo
(
funkce lichá, graf symetrický podle počátku.
3) Mocniny s racionálním exponentem
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Poznámka: Nezapomeňte, že 
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. Nikdy nesmíte vynechat absolutní hodnotu, což bývá velmi častá chyba.

Logaritmické funkce

Exponenciální funkce

Goniometrické funkce

Cyklometrické funkce

Základní transformace funkce y = f (x)
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	posun ve směru osy y (o délku c)
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	posun ve směru osy x (o délku c)
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	symetrie vzhledem k ose x
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	symetrie vzhledem k počátku
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	roztažení (zúžení) ve směru osy x
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	roztažení (zúžení) ve směru osy y
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	všechny body  ležící pod osou x se symetricky vzhledem k této ose převrátí nad osu x
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	symetrie podle osy y

	y = sgn f (x )   
	
	určení znaménka dané funkce


Limita posloupnosti

Reálná posloupnost je funkce definovaná na množině přirozených čísel. 

Definice (limita posloupnosti)

☻Řekneme, že posloupnost {an} má limitu  L ( R, jestliže ke každému  

(-okolí bodu L existuje takový index n0, že pro všechna  n ( n0 platí 
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Označení: 
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Věta (jednoznačnost limity)

☻Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu. 
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Věta (o sevření)

☻Nechť pro skoro všechna n je 
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Důsledek

Je-li 
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Věta (pravidla pro počítání s limitami)
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Pro úplnost uvedeme ještě další pravidla, která však plynou z věty o limitě složené funkce (viz dále):
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Důležité limity posloupností
( 
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Definice (nevlastní limita posloupnosti)

☻(Řekneme, že posloupnost {an} má limitu 
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Věta

☻Nechť 
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Limita a spojitost funkce
Definice (úplné okolí bodu)
☻Nechť ( ( 0 je reálné číslo, b ( R.  Interval

(b – (, b + ()   se nazývá 
(oboustranným)
úplným (-okolím bodu b.
 (b, b + () 
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 (b – (, b(
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Zápis pomocí absolutní hodnoty
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pravé
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U+(b,() := ( b, b + ()

levé 

U–(b,() := (b – (, b( 

oboustranné

U(b,()  := (b – (, b + ()

Zřejmě  U(b, () = U– (b, () ( U+(b,). 

Definice (prstencové okolí bodu)
☻Nechť ( ( 0 je reálné číslo, b ( R.  Interval

(b - (, b + () \ 
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Označení:
pravé
prstencové (-okolí bodu b

P+(b,() := ( b, b + ()

levé

P– (b,() := (b – (, b)

oboustr.
 P(b,()  := (b – (, b + () \ 
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Definice ( limita funkce)
☻Řekneme, že funkce f má v bodě b ( R  limitu L ( R, jestliže ke každému

(- okolí bodu L existuje takové prstencové (-okolí bodu b, že pro všechna x z tohoto okolí platí (f(x) – L (<  (  . 






(
Označení: 
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Tento zápis čteme:    Limita funkce f(x) pro x jdoucí k bodu b je L.
Vlastnosti limit

1. Jednoznačnost limity

Každá funkce má v každém bodě svého definičního oboru nejvýše jednu limitu.

2. Konečnost limity implikuje lokální omezenost 

Má-li funkce v bodě konečnou limitu, existuje okolí tohoto bodu, v němž je funkce omezená.

3. Nechť 
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 a nechť existuje prstencové okolí bodu b tak, že v něm g(x) omezená. Pak 
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4. Věta o sevření

Nechť pro všechna x z jistého prstencového okolí bodu b platí f(x) ( g(x) ( h(x) a nechť 
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5. Pravidla pro počítání s limitami

Pokud existují limity dílčích funkcí a příslušné výrazy mají smysl, platí:
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Pro úplnost uvedeme ještě další pravidla, která však plynou ze spojitosti funkce (viz Spojité funkce v bodě).
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Věta

☻Je-li  f(x) > 0  pro  x ( P(b),  pak 
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Věta (o limitě složené funkce)
☻Nechť b ( R(. Pak platí:

Je-li 
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 g(y) = B ( R( a existuje-li okolí P(b) tak, že f(x) ( A  pro všechna x ( P(b) , pak 
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Důležité limity: 
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Definice (spojitost v bodě)

☻Funkce f definovaná v nějakém okolí bodu b ( R se nazývá spojitá v bodě b, jestliže ke každému okolí U[f(b)] bodu f(b) existuje okolí U(b) bodu b tak, že platí:

x ( U(b)   =>   f(x) ( U[f(b)] 
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Neboli:

( ( > 0   ( ( > 0 tak, že platí:   (x – b(< (   =>   (f(x) – f(b)( < ( .

Věta (spojitost součtu, součinu a podílu)
☻Jsou-li funkce f, g spojité v bodě b, pak jsou také v bodě b spojité funkce
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Je-li g(b) ( 0, je i funkce f /g spojitá v bodě b.
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Věta (souvislost spojitosti a limity v bodě)

☻Funkce f definovaná v nějakém okolí U(b) bodu b ( R
se nazývá spojitá v bodě b, jestliže 
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 f(x) = f(b). 
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Definice (spojitost na množině)

☻Řekneme, že funkce f je 

spojitá, je-li spojitá v každém bodě definičního oboru;

spojitá na množině 
[image: image200.wmf])

(

f

D

M

Ì

, je-li spojitá restrikce 
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Věta (spojitost složené funkce)
☻Je-li g spojitá funkce v bodě b a funkce f  v bodě c = g(b), pak také složená funkce f(g) je spojitá v bodě b. 
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Asymptoty

Definice (asymptota bez směrnice)

☻Přímka 
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, se nazývá asymptotou bez směrnice (neboli svislou asymptotou) ke grafu funkce 
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, má-li tato funkce v bodě b nevlastní limitu zleva nebo zprava. 
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Poznámka: Zřejmě může v bodě b existovat i nevlastní limita oboustranná.

Definice (asymptota se směrnicí)

☻Přímka 
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, se nazývá asymptotou se směrnicí ke grafu funkce 
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Přímka 
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, se nazývá asymptotou se směrnicí ke grafu funkce 
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Věta (vzorce pro asymptotu se směrnicí)

☻Přímka 
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, je asymptotou se směrnicí ke grafu funkce 
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Analogicky pro pro x blížící se k  – (. 
Derivace funkce

 Definice derivace funkce

☻ Nechť je funkce f definovaná na množině ℳ, 
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 ℳ, nechť existuje limita
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    Tuto limitu nazýváme derivací funkce f v bodě x0  a značíme 
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     Derivací zprava nazýváme limitu 
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     Derivací zleva nazýváme limitu 
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☻Nechť ℳ je množina všech čísel, ve kterých má funkce f derivaci. Jestliže
    každému číslu 
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 ℳ přiřadíme derivaci funkce f v bodě x0, dostaneme 
    funkci, jejímž definičním oborem je množina ℳ a kterou nazýváme derivací 
    funkce f na množině ℳ. Značíme 
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Derivace elementárních funkcí:

Funkce
Derivace

 Obor
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Pravidla pro derivování součtu, součinu, podílu funkcí, inverzní funkce:
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Pravidlo pro derivování složených funkcí:   
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Pravidlo pro logaritmické derivování:   
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Derivace  funkce  y =
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Derivace funkce y = y(x) zadané parametricky vztahy 
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Derivací n-tého řádu funkce y = f(x) nazýváme derivaci (n-1)-ní derivace funkce y = f(x), pokud existují, značíme 
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Geometrický význam první derivace. 

☻ Hodnota derivace funkce 
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Spojitost na uzavřeném intervalu

Věta (vlastnosti spojitých funkcí na 
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Nechť je funkce f spojitá na 
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. Pak platí:

1) f  je omezená na 
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.
2)
f  nabývá své největší a nejmenší hodnoty na 
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.
3)
f  nabývá všech hodnot mezi svou největší a nejmenší hodnotou na 
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Věta (Bolzanova)

Je-li funkce f spojitá na 
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Věty o střední hodnotě

Věta (Rollova)

Nechť je funkce f spojitá na 
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 a má všude uvnitř tohoto intervalu derivaci. Nechť platí 
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Poznámka: Věta zaručuje existenci bodu 
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Věta (Lagrangova)

Nechť je funkce f spojitá na 
[image: image317.wmf]b
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 a má všude uvnitř tohoto intervalu derivaci. Nechť platí 
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Věta (l(Hospitalovo pravidlo):
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Jsou-li funkce f, g ve tvaru zlomku, stačí je převést na společný jmenovatel.
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Diferenciál funkce

Definice diferencovatelnosti funkce

☻ Říkáme, že funkce 
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 je v bodě c diferencovatelná ( nebo že má v bodě c diferenciál), je-li možno její přírůstek 
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☻ Funkce 
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Definice diferenciálu funkce

☻  Lineární funkci 
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Taylorova věta
☻ Má-li funkce 
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zbytek v Lagrangeově tvaru  je dán vzorcem 
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Vyšetřování průběhu funkce

Určení monotónnosti funkce

☻ Má-li funkce f v bodě 
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 první derivaci 
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☻ Je-li funkce f spojitá na intervalu I a má v každém vnitřním bodě první
    derivaci 
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Určení lokálních extrémů funkce.

☻ Existuje-li v
[image: image357.wmf]f
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☻ Má-li funkce f v bodě 
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 lokální extrém, pak je buď první derivace 
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v bodě c neexistuje.
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☻ Existuje-li 
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Je-li v bodě c první derivace  f '(c) ( 0, nemá f  v bodě c  lokální extrém.
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Definice globálního (absolutního) extrému funkce .

☻ Funkce f definovaná v intervalu I má v bodě 
[image: image370.wmf]f
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globální maximum, je-li 
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Určení globálních extrémů funkce. 

☻ Funkce spojitá na uzavřeném intervalu v něm nabývá svého maxima i minima. 










(
☻ Postup při hledání globálních extrémů funkce spojité na uzavřeném intervalu: 

1) vypočítáme funkční hodnoty 

a) v krajních bodech intervalu 

b) v bodech podezřelých z existence lokálního extrému (v bodech stacionárních a v bodech, kde první derivace neexistuje)

2)  největší z těchto funkčních hodnot je hodnotou globálního maxima, nejmenší z těchto funkčních hodnot je hodnotou globálního minima.


 (
☻ Postup při hledání globálních extrémů funkce spojité na otevřeném intervalu: 

1) vypočítáme funkční hodnoty v bodech podezřelých z existence lokálního extrému (v bodech stacionárních a v bodech, kde první derivace neexistuje)

2) vypočítáme jednostranné limity v krajních bodech intervalu

3) pokud největší/nejmenší hodnotou je hodnota některé z limit, funkce nemá na otevřeném intervalu globální maximum/minimum;
pokud největší/nejmenší hodnotou je hodnota z funkčních hodnot  

v podezřelých bodech, je to hodnota globálního maxima/minima

 (
Definice konvexnosti a konkávnosti funkce
☻ Jestliže existuje f '(c), 
[image: image375.wmf]f
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, a jestliže existuje v
[image: image376.wmf]f
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prstencové okolí 
bodu c, v němž pro každé x leží bod [x; f (x)]
pod tečnou  y = f (c) + f '(c)(x – c), pak funkci  f  nazýváme ryze konkávní  v c; 
nad tečnou 







     ryze konvexní   v c;
pod nebo na tečně 





     konkávní v c;

nad nebo na tečně 





     konvexní v c.
 (


☻ Funkce konkávní v každém bodě intervalu I 
[image: image377.wmf]f
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se nazývá konkávní funkcí na intervalu I (obdobně pro ryze konkávní, konvexní a ryze konvexní). 
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Určení konvexnosti a konkávnosti funkce.

☻ Má-li funkce f v bodě 
[image: image378.wmf]f
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Definice bodu inflexe

☻ Jestliže pro funkci f  a bod  
[image: image381.wmf]f
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Î

 existuje takové

pravé okolí bodu c, v němž je funkce f  ryze konvexní, (resp. ryze konkávní),
 

a současně

levé okolí bodu c, v němž je funkce f  ryze konkávní, (resp. ryze konvexní),

                              říkáme, že funkce f má v bodě c inflexi.

Bod c nazýváme inflexním bodem grafu funkce f.
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Určení bodů inflexe funkce.

☻ Má-li funkce f v bodě 
[image: image382.wmf]f
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 inflexi, pak je buď druhá derivace 
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☻ Existuje-li 
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 při průchodu bodem c znaménko, má f v bodě c inflexi. 





Je-li v bodě c druhá derivace
[image: image387.wmf]0

)

(

¹

¢

¢

c

f

, pak funkce f nemá v  bodě c inflexi.
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☻Je-li 
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Postup při vyšetřování průběhu funkce

☻
1) určíme definiční obor funkce

2) určíme, zda je funkce sudá, lichá, periodická, určíme průsečíky s osami souřadnic a případně intervaly, v nichž je funkce kladná (záporná)

3) určíme body nespojitosti, spočítáme jednostranné limity v krajních bodech definičního oboru a v bodech nespojitosti

4) vyšetříme asymptoty grafu funkce

5) určíme otevřené intervaly, v nichž je funkce ryze monotónní a lokální extrémy funkce

6) určíme otevřené intervaly, v nichž je funkce konkávní a v nichž je funkce konvexní, určíme inflexní body 

7) sestrojíme graf funkce
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