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Aritmetické vektory

☻ Uspořádanou n-tici reálných čísel nazýváme n-rozměrným aritmetickým vektorem.










(
Početní operace s aritmetickými vektory:

u  = (u1, u2, u3, …, un) , v  = (v1, v2, v3, …, vn) ,  w  = (w1, w2, w3, …, wn)

součet vektorů:  u + v  = (u1 + v1,  u2,+ v2,  u3+ v3, …, un+ vn) 

násobení reálným číslem a:  a.u  =  (a.u1, a.u2, a.u3, …, a.un) 

rovnost vektorů:    u  =  v   
[image: image1.wmf]Û

 u1´= v1,  u2 = v2,  u3 = v3 , …, un = vn 

zákon komutativní:   u + v  = v + u 

zákon asociativní:    u + (v + w )  =( u + v ) + w

☻ Skalárním součinem vektorů  u  = (u1, u2, u3, …, un) a 
 v  = (v1, v2, v3, …, vn)  rozumíme reálné číslo 
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Vlastnosti skalárního součinu:

· u . u  
[image: image4.wmf]³

 0,  přičemž  u . u  = 0   
[image: image5.wmf]Û

  u = 0
· komutativnost:   u . v  = v . u 
· distributivnost : vzhledem ke sčítání  (u + v) w  = v .w + u.w
· násobení reálným číslem a:   a(u . v)  = (a.v) . u 
Poznámka:
· vektory, jejichž skalární součin se rovná nule, se nazývají ortogonální.

☻ Normou vektoru  u  = (u1, u2, u3, …, un)  rozumíme nezáporné reálné číslo 
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(
Poznámka:
· Vektor, jehož norma se rovná jedné, se nazývá jednotkový. 

Vektorové prostory

☻Mějme neprázdnou množinu M, jejíž prvky nazveme vektory. Nechť 

 
a) na množině M je definována operace sčítání vektorů, která libovolným dvěma vektorům u, v ( M jednoznačně přiřazuje vektor u + v ( M 


b) na množině M je definována operace násobení vektoru reálným číslem, která každému u ( M a  každému a ( R jednoznačně přiřazuje vektor a(u ( M
 
c) platí následující tzv. axiomy vektorového prostoru pro libovolné vektory u, v, w ( M a libovolné a, b ( R
 
A1) u + v = v + u 


( operace sčítání vektorů je komutativní ( 


A2) u + (v + w) = (u + v) +  w
( operace sčítání vektorů je asociativní ( 


A3) u + o = u 


( existuje nulový vektor o( 


A4) u + ((u) = o 


( existuje opačný vektor (u( 


A5) a((u + v) = a(u + a(v 
( násobení reálným číslem je distributivní 






   vzhledem ke sčítání prvků z M( 


A6) (a + b)(u  = a(u + b(u 
( násobení reálným číslem je distributivní 






   vzhledem ke sčítání prvků z R( 


A7) a((b(u) = (a(b)(u 

( násobení reálným číslem je asociativní( 


A8) 1(u  = u



( vynásobením reálným číslem jedna se 




   vektor nezmění(
Pak množinu M nazýváme vektorovým (lineárním) prostorem a značíme V.   (
Poznámka:
· Vektorový prostor, který obsahuje pouze nulový vektor, nazýváme triviálním vektorovým prostorem, tj. V = {o}.

· Vektorový prostor V, jehož prvky jsou  n-rozměrné aritmetické vektory, nazveme aritmetickým vektorovým (lineárním) prostorem a značíme Vn.
Lineární závislost a nezávislost vektorů

☻ Vektor v = c1(u1 + c2(u2 + c3(u3 + … + ck(uk   nazveme lineární kombinací vektorů  u1, u2, u3, …, uk, kde  ci ( R,  ui ( V  pro  i = 1, …, k,  k ( N.
(
Tvrzení: Množina všech lineárních kombinací vektorů  u1, u2, …, uk (V, k ( N tvoří vektorový prostor.

☻ Tento vektorový prostor nazýváme lineárním obalem vektorů u1, u2, …, uk a značíme L(u1, u2, u3, …, uk) = (u1, u2, u3, …, uk(. 

Skupinu vektorů u1, u2, …, uk   pak nazýváme určující skupinou prostoru L (skupinou generující vektorový prostor L).





(
☻Jsou-li v lineární kombinaci  c1(u1 + c2(u2 +  c3(u3 + … + ck(uk  všechny koeficienty ci(R nulové, nazýváme lineární kombinaci kombinací triviální. 

Je-li alespoň jeden koeficient ci ( R různý od nuly, nazýváme lineární kombinaci kombinací netriviální. 






(
Poznámka:

· Triviální lineární kombinace je vždy rovna nulovému vektoru.

☻ Říkáme, že skupina n vektorů, n ( 1,  je lineárně závislá, jestliže lze najít i netriviální lineární kombinaci rovnou nulovému vektoru. 

Říkáme, že skupina n vektorů, n ( 1,  je lineárně nezávislá, jestliže pouze triviální lineární kombinace je rovna nulovému vektoru. 

Pro n = 1 skupina obsahuje jeden vektor. Je-li nulový,  je skupina lineárně závislá, je-li nenulový, je lineárně nezávislá.




(
Věta (o lineární závislosti skupiny vektorů)

Skupina vektorů je lineárně závislá, jestliže 
alespoň jeden z nich je lineární kombinací ostatních nebo alespoň jeden z nich je vektorem nulovým.

Poznámka:

· Jestliže ke skupině lineárně závislých vektorů přidáme libovolný vektor, zůstane skupina lineárně závislá.

· Jestliže od skupiny lineárně nezávislých vektorů odebereme libovolný vektor, zůstane skupina lineárně nezávislá.

Věta (o úpravách určující skupiny vektorů)

Je-li skupina vektorů u1, u2, … uk určující skupinou vektorového prostoru V,
pak skupina, kterou získáme následujícími úpravami 

a) změnou pořadí vektorů

b) vynásobením libovolného vektoru nenulovým číslem

c) přičtením lineární kombinace ostatních k libovolnému vektoru 

d) vynecháním vektoru, který je lineární kombinaci ostatních

e) přidáním dalšího vektoru, který je lineární kombinací u1, u2, … uk
je určující skupinou téhož vektorového prostoru V.
Báze vektorového (lineárního) prostoru

☻ Říkáme, že skupina vektorů u1, u2, … un tvoří bázi vektorového prostoru V, 
     je-li  a) lineárně nezávislá,  

 b) určující skupinou vektorového prostoru V.



( 

☻ Počet prvků báze u1, u2, … un vektorového prostoru V se nazývá dimenze
    vektorového prostoru. Značíme  dim V = n.
    Vektorový prostor V s dimenzí n se nazývá  n-rozměrný vektorový (lineární)
     prostor.










(
Poznámka:

· Všechny báze vektorového prostoru V mají stejný počet prvků.

· Vektorový prostor obsahující pouze nulový prvek má dimenzi nula.

· Vektorový prostor má nekonečnou dimenzi, pokud nemá konečnou bázi (např. prostor všech reálných funkcí).

Věta (o lineární závislosti skupiny)

Vektorový prostor V je n-rozměrným vektorovým prostorem právě tehdy, jestliže v něm existuje konečná skupina n lineárně nezávislých vektorů a každá skupina o více než n vektorech je lineárně závislá.

Tvrzení:  Aritmetický vektorový prostor Vn (vektorový prostor n-rozměrných aritmetických vektorů) je n(rozměrným  vektorovým prostorem dimenze n.

Poznámka:
· Tzv. základní bázi aritmetických vektorových prostorů Vn  tvoří n(rozměrné vektory ei = (0, … , 1, … , 0), i = 1, …, n, mající na i-té pozici 1, na ostatních pozicích 0.
 Věta (o jednoznačnosti vyjádření vektoru)

Je-li skupina vektorů u1, u2, … un bází vektorového prostoru V, pak každý vektor u ( V lze zapsat právě jedním způsobem jako lineární kombinaci vektorů báze  u = c1(u1 + c2(u2 + … + cn(un, kde ci (R pro i = 1,2, …, n.
Matice

☻ Soubor m(n prvků aij, i = 1, …, m,  j = 1, …, n  uspořádaných do schématu 
o m řádcích a n sloupcích nazýváme maticí typu (m, n), značíme A(m, n).
(
A = 
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÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

mn

a

m

a

m

a

n

a

a

a

L

M

M

M

M

L

2

1

1

12

11

, zkrácený zápis A = (aij),  i = 1, …, m,  j = 1, …, n.







 
Poznámka:

· Číslo i nazýváme řádkovým indexem, číslo j sloupcovým indexem prvku aij matice (prvek leží v i-tém řádku a j-tém sloupci, a13 čteme „a jedna tři“).

· Prvky akk nazýváme diagonálními prvky a tvoří v matici hlavní diagonálu. 

☻ Speciální typy matic (aij ( R,  i = 1, …, m,  j = 1, …, n):

· Matice nulová má  všechny prvky nulové, značí se O.
· Matice horní trojúhelníková  má všechny prvky pod hlavní diagonálou nulové, matice dolní trojúhelníková má všechny prvky nad hlavní diagonálou nulové.

· Matice diagonální má všechny nediagonální prvky nulové.

· Matice je čtvercová řádu n pro m = n, obdélníková pro m ( n.
· Matice jednotková je čtvercová diagonální matice typu (n, n), jejíž všechny diagonální prvky akk , k = 1, …, n,  jsou rovny jedné, značí se E.

· 
Čtvercová matice, pro kterou platí aij = aji pro každé  i, j,  se nazývá symetrická,  pro kterou platí aij = (aji pro každé  i, j,  se nazývá antisymetrická.








(
Poznámka:

· Diagonální prvky trojúhelníkové i diagonální matice nemusí být nenulové.

· Diagonální prvky antisymetrické matice jsou nulové.

☻ Matice, která vznikne z matice A záměnou řádků za sloupce při zachování jejich pořadí se nazývá matice transponovaná k A a značí se AT.

(
Poznámka:

· Je-li matice A symetrická, pak A = AT.

Operace s maticemi

☻Mějme matice A = (aij), B = (bij) typu (m, n), i = 1, …, m,  j = 1, …, n,  c ( R. 
Pak matici A + B = (aij + bij) typu (m, n)  nazýváme součtem matic A a B a   c(A = (c(aij) typu (m, n) nazýváme součinem reálného čísla c a matice A.
 (
Poznámka:

· Množina všech matic typu (m, n) s uvedenými operacemi sčítání dvou matic a násobení matice reálným číslem je vektorovým prostorem dimenze m(n.

Násobení matic

☻ Mějme matici A = (aik) typu (m, p), matici B = (bkj) typu (p, n), 
 


i = 1, …, m,  j = 1, …, n,  k = 1, …, p. 
     Pak matici  C = (cij) typu (m, n), pro jejíž prvky platí
  


 cij = ai1(b1j +  ai2(b2j  + … + aip(bpj = 
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     nazýváme součinem matic A a B, zapisujeme C = A ( B. 


(
Poznámka:

· Součinem A ( B je matice, jejíž prvek na pozici (i, j) je skalárním součinem 
i-tého řádku matice A a j-tého sloupce  matice B.
· Operace násobení matic A ( B  je definována, jestliže počet sloupců matice A se rovná počtu řádků matice B.
 Věta (vlastnosti násobení matic)

Mějme matice A, B, C  a jednotkovou matici E. Pokud uvedené operace mají smysl, pak pro násobení matic platí:

 
a) A ( B ( B ( A
(násobení matic obecně není komutativní(

b) A ( E = A,   E ( A = A
  (vynásobení jednotkovou maticí je 
  
    komutativní a matici A nemění(
c) (A + B) ( C = A ( C + B ( C
  (násobení zprava je distributivní(

d) C ( (A + B)  = C ( A + C ( B
  (násobení zleva je distributivní(

e) A ( (B ( C)  = (A ( B ) ( C
  (násobení matic je asociativní(
Hodnost matice

V matici typu (m, n) můžeme každý řádek považovat za n-rozměrný vektor. Víme, že množina všech lineárních kombinací těchto m vektorů (tj. lineární obal řádků) tvoří vektorový prostor.

☻ Dimenze prostoru, jehož určující vektory jsou řádky matice (tj. dimenze
    lineárního obalu řádků matice) se nazývá hodnost matice a značí h(A).
(
Poznámka:

· Hodnost matice je celé nezáporné číslo, které udává maximální počet lineárně nezávislých řádků matice.

Věta (o hodnosti transponované matice)

Hodnosti matice a matice transponované jsou si rovny.

Dúsledek:

· Tvrzení a věty uváděné pro řádky matice platí analogicky i pro sloupce matice.
· Je-li matice A typu (m, n), pak  h(A) ( min(m, n).

☻ Čtvercová matice A typu (n, n) je regulární právě tehdy, je-li její hodnost rovna počtu řádků, tj. h(A) = n. Je-li h(A) < n , je matice singulární. 

(
Gaussova eliminační metoda

☻Nechť A je matice typu (m, n). Následující úpravy matice A nazýváme
   řádkovými (sloupcovými) ekvivalentními úpravami: 
a) záměna pořadí dvou řádků (sloupců)

b) vynásobení řádku (sloupce) nenulovým reálným číslem

c) přičtení lineární kombinace ostatních řádků (sloupců) k řádku (sloupci)  (
Gaussovou eliminační metodou nazýváme postup, při kterém danou matici převedeme ekvivalentními úpravami na horní trojúhelníkovou matici téhož typu stupňovitého tvaru. Tedy takovou, ve které nenulové prvky každého dalšího řádku začínají minimálně o jeden sloupec dále vpravo.

Z matic B1, B2, B3, B4 , je-li 

B1 = 
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B3 = 
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je horní trojúhelníkovou stupňovitého tvaru jen matice B2. Matice B1, B3, B4  lze  Gaussovou eliminací upravit na stupňovitý tvar (postup viz dále) *B1, *B3, *B4 :

*B1 = 
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Jordanova eliminační metoda

Eliminační metoda, při které eliminujeme všechny nediagonální prvky upravovaného sloupce (tj. nejen "pod" ale i "nad" diagonálním prvkem),
se nazývá Jordanova eliminační metoda. 

Poznámka:

· Regulární matici lze Jordanovou metodou vždy převést na jednotkovou matici téhož typu. 
· Singulární matici lze Jordanovou metodou převést na trojúhelníkovou matici stupňovitého tvaru, obsahující alespoň jeden nulový řádek. 

Výpočet hodnosti matice Gaussovou eliminační metodou

Věta (o hodnosti matice)

Hodnost matice se nezmění provedením ekvivalentních řádkových nebo sloupcových úprav. 

Poznámka:
· Věta o hodnosti matice je důsledkem věty o úpravách určující skupiny vektorů.
· Hodnost matice je dána počtem nenulových řádků (sloupců) matice po provedení Gaussovy eliminace.
Inverzní matice
☻Mějme čtvercovou matici A typu (n, n). Pak matici B, pro kterou platí 
 

 A ( B = B ( A = E , 
   nazýváme inverzní maticí k matici A a značíme A(1. 



( 

(
Věta (o jednoznačnosti inverzní matice)

K dané matici existuje nejvýše jedna inverzní matice.

 Věta (vlastnosti inverzní matice)

a) Pro každou jednotkovou matici platí  e(1 = e.




b) Existuje-li inverzní matice k a, pak  (a(1)(1 = a. 

c) Inverzní matice k součinu matic je součin inverzních  matic v obráceném pořadí:  (A ( B)(1 = b(1 ( a(1, pokud je definována alespoň jedna strana této rovnosti.

d) Jestliže pro matice A, B platí a ( b = e, pak matice a, b jsou navzájem inverzní, tj. a(1 = b,  b(1 = a.
Důsledek :

· Při ověřování, zda dané dvě matice jsou navzájem inverzní, stačí dokázat jen jednu z rovností  a ( b = e,  b ( a = e (plyne z tvrzení d)).
 Věta (o existenci inverzní matice)

Ke čtvercové matici existuje matice inverzní právě tehdy, je-li matice regulární. 

Výpočet inverzní matice Jordanovou eliminací
Postup při výpočtu inverzní matice Jordanovou eliminační metodou:

a) k dané regulární matici A typu (n, n) doplníme zprava jednotkovou matici E typu (n, n), vznikne matice (A(E)  typu (n, 2n),

b) provedeme řádkové úpravy Jordanovou eliminační metodou (v matici A eliminujeme prvky pod a nad hlavní diagonálou), každou úpravu provedeme i pro řádky doplněné jednotkové matice,

c) po provedené Jordanově eliminaci každý řádek vydělíme hodnotou diagonálního  prvku,

d) tím vznikne z matice  (A(E) matice (E(A-1), tj. na původním místě je matice jednotková, na místě matice jednotkové je matice inverzní. 

Poznámka:

· Eliminačními úpravami čtvercové singulární matice, k níž inverzní matice neexistuje, dostaneme na místě původní matice matici, která má alespoň jeden nulový řádek, nikoli matici jednotkovou.  
Determinanty

Determinant je číslo, které přiřazujeme čtvercové matici. Než toto číslo budeme definovat, připomeňme si nejprve některé pojmy ze střední školy.

☻ Každá uspořádaná n-tice  utvořená z daných n navzájem různých prvků se nazývá permutace těchto prvků. Počet všech permutací n různých prvků je n!.

Jestliže pro dva prvky ki , kj permutace platí:  i ( j  a současně ki ( kj, pak dvojici ki , kj nazýváme inverzí v permutaci. Permutace s lichým počtem inverzí se nazývá lichá permutace, se sudým počtem inverzí sudá permutace.

(
☻ Determinantem n-tého stupně čtvercové matice A(n, n) nazýváme  číslo 
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kde se sčítá přes všechny permutace P = (k1, k2, … , kn)  sloupcových indexů
(1, 2, 3, … , n(,  přičemž r je počet inverzí v permutaci P. 

Značíme  det A = det 
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  (
Výpočet determinantu Sarrusovým pravidlem

Vzorec odvozený  v příkladech 2, 3 pro výpočet determinantu druhého a třetího řádu lze zapsat pomocí tzv. Sarrusova pravidla, které usnadňuje výběr členů s kladným a záporným znaménkem. Používá se jedno z následujících schémat. 

+
+
+(
( 
(
a11
a12
a13
a11
a12

(Matici A typu (3, 3) rozšíříme na a21
a22
a23
a21
a22 

matici typu (3, 5) zapsáním prvního 

a31
a32
a33
a31
a32

a druhého sloupce za matici (
Hodnotu determinantu počítáme ze schématu naznačeným způsobem – směrem zleva doprava se vytvoří tři součiny tří prvků se znaménkem plus,  směrem zprava doleva se vytvoří tři součiny se znaménkem minus, což je celkem 6 potřebných součinů pro výpočet hodnoty determinantu třetího řádu.

(A( = a11(a22(a33 + a12(a23(a31 + a13(a21(a32 ( a13(a22(a31 ( a11(a23(a32  ( a12(a21(a33.

Druhé schéma dává tentýž výsledek, je pouze změněné pořadí součinů. 
  
     +
a11
a12
a13   (  





    +
a21
a22
a23   (


(Matici A typu (3, 3) rozšíříme na


    +   a31
a32
a33   (


matici typu (5, 3) zapsáním prvního 



a11
a12
a13 


a druhého řádku pod matici (


a21
a22
a23 
(A( = a11(a22(a33 + a21(a32(a13 + a31(a12(a23 ( a13(a22(a31 (  a23(a32(a11 ( a33(a12(a21.

Poznámka:

· Sarrusovo pravidlo nelze použít pro determinant řádu vyššího než tři.
 Formálním použitím pravidla například pro determinant čtvrtého řádu bychom dostali čtyři součiny se znaménkem plus a čtyři součiny se znaménkem minus. Jejich součet není hodnotou determinantu, protože pro determinant čtvrtého řádu je počet permutací z čísel (1, 2, 3, 4( roven 
4! 
= 4(3(2(1 = 24  a hodnota determinantu musí být součtem 24, nikoliv 8 součinů.

Vlastnosti determinantu

 Věta (o determinantu transponované matice)

Pro libovolnou čtvercovou matici A typu (n, n) platí  det A = det AT.

Důsledek:

· Všechna tvrzení a věty, formulované pro řádky determinantu, platí analogicky i pro sloupce.

 Věta (vlastnosti determinantu)

a) Jestliže matice B vznikne z matice A záměnou r-tého a s-tého řádku,  pak
    platí det B = (det A.  

b) Jestliže matice B vznikne z matice A vynásobením r-tého řádku libovolným 
    reálným číslem k, pak platí det B = k(det A.   

c) Jestliže matice B vznikne z matice A přičtením libovolné lineární kombinace 
    ostatních řádků k  i-tému  řádku, pak platí det B = det A.

Důsledek:

· Jestliže matice A má dva řádky stejné, pak det A = 0.
· Jestliže matice A má alespoň jeden řádek nulový, pak det A = 0.
· Pro matici A(n, n) a k (R  platí det(k.A) = kn.det(A).
Tvrzení:

Determinant trojúhelníkové (případně diagonální) matice typu (n, n) je roven součinu diagonálních prvků.

Výpočet determinantu rozvojem

☻ Mějme čtvercovou matici A typu (n, n). Označíme Aij matici, která vznikne  z  matice A  vynecháním i-tého řádku a j-tého sloupce.

Číslo  dij  = ((1)i+j(det Aij,  i, j = 1,2, … , n   nazýváme  algebraickým doplňkem prvku aij.










(
Algebraické doplňky počítáme při určování hodnoty determinantu rozvojem determinantu podle libovolného řádku nebo sloupce.

 Věta (Laplaceova o rozvoji determinantu)

Je dána čtvercová matice A typu (n, n). Pak  nazýváme formule



det A = 
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rozvojem deterterminantu podle i-tého řádku pro libovolné i = 1, 2, …, n  a



det A = 
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rozvojem deterterminantu podle j-tého sloupce pro libovolné j = 1, 2, …, n.

 Věta (o regulárnosti matice)

Čtvercová matice je regulární právě tehdy, je-li det A ( 0.

 Věta (o determinantu součinu matic)

Mějme dvě čtvercové matice A, B typu (n, n). Pak det (A ( B) = det A ( det B.

Výpočet inverzní matice pomocí determinantu

☻ Označme D = (dij) matici algebraických doplňků  dij  = ((1)i+j(det Aij,
 pro i, j = 1,2, …, n matice A.  Matici dT typu (n, n) (transponovanou 
 k matici d) nazýváme adjungovanou maticí k matici a a značíme AdjA.
(
 Věta (o výpočtu inverzní matice)

Mějme regulární matici A typu (n, n). Pak k ní existuje matice inverzní a je určena vztahem  
a(1  = 
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Soustavy lineárních algebraických rovnic

Soustava lineárních algebraických rovnic o m rovnicích a n neznámých má tvar
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Označme

 
A =



 EMBED Equation.2  [image: image26.wmf]÷
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kde A je matice soustavy, vektor x je vektor neznámých, vektor b je vektor pravých stran soustavy. Soustavu zapisujeme i v maticovém tvaru:

Ax = b.

☻ Rozšířenou maticí soustavy nazýváme matici soustavy doplněnou o sloupec pravých stran, značíme 


A(b = 
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(
Řešením soustavy je každá n-tice čísel  x1, x2, ..., xn vyhovující výše uvedené soustavě, tj. v ekvivalentním maticovém vyjádření je řešením kaž​dý sloupcový vektor x splňující rovnici Ax = b .

☻ Soustavu Ax = b  pro nenulový vektor pravých stran b  nazýváme soustavou nehomogenní,  soustavu s nulovým vektorem pravých stran Ax = o nazýváme soustavou homogenní. 








(












Řešitelnost soustav lineárních algebraických rovnic

Věta (Frobeniova věta)

Soustava lineárních algebraických rovnic má alespoň jedno řešení právě tehdy, je-li hodnost matice rovna hodnosti matice rozšířené.

Dále platí: Má-li soustava o n neznámých hodnost matice i hodnost rozšířené matice rovnu číslu h, pak: 
 
a) pro h = n má soustava právě jedno řešení,
 
b) pro  h ( n má soustava nekonečně mnoho řešení s  (n ( h)  parametry.


Věta (nutná a postačující podmínka řešitelnosti)

Soustava lineárních algebraických rovnic Ax = b má alespoň jedno řešení právě tehdy, je-li sloupec pravých stran b lineární kombinací sloupců matice A.

Řešení soustav Gaussovou eliminací

Věta (o řešení soustavy Gaussovou eliminací)

Je-li rozšířená matice A(b  soustavy Ax = b převedena Gaussovou eliminační metodou na horní trojúhelníkovou matici stupňovitého tvaru C(d, pak soustava Cx = d má stejnou množinu řešení.

Je-li soustava řešitelná, určíme její řešení zpětným dosazováním (tzv. zpětný chod Gaussovy eliminace). 
Má-li soustava právě jedno řešení, má eliminovaná soustava s horní trojúhelníkovou maticí tvar
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a zpětný chod Gaussovy eliminace lze vyjádřit vzorci
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Má-li soustava nekonečně mnoho řešení, volíme (n ( h) složek řešení parametricky, ostatní složky vypočteme opět zpětným dosazováním.

Řešení soustav s regulární maticí  Cramerovým pravidlem

Věta (Cramerovo pravidlo)

Mějme soustavu n lineárních algebraických rovnic o n neznámých s regulární maticí A (tj. detA ( 0). Pak soustava má právě jedno řešení a platí 
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kde Ai je matice, která vznikne z A, nahradíme-li i-tý sloupec sloupcem pravých stran.

Řešení soustav s regulární maticí  pomocí matice inverzní

 Věta (o řešení soustav pomocí inverzní matice)

Mějme soustavu Ax = b  n lineárních algebraických rovnic o n neznámých s regulární maticí A (tj. detA ( 0). Pak soustava má právě jedno řešení a platí 

 




x = A(1b.

Řešení soustav homogenních

Homogenní soustava lineárních algebraických rovnic o m rovnicích a n neznámých má tvar
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Hodnost matice A homogenní soustavy se vždy rovná hodnosti matice rozšířené A(o , protože přidáním nulového sloupce se hodnost matice nezmění. Podle Frobeniovy věty má soustava vždy řešení.

 Věta (o řešitelnosti homogenních soustav)

Soustava Ax = o  má vždy alespoň jedno řešení.  Dále platí:

 
a) je-li hodnost matice h rovna počtu neznámých n, pak soustava má právě
    
    jedno řešení rovné nulovému vektoru (řešení  triviální), 

b) je-li  h ( n, soustava má nekonečně mnoho řešení s n ( h parametry.

Poznámka:

· Všechna řešení homogenní soustavy (je-li hodnost matice h a počet neznámých n) tvoří vektorový prostor V dimenze n ( h, který je částí
n-rozměrného aritmetického vektorového prostoru Vn. 

Vlastní čísla a vlastní vektory matice

☻ Nechť A je čtvercová matice reálných čísel řádu n. 
    Determinant  det
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   je polynom n-tého stupně v proměnné  λ  

s reálnými koeficienty a nazývá se charakteristickým polynomem matice A.(
☻ Nechť A je čtvercová matice reálných čísel řádu n. Pak algebraickou rovnici 

 

    

  det
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nazýváme charakteristickou rovnicí matice A.  Kořeny této rovnice nazýváme vlastními čísly ( charakteristickými hodnotami, vlastními hodnotami) matice A.











(
☻ Říkáme, že vektor v je vlastním vektorem příslušným k vlastnímu číslu λ matice A, jestliže platí:

 
1)  
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tj. vlastní vektory jsou netriviálním řešením soustavy 
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