
Preehled2-MA1-KS-EF.doc
-4-

Neurčitý integrál

Definice primitivní funkce
	Nechť f, F  jsou funkce definované v intervalu I. Funkce F  se nazývá primitivní funkcí k funkci f , je-li 
[image: image1.wmf](

)

(

)

I

x

x

f

x

F

Î

"

=

¢

.                       


Věta

☻ Jsou-li F, G  dvě primitivní funkce k funkci f  v intervalu I , pak platí:

1) Funkce F + C, kde C  je libovolná konstanta, je také primitivní funkcí k funkci f  v intervalu I.

2) Existuje reálné číslo C  takové, že G (x ) = F (x ) + C
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Definice neurčitého integrálu
	Nechť funkce f  má v intervalu I  primitivní funkci F . Množinu všech primitivních funkcí k funkci f  v intervalu I  nazýváme neurčitým integrálem funkce f  v intervalu I  a značíme
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Věta  (existence primitivní funkce)

☻ Je-li funkce f  spojitá v intervalu I , existuje k ní v tomto intervalu funkce primitivní. 
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Základní vzorce pro integrování

Pro 
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	(a) 
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(b) 
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     pro x > 0, 
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pro a > 0, a ( 1
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Věta  (linearita integrování)

☻ Existují-li v intervalu I  neurčité integrály funkcí 
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Integrování substitucí 

Věta o sustituci  typu 
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Věta o sustituci  typu 
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Lineární substituce


Nahradíme-li v tabulkových integrálech proměnnou x  lineárním výrazem ax + b, kde a, b ( R, a ( 0, použijeme následující metodu:
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substituce

d

, kde 
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Metoda per partes

Věta  (integrace per partes)

☻  Mají-li funkce u, v  v intervalu I  spojité derivace, platí
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Integrály typu 
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Integrály typu 
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, kde a, b, c ( R, a ( 0, diskriminant jmenovatele je záporný.

! Zopakujte si doplňování kvadratického trojčlenu na úplný čtverec.
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Integrály typu 
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Tento integrál se vyskytuje často. Kvadratický trojčlen ve jmenovateli nemá reálné kořeny. Vytknutím nenulové konstanty u x 2 před integrál můžeme vždy trojčlen 
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Princip úpravy:

Nejprve najdeme derivaci funkce ze jmenovatele.

Funkci rozložíme na součet dvou zlomků, kde první má v čitateli derivaci jmenovatele. Integrál této funkce jvede na logaritmus, tj. 
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Integrál druhého zlomku vede na arctg t.
Integrování goniometrických funkcí

Integrování iracionálních funkcí

Racionální funkce

☻
Funkci, kterou lze vyjádřit jako podíl dvou polynomů s reálnými koeficienty, nazýváme funkcí racionální, značíme 
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\{nulové body polynomu 
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☻
Každou neryze lomenou racionální funkci lze vyjádřit jako součet polynomu 
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Každý polynom 
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 lze vyjádřit ve tvaru součinu kořenových činitelů
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Rozklad na parciální zlomky

☻
Parciálními zlomky nazýváme ryze lomené racionální funkce tvaru 
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Ryze lomenou racionální funkci 
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lze rozložit (pro všechna x různá od nulových bodů jmenovatele) na součet parciálních zlomků
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kde  koeficienty
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 najdeme metodou neurčitých koeficientů nebo metodou dosazovací.
Integrování parciálních zlomků.

☻ 

Typ I 
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Typ II
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Typ III
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Typ IV
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 Určitý integrál

☻  
Nechť je na intervalu 
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☻  
Je-li funkce  f  omezená v intervalu
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Vlastnosti Riemannova určitého integrálu

☻
Linearita vzhledem k integrandu.
Nechť existují integrály 
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☻
Aditivnost vzhledem k integračnímu oboru.
Nechť existují integrály 
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Je-li 
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Věta o střední hodnotě

 Je-li funkce  f  spojitá na 
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 ☻
Geometrický význam Riemannova integrálu

Je-li funkce  f  nezáporná omezená  na 
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Věta Newtonova-Leibnizova


Nechť f je integrovatelná v
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Substituční metoda pro určitý integrál.
Nechť funkce  f  je spojitá v intervalu 
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(
Na rozdíl od určitých integrálů není nutné se vracet k původní integrační proměnné. Pokud se ale substituce provádí v příkladě vícekrát, může být výhodnější místo přepočítávání mezí integrálu se k původní proměnné vrátit.

Metoda per partes pro určitý integrál.


Nechť  funkce  u, v jsou definované v intervalu 
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Nevlastní integrály

Nevlastní integrály definujeme pro případy, kdy nejsou splněny postačující podmínky pro existenci určitého integrálu – integrační interval není konečný  nebo integrovaná funkce není ohraničená.

☻  
Nevlastní integrál vlivem meze
Nechť je funkce  f  definovaná na intervalu 
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definujeme jeho hodnotu. Jestliže limita neexistuje nebo je nekonečná, pak říkáme, že nevlastní integrál je divergentní. 
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Za analogických předpokladů pro nekonečnou dolní mez je definován nevlastní integrál 
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☻ Jestliže pro dané číslo β existují nevlastní integrály 
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☻  
Nevlastní integrál vlivem funkce
Nechť je funkce  f  definovaná na intervalu 
[image: image144.wmf])
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definujeme jeho hodnotu. Jestliže limita neexistuje nebo je nekonečná, pak říkáme, že nevlastní integrál je divergentní. 
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Za analogických předpokladů pro funkci neohraničenou v okolí dolní meze je definován nevlastní integrál 
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☻ Jestliže pro dané číslo 
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Geometrické aplikace

Obsah rovinných útvarů

☻  
Nechť je na intervalu
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☻  
Nechť jsou na intervalu
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Křivka zadaná parametricky:

☻  
Nechť f  je funkce zadaná parametrickými rovnicemi
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Křivka zadaná v polárních souřadnicích:
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Délka rovinné křivky

☻  
Nechť křivka k je grafem funkce
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Nechť je křivka k daná parametricky rovnicemi
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☻  
Nechť je křivka k zadaná v polárních souřadnicích  
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Objemy těles vzniklých rotací rovinného obrazce.
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Nechť funkce f, g jsou spojité na intervalu
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a) při rotaci kolem osy x je dán hodnotou integrálu 
[image: image202.wmf]x

x

g

x

f

V

b

a

d

))

(

)

(

(

π

2

2

ò

-

=


b) při rotaci kolem osy y je dán hodnotou integrálu 
[image: image203.wmf]x

x

g

x

f

x

V

b

a

d

)))

(

)

(

(

(

π

2

ò

-

=

.
Specielně: je-li
[image: image204.wmf]0

)

(

=

x

g

 pro 
[image: image205.wmf]ñ

á

Î

b

a

x

;

, 
[image: image206.wmf]b

a

á

, pak objem rotačního tělesa, které opíše elementární oblast  
[image: image207.wmf]î

í

ì

£

£

£

£

)

(

0

x

f

y

b

x

a
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a) při rotaci kolem osy x je dán integrálem 
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b) při rotaci kolem osy y je dán integrálem 
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