Definice pravdépodobnosti, zakladni vlastnosti pravdépodobnosti

Uloha 1: Tahy kouli z osudi. Kral Archibald III. se pfi pfilezitosti své korunovace rozhodl udélit mi-
lost nékterym na smrt odsouzenym vézintm. O jejich osudu rozhodne ndhoda. V den popravy predstoupi
kazdy z vézni se zavazanyma ocima pied osudi, ve kterém je 7 bilych a 3 ¢erné koule a vytdhne dvé
z nich. Budou-li tazené koule stejné barvy, bude mu udélena milost, v opacném piipadé bude popraven.
Urcete pravdépodobnost, ze bude vézni udélena milost a také pravdépodobnost, ze bude popraven.

Reseni:

a) Variace. Pfedstavme si, Ze koule v osudi budou oéislovany a ze napiiklad koule s ¢isly 1,2,...,7
budou bilé a koule s ¢isly 8,9,10 bodou cerné. Vysledky ndhodného pokusu ,tahu dvou kouli z osudi“
budeme zapisovat pomoci usporddanych dvojic éisel (na poradi éisel zdlezt). Napiiklad zéapis (9,5) znadi,
Ze prvni tazend koule mé ¢islo 9 (je Cernd) a druhd tazena koule ma ¢islo 5 (je bild). Pocet vSech moznych
taht je v tomto pfipadé roven 10-9 = 90, nebot prvni tazenou kouli vybirame z 10 kouli, zatimco druhou
jiz jen z 9 kouli (prvni taZenou kouli do osudi nevracime). Vyjadfeno kombinatoricky, urc¢ili jsme pocet

2-¢lennych variaci z 10 prvka
10!

Ozna¢me me nyni A jev ,,0bé tazené koule maji stejnou barvu“. Tomuto jevu jsou piiznivé tahy, ve
kterych jsou obé koule bilé a také tahy, ve kterych jsou obé koule ¢erné. Pocet tahi, ve kterych jsou obé
koule bilé je roven 7 -6 = 42, nebof ma-li byt prvni tazena koule bild, musime ji vybrat ze 7 kouli s éisly
1,2,...,7 (ty jsou bilé) a m4-li byt i druha tazena koule bild, musime ji vybrat ze zbyvajicich 6 bilych
kouli. Podobné ur¢ime, Ze pocet tahi, ve kterych jsou obé koule ¢erné je roven 3 -2 = 6. Celkem tedy
mame 48 tahd, ve kterych maji obé tazené koule stejnou barvu. Nyni jiz snadno vyjadiime hledanou

pravdépodobnost
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b) Kombinace. Koule v osudi opét oéislujeme stejné jako v pfedchozim feseni. Jednotlivé mozné tahy
dvou kouli z osudi budeme tentokrat zapisovat jako dvouprvkové podmnoziny mnoziny {1,2,...,10}.
Napfiiklad zapis {5, 9} znadi, ze byly tazeny koule s ¢isly 5 a 9. Pfitom tato ¢isla mohla byt tazena v poradi
5, 9 nebo 9, 5 (na poradi ¢isel nezdlezi). Poéet vSech moznych takto zapsanych tahi je 90/2, nebot kazdé
mnoziné {a, b}, odpovidaji dvé usporadané dvojice (a,b), (b, a), které jsme uvazovali v pfedchozim FeSeni.
Vyjadieno kombinatoricky, urcili jsme pocet 2-¢lennych kombinaci z 10 prvki

K(2,10) = (120) _ 45,

Podobné urc¢ime pocet tahti, ve kterych maji obé koule bilou barvu. Ten je roven poctu dvouprvkovych

7
podmnozin mnoziny {1,2,...,7}, kterych je (2> = 21. Pocet tahi, ve kterych maji obé koule ¢ernou

3
barvu je ze stejného divodu roven (2> = 3. Celkem tedy mame 24 dvouprvkovych podmnozin mnoziny

{1,2,...,10}, které odpovidaji tahiim, ve kterych maji obé tazené koule stejnou barvu. Pro hledanou
pravdépodobnost tedy plati
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Uloha 2: Spravedlivé rozdéleni sazky. Adam a Bfetislav hraji sérii her o né&jakou &astku. Tuto
Castku ziska ten hrac, ktery jako prvni vyhraje 6 her. Adam i Bfetislav jsou stejné dobii a v kazdé
jednotlivé hfe maji oba stejnou Sanci zvitézit. Série her je pred¢asné ukoncena za stavu 5 : 3 pro Adama.
Jak ma byt za tohoto stavu spravedlivé rozdélena sizka mezi oba hrace?

Resent:
Nejprve se pokusime vyjadfit mnozinu €2 vSech moznjch priabéhi série her, zac¢inajici za stavu 5 : 3
a konéici celkovym vitézstvim nékterého z hrac¢h. Oznaéme vitézstvi Adama v jedné hie ¢islem 0 a



vitézstvi Bretislava v jedné hie ¢islem 1. Jednotlivé série budeme zapisovat jako posloupnosti ¢isel 0
a 1. Naptiklad zapis (1,1,0) znadi sérii her, kde v prvnich dvou hréch zvitézil Bfetislav a ve tfeti hie
zvitézil Adam a celd série tak zkoncila za stavu 6 : 5 vitézstvim Adama. Nyni jiz vypiSeme vSechny
mozné pribéhy série her

Q= {(0), (1,0), (1,1,0), (1,1,1)}.

Pokud bychom nyni bez pfemysleni prohlasili, Ze k celkovému vitézstvi Adama vedou tfi pribéhy
série her a k vitézstvi Bretislava jediny prubéh série her a tedy spravedlivé rozdéleni ¢astky je v poméru
3 : 1 pro Adama, dopustili bychom se zavazného omylu. Jednotlivé pribéhy série her, prvky mnozZiny
), totiz nejsou stejné pravdépodobné. Jiz pri feseni tlohy simulaci jsme si mohli v§imnout, Ze série her
kon¢i mnohem ¢astéji napiiklad za stavu 6 : 5, ktery odpovida pribéhu (0), nez za stavu 5 : 6, ktery
odpovida pribéhu (1,1,1). Pribsh (0) miZzeme chapat jako jev ,,pfi jednom hodu minci padne lic*, jehoz

pravdépodobnost je % Naproti tomu priibéh (1,1,1) miZzeme chapat jako jev ,pfi tfech hodech minci
padnou tfi ruby“. Jisté snadno urcite, ze pravdépodobnost tohoto jevu je %.

Pokusime se vyjadrit jednotlivé priibéhy serie her tak, aby byly stejné pravdépodobné. Pfedstavme si,
Ze zactneme hrat za stavu 5 : 3 a odehrajeme v kazdém piipadé tii hry bez ohledu na to, Ze celkovy vitéz
bude ¢asto znam o néco dfive. Mnozinu {2 vSech moznych pribéhu série her potom muzeme vyjadrit

Q = {(0,0,0
(1,0,0

), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1),
), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}.

Je zfejmé, Ze nyni jsou jednotlivé pribehy série her stejné pravdépodobné. Pro ndzornost si miizeme
predstavit, Ze stejné bychom zapsali mnozinu Q vSech moznych vysledk hodt tfemi mincemi.

Nyni jiz snadno uréime pravdépodobnosti zisku ¢astky pro jednotlivé hrace. Ozna¢me A jev ,castku
ziskd Adam® a B jev ,¢astku ziskd Bretislav“. Jevu B je pfiznivy jediny prubeéh série her (1,1, 1), naproti
tomu jevu A je priznivych sedm zbyvajicich prubéht. Muzeme vyjadrit
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Spravedlivé je rozdéleni ¢4stky v poméru 7 : 1 ve prospéch Adama, nebof ve stejném poméru jsou

i pravdépodobnosti zisku ¢astky pro jednotlivé hréce.

A

Uloha 3: Pokuste se nalézt obecné feSeni tilohy o rozdéleni sazky pro dva hrace, tj. vyjadiete v jakém
poméru by méla byt spravedlivé rozdélena sizka v ptipadé, Ze do celkového vitézstvi chybi Adamovi m
vyher a Bfetislavovi n vyher.

Reseni:

Do dokondeni celé série chybi nejvyse m + n — 1 her. Castku ziskd Adam, jestlize Bietislav vyhraje
nejvyse n — 1 her. Castku ziska Bietislav, jestlize Adam vyhraje nejvyse m — 1 her. Z celkového poétu
m +n — 1 her lze vyhrat (tj. vybrat) k her celkem (™*'"') zpfisoby. Pomér Sanci na zisk ¢4stky mezi

Adamem a Bretislavem je tedy

nil (m—i—n—l) .nil (m+n—1>
i=0 ! j=0 J
a ve stejném by tedy méla byt ¢astka rozdélena.

Pozndmka: Jestli vAm neni moc jasné, jak vzorec vznikl, zkuste si llohu modelovat jako ndhodnou
prochazku po C¢tvercové siti tvofené m krat n c¢tverci. Vyjdete z levého dolniho rohu sité a pfi kazdé
vyhife Adama se posouvate o jeden dilek vpravo, zatimco pfi kazdé vyhie Bietislava se posouvéte o jeden
dilek nahoru. Podle toho kterou stranu obdélniku (horni nebo pravou) protne trajektorie vaseho pohybu
diive, ziské ¢astku Adam nebo Bietislav. Nyni jiZz jen staci uréit po¢ty trajektorii protinajicich nejdiive
horni, resp. nejdiive pravou stranu obdélniku.

A



Uloha 4: SoutéZ o vstupenky na koncert. V ramci televizni hitparady byla pro divaky vyhlagena
védomostni soutéz. Jeji vitézka Lucka se nyni nachéazi ve studiu pred kosem s 10 obalkami. V 5 obalkach
jsou vstupenky na koncert jeji oblibené skupiny a 5 obélek je prazdnych. Lucka mutze z koSe vytahnout 5
obéalek a ponechat si jejich pripadny obsah. Nechce ale jit na koncert sama, moc by si prala ziskat aspon
3 vstupenky, pro sebe i pro své dvé kamaradky. Jaka je pravdépodobnost, ze Lucka svého cile dosdhne?

Reseni:

Predstavme si, ze jednotlivé obalky jsou oznaceny ¢&isly! 1,2,...,10, pfi¢emz obalky s ¢éisly 1 az 5
obsahuji vstupenky na koncert a obélky s ¢isly 6 az 10 jsou prazdné. Lucka ndhodné vybira (bez vraceni)
5 z 10 takto ocislovanych obalek. Vysledky Lucc¢ina tahu mizZeme zapisovat jako 5 prvkové podmnoziny
mnoziny {1,2,...,10}, nebot na pofadi tazenych ¢isel nezélezi. Napiiklad zapis {1,5,6,8,9} znaci tah
vedouci k zisku 2 vstupenek. Pocet vSech moznych takto zapisovanych vysledkid ndhodného pokusu je
roven poc¢tu 5-¢lennych kombinaci z 10 prvka a tedy

-(2)

Ozna¢me A jev ,Lucka ziské asponi 3 vstupenky“. Tomuto jevu jsou piiznivé tahy, pii kterych Lucka
ziskala 3, 4 nebo 5 vstupenek. Tahy vedouci k zisku 3 vstupenek jsou zapsany 5 prvkovymi podmnozinami,
jejichz 3 prvky patfi do mnoziny {1,2,3,4,5} a 2 prvky do mnoziny {6,7,8,9,10}. Jejich pocet je

5\ /5 5\ /5
( )(2> Obdobné uréime, ze pocet taht vedoucich k zisku 4 vstupenek je (4) <1> a pocet taht

5\ (5
vedoucich k zisku 5 vstupenek je (5) <0> Nyni jiz miazeme vyjadrit hledanou pravdépodobnost
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Pravdépodobnost, ze Lucka dosahne svého cile je stejna jako pravdépodobnost, Ze jej nedosdhne. A

Uloha 5: Hrajeme Poker. V Pokeru se hraje s balickem 52 karet, ze kterého obdrzi kazdy hrac
pfi rozdavani 5 karet. Pokud je mozné tyto karty sefadit do posloupnosti karet s po sobé jdoucimi
bodovymi hodnotami, pficemz na barvé karet nezalezi, fekneme, Ze hrac¢ obdrzel postupku. Jaka je
pravdépodobnost, ze hra¢ pfi rozdavani obdrzi postupku?

Reseni:

Predstame si, Zze jednotlivé karty v balicku oznac¢ime ¢isly 0 az 51 podobné jako pfi feSeni této tlohy
simulaci. Karty, které obdrzi hra¢ pri rozdavani, mtzeme zapisovat jako 5 prvkové podmnoziny mnoziny
{0,2,...,51}, nebot na potadi tazenych ¢isel nezédlezi. Pocet vSech moznych takto zapisovanych vysledk
nadhodného pokusu — rozdévani karet je roven poc¢tu 5-clennych kombinaci z 52 prvki a tedy

-(2)

Ozna¢me A jev ,karty, které obdrzi jeden hra¢ pfi rozdavani tvoii postupku®. Mame uréit pocet
vysledki pfiznivych tomuto jevu. Zabyvejme se nejprve jednodussi ilohou urcit pocet vysledkt rozdavani,
pfi kterych hraé¢ obdrzi postupku typu A, 2, 3, 4, 5. Ten je roven 4-4 -4 -4 -4 = 4%, nebot prvni kartou
v postupce muze byt libovolné ze 4 es a dalsimi kartami v postupce mohou byt postupné libovolé ze
4 dvojek, trojek, ¢tyfek a pétek. Podobné, pocet vysledkt rozdavani, pri kterych hrac¢ obdrzi postupku
typu 2, 3, 4, 5, 6 je 4°. Nejvyssi moznou postupkou je 10, J, @, K, A, kterou hri¢ mfize obdrzet také
4% zpiisoby. Celkem mame 10 - 4° vysledkii, pii kterych hraé obdrzi nékterou z postupek. Pro hledanou
pravdépodobnost tedy plati

( )_@_ 10-4° 10240
Q- (52) 2598960
5

= 0,003 94.

1(isla jsou samoziejmé zapsana uvnitt obélek tak, aby pfi tahu nemohla byt spatiena.



Uloha 6: Séazime sportku. Uréete pravdépodobnost vyhry ve sportce v V. pofadi. P¥ipomeiime, Ze

v vr

vyhru v V. poradi ziskdme, pokud se nam podari uhodnout libovolna tii ¢isla ze Sesti tazenych.

Reseni:

Pfi tahu sportky tvori mnozinu € vSechny Sestice navzajem ruznych ¢isel vybranych z Gisel 1,2, ..., 49.
Jejich pocet snadno urc¢ime, kdyz si predstavime, jak tah sportky probihd. Po spusténi losovani jsou
micky v osudi promichavany silnym proudem vzduchu. V horni ¢asti osudi se nachazi maly otvor, do
kterého cas od casu pronikne néktery z mickt a zastavi se na konci prihledné trubice. Ve chvili, kdy
se do trubice dostane sedmy micek (urcujici tzv. dodatkové éislo), je losovani ukonéeno. V nasi dloze se
mickem urcujicim dodatkové ¢islo nebudeme zabyvat, bude nas zajimat pouze prvnich Sest micki, které
se objevi v trubici. Jako prvni se v trubici mize objevit libovolny ze 49 mickd. V té dobé je v osudi jiz
jen 48 micku a proto je 48 moznosti na obsazeni druhého mista v trubici. Podobné je 47 mozZnosti na
obsazeni tretiho mista v trubici. Celkem je mozno vSech Sest mist v trubici obsadit

49!
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zptisoby. Cisla tazena ve sportce se pied zvefejnénim jesté sefadi podle velikosti od nejmensiho k nej-
vétsimu, nebof nezdlezi na poradi tazenych ¢isel. Jestlize v dennim tisku nalezneme informaci, ze byla

tazena napriklad ¢isla 5,14, 18,23, 37,41, znamené to Ze v trubici mohla byt libovolna permutace téchto
49!
¢éisel. Pocet téchto permutaci je 6! = 720. Mezi vSemi moZnymi T2 Sesticemi ¢isel, které se mohou objevit

v trubici proto nalezne 6! permutaci kazdého tahu. Skuteény pocet moznjch tahtl sportky je tedy

49! 49
=T - (6)

Kombinatoricky vyjadieno tvofi mnozinu  Sesti¢lenné kombinace ze 49 prvki, nebot vybirdme 6 prvka
ze 49 a na poradi vybranych prvki nezalezi.

Necht nyni jev A znadi ,,uhodneme libovolna 3 ¢isla ze Sesti tazenych®. Pokusime se vyjadiit podet
taht z mnoziny ) pfiznivych jevu A. Pfedstavme si, ze si vsadime naptiklad ¢isla 5, 14, 18,23, 37, 41. Tahy
vedouci k nasi vyhie v V. pofadi musi obsahovat pravé 3 ze vsazenych cisel a prave tii ze zbyvajicich 43

. . . . 6 .
Cisel, ktera jsme nevsadili. TTi ¢isla mizeme ze Sesti vsazenych vybrat (3 zpusoby, jedna se o tficlenné

43
kombinace ze Sesti prvku 5, 14,18, 23,37, 41. Dalsi tii ¢isla mtzeme ze 43 zbyvajicich ¢isel vybrat ( 3)
zpusoby. Celkovy pocet tahti z mnoziny €2, které vedou k vyhte v V. poradi je tedy

= () (2)

s TR . PP 43 N . .
nebot ke kazdé trojici ¢isel, kterd vyhrava miizeme vybrat ( 3 ) trojic ¢isel, ktera k vyhte nevedou.

Nyni jiz snadno vyjadiime pravdépodobnost jevu A

P(A) = W = 0,01765.

(5)



