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Kombinatorika

Uvod

Kombinatorika hraje v rozvoji matematického mysleni vyraznou roli.
Jeji vyznam je zejména v rozvoji logického mySleni a obecnych
kombinacnich schopnosti, v neposledni radé ji lze povazovat za
zaklad pro nasledné rFeSeni riznych pravdépodobnostnich problémii.

Je ucivem hlavné strednich Skol, kde se omezuje na Kklasickou
problematiku vytvareni skupin predméti a urcovani pocti vSech
skupin, které spliuji urcité podminky. Na zakladni Skole se s ni
setkavaji pouze 7zZaci navStévujici Skoly s rozSifenou vyukou
matematiky.

Riuzné kombinatorické ulohy se vyskytuji casto v matematickych
olympiaddach a dalSich soutéZich.

Na druhém stupni nespecializovanych zakladnich Skol se
kombinatorické ulohy resi také, ale pouze intuitivné, isudkem nebo
dosazovanim  hodnot bez pouziti vzorci a  obecnych
kombinatorickych pravidel.

Co je to vlastné kombinatorika?



Kombinatorika je ¢ast matematiky, ktera se (jak je z nazvu
jasné) zabyva kombinovanim vSeho mozného, napr.
muzZeme pri sportovnim turnaji kombinovat druZstva,
muZeme je prirazovat do riznych skupin atd.

Vznik kombinatoriky asi nelze presné zaradit do néjakého
historického obdobi. Vyvijela se prubéZné s potrebou
Clovéka, ktery chtél znat odpovédi na svoje nejruznéjsi
otazky, ktere se tykaly tohoto tématu. Kombinatorika na
rozdil od mnohych jinych c¢asti matematiky nepochazi
z Recka. Prvni zminky o ulohich z Kkombinatoriky
nachazime v Indii.

Napriklad v 1ékarském spise Susruta se jeho Ctenari uz v 6.
stoleti pred n. 1. mohli docist, Ze Sesti ruznymi
zakladnimi prichutémi se da dosahnout celkem 63 chuti.



Prvni kniha

Pak prisla mysticka zidovska kniha s hebrejskym nazvem Sefer Yetzirah.
Ta tvrdila: ,,Ze dvou kamenii postavis dva domy, ze tirech kamenii postavis
Sest domu, ... atd.“ Jeji autor tedy uz ve 3. stoleti nasSeho letopoctu
nehovori o nicem jiném, nez o faktoridlech.

Mnozi dalsi autori zidovského a islamského svéta se zabyvali hlavné
ulohami o poctu slov, které je mozné sestavit z daného poctu pismen
v abecedé, stale jim vSak chybéla zobecnéni. AZ Abraham ibn Ezra (1090
— 1167), rabin zijici ve Francii, se na to zirejmé nemohl divat, a tak
pozorovanim hvézd podrobné odvodil pravidlo na vypocet k-prvkovych
kombinaci ze 7 prvki. Udélal to proto, Ze ho zajimal pocet vSech moZnych
konjunkci sedmi planet, které v té dobé podle ného pozoroval.

Od 13. stoleti se uz v mnohych pracich objevuji i kombinatorické dikazy

vvvvvv



Vysledky uloh v tomto obdobi autori nachazeji
vypsanim vSech moznosti, takze nevime, zda
znali i néjaké vSeobecné vzorce. Ty uz ale
muzeme predpokladat u Varahamihira, ktery,
chystajic se vyrabét parfémy, uvazoval, ze vZdy
kdyz smicha 4 ze 16 zakladnich ingredienci, tak
dostane 1820 nadéjnych vonavek, coz zrejmé
nemohl zjistit

vypisovanim vSech moznosti.



Kombinatorika v hrach

Jako matematicka disciplina se kombinatorika zacala objevovat priblizné v 17.
stoleti. O jeji rozvoj se kromé jinych zaslouzili

Pascal, Fermat, Bernoulli, Leibniz, Euler ¢i Laplace.

Predmétem jejich zkoumani byly hazardni hry. Velky vyznam méla uloha
o rozdéleni sazky, kterou Pascalovi predlozil jeho pritel, vaSnivy hrac, Chevalier
de Méré. Slo o ,,Zdpas“ hlava — orel, ktery se hraje do 6 vyhranych partii.
Problém vznikl, kdyZ musel byt pieruSen v dobé, kdy jeden hra¢ mél 5 a druhy
4 vyhrané partie. Jak tedy rozdélit vsazené penize? Bylo jasné, Ze rozdéleni
v poméru 5:4 by nebylo spravedlivé. Pascal pouzil metody kombinatoriky a reSil
tento problém v obecném pripadé, kdy jednomu hraci zbyva jesté vyhrat r partii
a druhému s partii. Touto ulohou se zabyval i Pierre Fermat, ale ten doSel

Kk jinému FeSeni.



DalSi rozvoj kombinatoriky je spojen se jmény
Jakob Bernoulli, G. W. Leibniz a Leonhard Euler.

I u nich byly hlavnimi aplikace na ruzné hry

(loto, pasians atd.).



V zapadnich kulturach ji matematici objevili téz v souvislosti s

hazardnimi hrami.

Tehdy v Zivoté privilegovanych vrstev spole¢nosti zaujimaly hazardni hry
vyznacné misto.

V kartach a kostkach se vyhravaly a prohravaly brilianty, zlato, palace a

statky, koné i drahé Sperky. Také byly rozsifeny rozmanité loterie.

Proto se kombinatorické ulohy zpocatku tykaly predevSim téchto her.

Resily se nap¥iklad problémy kolika zptisoby muiZe p¥i daném poétu

vrZzenych kostek padnout urcity pocet ok, nebo kolika zpiisoby lze

ziskat dva krale v jisté karetni hie. Tyto problémy byly hybnou silou

v rozvoji nejen kombinatoriky, ale také teorie pravdépodobnosti, které se

rozvijely soubézné.



Jak resit
kombmatoricke
problémy?



P2 Karolina dostala od kamaradek 5 ruznych obrazku (viz Obr. P2). Chce si je po-
vésit na sténu vedle sebe. Piremysli, jak obrazky usporadat. Kolika zpusoby mu-
Ze obrazky vedle sebe povesit, jestlize nejvetsi ma viset uprostied?

Obr. P2 Obrazky



1. Freseni
Vypiseme vdechny moznosti. Obrazky si o€islujieme od 1 do 5. Prostfedni obrazek
musi byt nejvetsi (Obr. P2a):

Obr. P2a Ocislované obrazky

Na prvni misto si zvolime jeden z obrazku, zbylé tii obrazky vzajemné prohazujeme.
Z prostfednim obrazkem 3 nehybeme, stoji stale na stejném misté. V nasledujici ta-
bulce jsou uvedeny viechny moznosti. Podet moznosti v kazdéem sloupci odpovida
poétu permutaci bez opakovani ze tfi prvku.

Tab. P2 Razeni obrazku

12345 21345 41325 51324
12354 21354 41352 51342
14325 24315 42315 52314
14352 24351 42351 52341
15324 25314 45312 54312
15342 25341 45321 54321




2. reseni - logicky strom

Vyuzijeme ocislovani dle Obr. P2a). Treti obrazek bude stale na stejném misté, proto
ho nebudeme vypisovat a vypiSseme pouze krajni moznosti.

I T I N e N e
Lol bl
I.[1245]'-[1254]L[1425]'-[1452]'-[1524]'.[1542]

Obr. P2b Logicky strom

Vzajemnym prohozenim 1 a 2, dostaneme dalSich 6 moznosti. To samé udélame pro
1Tad,1a5; celkem tedy existuje 6 +6 + 6 + 6 = 24 mozZnosti.



3. feSeni - permutace bez opakovani

Jedna se o rlzné usporadani 4 prvku (obrazky 1, 2, 4, 5) neboli 0 permutaci ze étyf
prvku bez opakovani:

P(4)=41=4.3.2.1=24



Vyuziti grafického
ZNnazorncni



Problem 1

Klasicka hraci kostka ma pravidelny tvar krychle, na kaZdé
sténé je jedno z cisel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Predstavme si, Ze Kostku
ztratime a potiebujeme simulovat hod kostkou pomoci 4 kouli
razné barvy. Koule umistime do urny a tdhneme 2 7 nich.

TaZené koule nevracime zpét.
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Plocki, A.: Pravdépodobnost kolem n,és - pocet pravdépodobnosti v ulohach a problémech.
Univerzita J. E. Purkyné, Usti nad Labem 2001.




Probléem 2

Mame k dispozici 4 stejné koule. Jak je moiné nyni
simulovat hod kostkou?




Probléem 3

K dispozici mame 3 koule riuzné barvy. Jak nyni
muzeme simulovat hod kostkou?

Qo



Probléem 4

V urné jsou 3 Cerné a 2 cCervené koule. Vytahneme 2
koule (taZené koule mnevracime do urny):Petr (P)
vyhravd, |SOU-lI obé taZené Koule stejné barvy, Milan
(M) vyhrava, |Sou-li obé taZené koule riizné barvy.

Y

vEtsi Sance na vyhru

O
o
4 Cellfovy Poéet
‘ moznosti
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@

Q.
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Probléem 5:

V urné |sou 2 cervené a 1 cerna koule. Podminky
vwhry pro Petra a Milana jsou stejné jako
V predchozim problému. Ktery 7 hochit ma veétsi
Sanci vyhrat?

\ @ @O
\

. tdhneme 2 koule
v bez vraceni




Problem 6

Jakou koull musime pridat do urny, aby hra byla
spravedliva?

M ... 4 moznosti M... 2 moznosti
P ... 3 moznosti P... 3 moznosti
Nespravedliva hra Spravedliva hra

(vétsi Sanci ma Milan) (8ance na vyhru jsou stejné)



Problem 7

Do krabicky dame 3 modré (viajemné tyto kulicky
nerozlisujeme), jednu zelenou a jednu Ccervenou kulicku.
Zamichame a vytahneme dvé kulicky, nevracime je zpét do
krabiCky a nedivame se, jakou barvu maji). Jaky vybér je vice
pravdépodobny - dvé stejné ¢i  ruzné barvy?

Obr.: Grafické znazornéni vybéru kulicek



Reseni:

M - modra kulicka
Z - zelena kulicka
C - Cervena kulicka

MM - 3 moznosti
MC - 3 moznosti

MZ - 3 moznosti 7 moznosti
ZC - 1 moznost

Odpoved’:

Vybér dvou kulicek razné barvy e vice
pravdépodobny. EXIistuje celkem 10 moZnosti
pro vyber dvou kulicek.



Ulohy se sportovni

tematikou



Pocty odehranych zapastu

*Na turnaji ve volebale hraje sSest druzstev
systéemem kazdy s kazdym jeden zapas. Kolik
zapasu se celkem odehraje?

*» Do soutéeze v kosikové bylo zapojeno 7 druzstev ze
7 ruznych mést. Kolik zapasu bylo sehrano, kdyz se
hralo v sidelnim méste kazdého druzstva?

Mozné prubéhy zapasu

*Hokejovy zapas skoncil vysledkem 5:3. Kolik
ruznych prubéht mohl mit?



Problem 8

Na turnaji ve volejbale hraje Sest druZstev systemem
kazdy s kaZdym jeden zdapas. Kolik zapasu se celkem
odehraje?

ReSeni:

Jde 0 vytvoreni aplného neorientovaného grafu na
Sesti uzlech, jak ukazuje obrazek — pocet hran je 15.
Pri vypoctu je mozné vyuzit kombinacnich cisel :

(6) < /N

2/ <7



Problem 9

Do soutéZe v kosikové bylo zapojeno 7 druistev ze 7 riiznych
mést. Kolik zapasit bylo sehrdano, kdy? se hrdalo v sidelnim
mesté kazdéeho druistva?

ReSeni:

Jedna se 0 vytvoreni uplného orientovaného grafu.
Vzhledem Kk podminkam ulohy jsou Sipky obousmérné.
Celkovy pocet zapast je dvojnasobny , tj. 42.




C2 Na fotbalovém turnaji devatych tfid se setkalo 8 muzZstev. Kazde muzstvo hralo
s kazdym muzstvem 1 zapas. Kolik zapast se v tomto turnaji odehralo?

1. FreSeni - tabulkové schéma

Vypiseme viechny zapasy pomoci tabulky. MuzZstva si pojmenujeme podle jmen ka-
pitand: PETR - P, HONZA - H, MIREK - M, JAKUB - J, VASEK - V , LIBOR - L,
DAN - D, KAREL - K

P M J v D K
P _H P-M P-J P-V P-D P-K
H H-M H-J H-V  H-D H-K
M M-J M-V M-D M-K
J J-Vv. J-D J-K
v V-D V-K
D D - K
K

Tab. C2 Muzstva



2. feseni - grafické reseni (viz uloha C1 - 2. feSeni)

Uzly grafu (barevné puntiky) znaci muzstva a spojnice
jednotlivé zapasy. Kazdy musi hrat s kazdym, a proto
Z kazdeho uzlu grafu musi smérovat spojnice ke viem
ostatnim.

Obr. C2 MuzZstva

» Poznamka:

\ pfipadé vétsiho poétu prvku - uzll v grafu - se graf a tim i fe$eni stava neprehled-
nym a je lepsi zvolit jinou metodu feseni. <



3. feseni — kombinace bez opakovani
Jedna se 2- prvkovou podmnoZinu dané 8-prvkové mnoziny, na poradi prvku nezale-

Zi azadny se v ni neopakuje.

\2\ 822



Problém 1 0 Hejny, M. a kol.: 7edria Ig/uéovania matemati/g/ 2. SPN, Bratislava 1990.

Hokejovy zapas skoncil vysledkem 5:3. Kolik
riznych priabéhiu mohl mit?

0—2:0 3:0 4:0 5:0
1 2:1—3:1 4:1 5:1
2 2:2 3:2—4:2_5:2
.3 2:3 3:3 4:3 5!3

L e




Reseni:

A 1 1 1 1 1
0 2 | e 4 g g
1 JER CHN CRN CR
1 3 6 10 15 21
[ ] : g 4
1 4 10 20 35 56

¢ : s J . . . ) B

Graf s h-diagramem

.. vychozi uzel (stav 0 :0)

.. cilovy uzel (stav 5 : 3)




BLUDISTE



Mok

V literature najdeme velké mnozstvi uloh s nazvem ,bludiste”. Bludiste
|ze klasifikovat:

« barevna bludisté, s ,turistickymi“ cestami, pravidla vymezuiji roli
barev. Pouziti barevnych bran v daném bludisti uvadi Hejny [3];

« poéitaCova bludisté, souviseji s programy, které pfimo vytvareji
bludisté — nejde o pocitaCové pronasledovani v mistnostech a
chodbach velké budovy

« obrazkova bludisté, byvaji oproti skuteCnym rozsahlejsi, Ize v nich
realizovat prvky nedosazitelné ve skuteCnych bludistich. Jde v
podstaté o kreslena bludiste;

« skute€na bludisté
Kromeriz — park Kvetna zahrada

Praha na Petriné

Britanie - Hampton Court — steny bludiste jsou ze strihanych
Kfovin

Spanélsko - Alhambra



SkuteCné bludist€ - Alhambra2, Granada




Alhambra

Alhambra je velky komplex mnoha budov, hradeb a zahrad.
Nejstarsi Cast tvori pevnost Alcazaba,

ze které se dochovaly uz jen mohutné hradby. Druhou
velkou Cast tvori zahrady Generalife s mensimi,

odpocinkovymi budovami. Projit je celé se zda temer
nemozné. Alnambra byla kdysi dlouhou dobu

opusténa, zila zde ruzna individua a jednu dobu dokonce
Alhambra slouzila jako kasarna. Vlivem toho

je v Alhambre na nekterych mistech vyzdoba zcela
znicena, nektere mistnosti jsou dokonce nepfristupné.

Vetsina vyzdoby je ale v poradku, nebo alespon
zrekonstruovana, a muzete jen zasnout, jakou

neuveritelnou praci si s Alhambrou stavitelé kdysi dali.
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Uloha B1

Projdéte bludistém z vnéjsku do stfedu bludisté tak, ze
otevirate brany v pofadi barevnych kli¢u, tj. projdete nej-
prve bilou branou (pouzijete bily kli¢), pak modrou bra-
nou (pouzijete modry kli¢) a nakonec ¢ervenou branou
(pouzijete éerveny kli¢), postup muzZete opakovat.

Reseni: Sestavime neorientovany graf dle Obr. B1. In-

dex v znaéi vychodni branu, j jizni, zzapadni, tzn. C,
znaci ¢ervenou vychodni branu.



Obr. B1 a) Graf bludisté

Z obrazku je zifejme, Ze bludistém se da projit bez zjevnych komplikaci.

> Poznamka

b) Zjednodusena forma

\/ tabulce jsou uvedeny pouZzité typy Car, které odpovidaji jednotlivym barvam.

Bila Cervena

Fialova




Problem 11

V misté A vbéhla do bludisté (obr. 1) vydésena mysi rodina.
Vsechny mysi st’astné probéhly bludistém do mista B.
Z rozhovoru udychanych mysi jsme se dozvédeli:

1.  KaZda mys béZela po chodbickach jen smérem doprava
a nahoru.

2. Zddné dvé mysi nebézely stejnou cestou.

3.  Kdyby bylo jesté o jednu mys vice, pak by nékteré
musely béZet po stejné B

ceste.

Kolik ¢lenit méla mysi rodina?

Z:
A



Reseni:

Zakreslime zjednoduseny plan bludisté. Vrcholy ve
ctvercové siti predstavuji krizovatky (uzly grafu),
jejich strany chodby (hrany grafu) - obr.2. Ve
vicholech ctvercové sité je vepsan pocet -cest,
vedoucich od startu do daného vrcholu pri pohybu ve
smeéru sipek. Pocet dostupnych cest je dan uvedenym
klicem. Vyrazna redukce uzitim h-diagramu je
evidentni z obr. 3.

m=n+n

B — — T

[]
(] ) N

O & &

u
u
=z — —

Obr. 1 - bludisté Obr. 2 — Sit’ bludisté a Kkli¢ FeSeni Obr. 3 — h-diagram



Problem 12

Planek na obrazku zachycuje schematicky rozmisteni
budov a kiiZovatek. Pri chuzi zleva doprava a shora
dolu hledame pocet riiznych cest 7 mista S(kola) do
mista d(um).

SKOLA

T dam




®
®
SKOLA







2 b) c)
[ ooo mmlmiinlln
[1o4o0 {11
alppE= S 110
—1 UL — .

Planek sidliste Graf h-diagram



Spolecneé prvky
problému 10 az 12

e Ve vsech uvedenych pripadech je_ urcovan
polet prvkl néjaké koneéné mnoziny M

e Mnozina M je rozdélena na nekolik disjunktnich
podmnozin My, M, ..., M,

e Jsou uréeny pocty prvku v jednotlivych
podmnozinach (oznacime [My]|, IM5], ..., IM. )

e Pocet prvkl mnoziny M uréujeme jako soucet
cisel |M|:

IM|= M| + [M,]| [M{| + ... + [M]

KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOUCTU



Problem 13

Matematika pre 1. roénik gymnazii a SOS, zosit 4.0rbis Pictus, Istropolitana, Bratislava 1996.

V maturitni tride probiha diskuse o tom, jak
studenti rozdaji svym profesorum pozvanky
na ,,ztuzkovaci vecirek*. Nakonec se dohodli,
Ze pozvanky rozda dvojice zdastupcu ze tridy
tvorena jednim chlapcema jednim dévcetem.
Kolik takovych dvojic pripada v uvahu, jestli-
Zze do tridy chodi 34 studentu, 7 toho 14

chlapcu a 20 devcat?



Prvni reseni:

Oznacime
echlapce pismenem C
*devcata pismenem D

Seznam vSech moznych dvojic zapiseme do schématu

Cl-D1 C2-D1
Cl-D2 C2-D2
Cl1-D3 C2-D3
Cl1-D20 C2-D20

Kolik ma tento seznam prvkii?

Cl4-D1

Cl4 -D2
Cl4 - D3

Cl14 - D20



V kazdém sloupci je 20 dvojic (odpovida poctu dévcat)

Pocet sloupcit odpovida poctu chlapcu — tj. 14

Celkovy pocet dvojic je roven
soucinu
14 -20 =280



Druhé reseni:

Strucna uvaha:
Prvni chlapec mitZe utvorit dvojici s 20 dévcaty
Druhy chlapec ......ccocvvvvvvvnnnnn.. s 20 devcaty

Posledni chlapec ..................... s 20 devcaty

Chlapcu je 14, kaZdy vytvoii 20
dvojic
Celkem je mozZno vytvorit
14. 20 = 280 ruznych dvojic



Probléem 14

Bez zapisovani zjistéte, kolik existuje dvojcifernych
sudych cisel?

Reseni:

Na misté desitek miiZe stat libovolna 7 cifer 1,2, ..., 9,

Na misté jednotek libovolna suda Cislice , 7 mnoZiny
0, 2, 4, 6, 8.

MozZnych cCisel je 9 - 5 =45



Co maji spoleéné problémy 13 a 14?2

V' obou predchazejicich problémech jsme vybirali néjaké
dvojice. MnoZinu dvojic jsme ,rozdelili“ na nékolik
podmnozin podle toho, jak byl vybrany prvni prvek.

Pocet vybérit je pak roven soucinu podmnoZin a poctu prki v
jednotlivych podmnoZinach

KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOUCINU



Poznamka:

Nasobeni je opakované scitani

(4.3=3+3+3+3)

Kombinatorické pravidlo soucinu je vlastne
vylepSené pravidlo souctu pro pripad, Ze vsechny
podmnoZiny maji stejny pocet prvku



PRAVDEPODOBNOSTNI
PROBLEMY

Propedeuticka faze pravdépodobnosti



ULOHY S KOSTKAMI



Problem 15

Je pri hodu 3 kostkami
pravdepodobneéjsi soucet 11
nebo soucet 127

Preformulovani problemu:

Hraji dva hraci. Prvni vyhrava, pokud mu
padne soucet 11, druhy vyhrava, pokud mu
padne soucet 12. Ktery nich ma vetsi sanci
vyhrat?



v

Reseni :

Nejprve oznacime sledované:
pravdépodobnost sou¢tu 11 - jev A

pravdepodobnost souctu 12 - jev

;‘@‘

\




Uvaha:
Nejsou oba jevy stejné
pravdépodobné?

» Podivejme se na kostku

* Pri hodu jednou kostkou mohou
padnout Cisla: 1, 2, 3,4, 5 nebo 6

;‘@‘

\




Ale my mdme kostky tri | x




Nejprve se podivdme na soucet
11

+ Soulet 11 muze vzniknout Sesti

kombinacemi:
-146
-15,5

|
w W NN
w b phw
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A nyni Cislo

- Soulet 12 mUzeme dostat rovnéz 6
kombinacemi:
-15,6




Presto nejsou oba jevy
stejné pravdépodobné I

+ Oduvodnéni na zdkladé stejného
poCtu kombinaci by bylo nespravné.

;‘@‘
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Stejné pravdépodobné jsou
jen véechny usporddané
trojice Cisel 1,2, ...,6

+ Ty vypocitdme pomoci variaci ,
presnéji variaci s opakovdnim:

»+ V'(k, n) = n umocnéno k

* n =6, protoze mdme 6 Cisel
k = 3, ponévadz hleddme trojice

~@t—'3‘ V=63

\




Vime, Ze poCet véech moznych
usporddanych trojic je :
m=63%=216

* Nyni je treba vypocitat poCet
priznivych trojic u ¢isla 11 - mA a u
cisla 1”2 m=, nebot: P (A)=mA/ m

P(E)=m2/m
~@9‘

\




Pocet priznivych dostaneme,
kdyz kazdou kombinaci
zapoCitdme tolikrat, kolik
uspordadanych trojic ji odpovida

- Napriklad u trojice 1,4,6 muZeme dostat
tyto variace: [1, 4, 6 ],

* [ll 6' 4]' [4' 1 16]/ [4' 6' 1]1 [6l 1/ 4]l [61 4I
1]

u trojice 3, 3,5 dostaneme tri -

* 5], [3, 5, 3], [3, 3, 3]




MmA = 6+3+6+6+3+3
Protoze:

+ 1,4, 6 - 6 usporddanych trojic

+ 1,5, 5 - 3 uspordadané trojice

+ 2,3, 6 -6 usporddanych trojic

+ 2,4,5 - 6 usporddanych trojic

+ 3,4, 4 - 3 usporddané trojice

+ 3, 3,5 - 3 usporddané trojice

+ = z toho plyne, Ze pocet priznivych trojic k

souctu 11 je mA= 27




Podobné dostaneme pocet
priznivych usporddanych trojic
souctu 17
mE =6+6+3+3+6+1

5, 6 - 6 uspordadanych trojic
4, 6 - 6 usporadanych trojic
5,5 - 3 usporddané trojice
3, 6 - 3 usporddané trojice
4, 6 - 6 usporadanych trojic
- 4,4, 4 -1 usporadand trojice

&Toho plyne, ze m= = 25

1,
2,
- 2'
3,
3,




A konecné se mlizeme ©
pustit do pocitani
pravdépodobnosti |

+ P(A)=mA /m =27/ 216 = 0,125
- P(A) =125 %

- P(B)=mE /m=25/ 216 = 0,116
-P(2)= 116 %

4@‘




MlZeme porovnat:
P(A) > P(")

» Odpoved'’:
Pri hodu tremi kostkami je vétsi

pravdépodobnost, ze soucet tri Cisel
bude 11 nez 12.

4@‘
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Hazejme dvema hracimi kostkami.
Jaka je pravdepodobnost jevu A
~Alespon na jedné kostce padne

sestka™?

Preformulovani problemu:

Hraji dva hraci. Prvni vyhrava, pokud alespon
na jedné kostce padne 6. Ma vetsi sanci na
vyhru nez druhy hrac?

A@‘
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Resent:

Pomoci usporadanych
dvojic vypiSeme situace,
které mohou nastat
(cifra na prvnim misté
se tyka 1. kostky, cifra

na 2. miste se tyka 2.
kostky)

- priznivé situace jsou
v O v
oznaCeny ruzovou

barvou
|

4@‘

\

11 (12 |13 |14 |15 [16
21 |22 |23 ]24 |25 |26
31(32(33(34 (35|36
41 |42 |43 |44 |45 |46
51
61




Nabizi se 36 vysledkiti. Z nich 25 neobsahuje Zzadnou sestku.
V 11 vysledcich padla Sestka alespon jednou: priznivé vysledky
vSechny vysledky

11/36 =0, 3056 = 30, 56%
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A / o v v /
Treti zpusob reseni
Zakreslime hody, pfi kterych padne cislo 6

. . 1/6 - 5/6 = 5/36

1, HOD
2 Hoo . . 5/6 - 1/6 = 5/36
< Aoy

B B 16 1/6-1/36

5/36 +5/36 +1/36 =11/36 = 0, 3056 = 30, 56%




P(A) =6/36... pravdépodobnost, Ze na 1. kostce
padne Sestka

P(B) = 6/36... pravdépodobnost, Ze na 2. kostce
padne Sestka

Tyto jevy nejsou navzajem se vylucujici

P(AUB) =P(A) + P(B) - P(ANnB) =6/36 + 6/36 —

-1/36 =0, 3056 = 30, 56%
A@‘
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na 1. kostce padne Sestka
na 2. kostce nepadne sestka

P(A:) = 1/6 - 5/6 = 5/36

na 1. kostce nepadne sestka
na 2. kostce padne sestka

P(A2) = 5/6 - 1/6 = 5/36

na 1. kostce padne sestka
na 2. kostce padne sestka

P(A3) = 1/6 - 1/6 = 1/36



Vsechny predchozi jevy (Ai, A2 a As)
jsou navzdjem se vylucujici.

P(A) = P(A1) + P(A2) + P(A3) =
5/36 + 5/36 + 1/36 =
=11/36 = 0, 3056 = 30, 56%




Hazime tremi hracimi kostkami. Jaka
je pravdepodobnost, ze alespon na
jedné kostce padne sestka?



Tabulka vypisu vSech moznosti hodu
(barevné jsou oznaceny hody, pfi kterych padne alespon jednou Cislo Sest)




Podle tabulky je vsech moznych
kombinaci 216. Z toho priznivych
1.

priznivé vysledky
véechny vysledky

91/216 = 0,4213 =427%




Dalsi zpUsob resent:

- 2. hod..oeeneei. 1/6 - 5/6 = 5/63

5/6 - 5/6 - 1/6 = 25/216

nepadne zadna Sestka

S
y‘ he @ 5/6 -5/6 - 5/6 = 125/216



Sance, ze alespoii v jednom ze 1 pokusl padne Sestka,
je:

1-125/216 = 216/216 - 125/216 = 91/216 = 0, 4213

\

odecteme nepriznivé hody

Nebo miZzeme selist Sance, pri kterych padne Cislo 6:

1/6 + 5/36 + 25/216 = 91/216 = 0, 4213




Trochu reality



Problem 18

Kazdy z péti Ihara B,C,D,E,F fika pravdu pravé v jednom ze tfi pfipadu.

Lhar B se jako prvni z nich dozvi, ktery z finalistd K,L se stal vitézem
tenisového poharu (ostatni znaji pouze oba finalisty).
B sdéli tuto zpravu C, ten ji oznami D, D ji pfeda E a E ji sdéli F.

Jaka je pravdépodobnost, ze F se dozvi pravdu?




Mala rekapitulace :

» Kolik bylo Iharu?

5

 Kdylhali?V | 2 |ze

« Kdo vyhral tenisovy turnaj ?

pripadu.

nevime




Q@'@ﬁgy se nam priklad Iépe podital,
rekneme si, ze vyhral hrac L.

Kdyz rekl pan B panu C pravdu, rekl mu
tedy Zze vyhral | L

Kdyz rekl pan B panu C lez, rekl mu tedy
Ze vyhral | k




Nakresleme si maly diagram...

» Jak to mohlo vypadat kdyz Septal do ucha
pan B panu C

B | L
— T~
L K K
Pravda  Lez Lez

Pokud pan B fikal pravdu, dozvedél se pan C ze vyhral L, pokud ale pan B
Lhal, dozvédél se pan C ze vyhral K.



* AodpanaC sekusimpanaD
mohlo doneést...

L K K K L L K L L

Pravda Lez Lez Pravda Lez Lez Pravda Lez Lez



Hracge L budeme znacit [
Hrace K budeme znacit [l

yyr

D [ ]

C
-~ =< g%
<<"‘/§/(:?O <

AL



V sestavovani diagramu bychom stejnym zptsobem bychom
pokracCovali dal.

KoneCnym vysledkem je tento diagram.i ’ L‘ ;’ "




Jaka je tedy pravdepodobnost, ze se pan F
dozvi pravdu?

Pravdépodobnost vypocitame takto : pocet priznivych jevu
celkovy pocet vsech jevu

Nebo — li v nasem prikladeé : pocCet pravd
pocCet pravd i 1zi celkem

V poslednim radku bylo pravd - a celkem okének -

Vypocet pravdepodobnosti : i — 0.506172839

)55 0506172839 = 51%@@



Zakaznik si pral uvazat kytici ze tri kvéetin.

A) Jaka je pravdépodobnost, Ze v kytici bude ruze?
Lo
-

B) Jaka je pravdepodobnost, ze v kytici nebude

kombinace tulipanu s gerberou? ﬂ %

C) Jaka je pravdépodobnost, ze v kytici bude ruze

s kalou nebo ruze s lilii?
Lo
| &




Nejprve si vypiSeme vSechny moznosti kytic:
(U kytic nezdlezi na poradi - jde o kombinaci kvétin, a kazda
kvetina je v kytici obsazena pouze jednou.)

Muzeme uvazat 10 kytic s
riznymi kombinacemi kvétin.



A) Jaka je pravdépodobnost, ze v kytici bude ruze?

£
AV ‘7 - y
bt » o -'
{ i ~ .
E < 4 % y
:}\’T’ ]
£ £
A Vg v - ( y
? P“l.‘ ot ~
% ! : | &/ —
Yy

% u 6 kytic z 10 obsahuje ruzi — 60%.




B) Jaka je pravdepodobnost, ze v kytici nebude
kombinace tulipanu s gerberou?

7 kytic z 10 neobsahuje kombinaci
tulipanu s gerberou — 70%.



C) Jaka je pravdépodobnost, ze v kytici bude ruze
s kalou nebo ruze s lilii?

5 kytic z 10 obsahuje ruzi s
kalou nebo ruzi s lilii — 50%.



Problem 20

Kdo ma pravdu?

 Dva kamaradi Pepa a Michal se mezi
sebou hadali, kdo ma pravdu:

Mam vétsSi Sanci hodit 4-krat kostkou
alespon jednu 6.

Budes mit vétsi sanci, kdyz budes
hazet 24-krat dvéma kostkami a
alespon jedenkrat hodis najednou dve
Sestky.

Michal Ktery z nich ma pravdu?



DELITELNOST



Problem 21

Mame ctyrciferné cCislo
SAB1

© Zvolte cCislici A tak, aby pri nahodnée volbée
cislice B platilo: ,Pravdepodobnost, ze toto
ctyrciferne Cislo je delitelne 9, je 20%."

P (9/3AB1) = 0,2



Jak se pozna, zda je Cislo
delitelné Cislem 97

Soucet cifer musi byt delitelny Cislem 9.

Ktere z techto Cisel je delitelne 97

3431

3+0+5+1=9 3+4+3+1=11




Z @ aeraugkuy pislay ktaridny
moZiiati s dedtding A’a B.

3001 3101 3201 3301 3401 3501 3601 3701 3801 3901
3011 3111 3211 3311 3411 3511 3611 3711 3811 3911
e
3021 3121 3221 3321 3421 3521 3621 3721 3821 3921
3031 3131 <:i:::j:> 3331 3431 3531 3631 3731 3831 3931
3041 3141 3241 3341 3441 3541 3641 3741 3841 3941
L 3051 ) 3151 3251 3351 3451 3551 3651 3751 3851 (3951 5
P —
3061 3161 3261 3361 3461 3561 3661 3761 3861 3961
3071 3171 3271 3371 3471 3571 3671 :3771 > 3871 3971
3081 3181 3281 3381 3481 3581 <’§681 ) 3781 3881 3981
e
3091 3191 3291 3391 3491 3691 2791 3891 3991

3591




Troufnete si nyni urcit, ktere Cislo musime
dosadit za A, aby platila
20%pravdepodobnost, ze pri nahodné volbe
cislice B bude ctyrciferné Cislo delitelne
cislem 97

—
3001 3101 3201 3301 3401 < 3501 > 3601 3701 3801 3901

3011 3111 3211 3311 «7;411 ) 3511 3611 3711 3811 3911

3021 3121 3221 (] 3321) 3421 3521 3621 3721 3821 3921

3031 3131 1:3231 > 3331 3431 3531 3631 3731 3831 3931

3041 ( 3141) 3241 3341 3441 3541 3641 3741 3841 3941

(3051 ) | 3151 3251 3351 3451 3551 3651 3751 3851 <r3951>

3061 3161 3261 3361 3461 3561 3661 3761 ’5861> 3961
3071 3171 3271 3371 3471 3571 3671 (,3771 ; 3871 3971

3081 3181 3281 3381 3481 3581 < 3681> 3781 3881 3981

—

3091 3191 3291 3391 3491 r3591 > 3691 2791 3891 3991

N




Zkusime na to jit od lesa.= =~

Za A a B jsme dosazovali Cislice 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9...... =10 Gislic

Kolikrat nam musi Cislice dosazena za A vyhovovat, abychom
ziskali 20% pravdepodobnost?

Napovéda: 10 =100%..................... 2=20%
Musi vyhovovat dvakrat.
Ktera z Cislic dosazenych za A nam vyhovuje dvakrat?

3001 | 3101 | 3201 | 3301 | 3401 { 3501 | 3601 | 3701 | 3801 | 3901
3011 | 3111 | 3211 | 3311 <§%ii> 3511 | 3611 | 3711 | 3811 | 3911

3021 | 3121 | 3221 SSSéI) 3421 | 3521 | 3621 | 3721 | 3821 | 3921
3031 | 3131 |(323 3331 | 3431 | 3%31 | 3631 | 3731 | 3831 | 3931 /\'—ES
3041 |\314 3241 | 3341 | 3441 | 3541 | 3641 | 3741 | 3841 | 3941

Gos1)| 3151 | 3251 | 3351 | 3451 | 3551 | 3651 | 3751 | 3851 ((3951)
3061 | 3161 | 3261 | 3361 | 3461 | 3561 | 3661 | 3761 |(3861)| 3961
3071 | 3171 | 3271 | 3371 | 3471 | 3571 | 3671 |(377) | 3871 | 3071
3081 | 3181 | 3281 | 3381 | 3481 | 3581 @ 3781 | 3881 | 3981
3091 | 3191 | 3291 | 3391 | 3491 @ 3691 | 2791 | 3891 | 3991




A nyni si to zk’é@}%/_%tvéﬁt pocetne.

A+B="7

Pripomenuti:
Soucet cifer musi byt delitelny 9.
9-14 -5
18 -4 =
27 - 4-}2{
Hodi se nam cCislo 23 jako soucet A+B?

Ne, protoze souctem dvou jednocifernych cCisel
nikdy nemuze byt Cislo vétsi jak 18 a my
vybirame pouze z Cisel 0-9.
9+9=18




A+B=5 A+B=14

- Jaka cislice by se  Jake Cislice by se
mohla dosadit za A? mohla dosadit za A?
. (5,4,3,2,1,0)  (5,6,7,6,5)
A<5 A=5

Co je prunikem techto dvou
mnozin?



A+B=5
5+B=5

3501

3AB1

A+B=14
5+B=14
B=14 -5

3591




Problem 22

V osudi je 15 Cisel 1, 2, 3, 4, ... 15.

Nahodne vyber dveé z nich. Jaka je

pravdepodobnost, ze soucet obou
tazenych cCisel je delitelny Cislem 67



b 2|1 3] 4

1 T+2 | 1+3 |1+

2 243

3 3+

4

5

B

7

5]

=)

10

11

12 12413 | 12414 [ 12+15
13 13+14 | 13415
14 14+15

—
[’
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Vyuziti

kombinatorickych vztahu



Probléem 23

Zadani ulohy

* V kupé je deset mist, pét ve
smeru jizdy a pet proti smeru.
Tri pasazeri chteji sedet ve
smeru jizdy a jeden proti
sméru jizdy. Ostatnim Sesti,
mezi néz patri Venousek
S maminkou, je to jedno, az na
to, Ze VenousSek chce sedét u
okna a vedle maminky. Kolika
zpusoby se mohou cestujici
usadit, aby byli vSichni
spokojeni?




Co vime
- Tri pasazeri chtgji sedéet ve smeru jizdy
- Jeden pasazeér chce jet proti smeru jizdy

- Ostatnim Sesti, mezi néz patfi Venousek
S maminkou, je to jedno.

- Venousek vsak chce sedét u okna a vedle
maminky.



Princip reseni

* Tuto ulohu budeme resit pomoci vzorce
pro variace bez opakovani.

Vk(n): ------------
(n—Kk)!



Reseni pro prvni tfi pasazéry

« Tri pasazeri chtgji jet ve
smeru jizdy.

* Ve smeru jizdy je pét
sedadel.

» Jaky je pocet variaci pro
jejich usazeni?

* \Vypocet:

)
V 3(5)= ------—---
(5-3)!
543.2.1
VR F R—
2.1
5.4.3
VA F R—
1

PocCet variaci pro usazeni prvnich tfi pasazéru je
60.



Reseni pro jednoho pasazéra v
protismeru.

« Jeden pasazer chce jet
proti smeru jizdy.

* V protismeru jizdy je pét
sedadel.

» Jaky je pocet variaci pro
jeho usazeni?

« Vypocet:
51
Vl(5): .........
(5-1)!
54321
VA1) e —
4.3.2.1
5
V3(5) = -
1
V3(GE)= 5

PocCet variaci pro usazeni jednoho pasazéra je 5.



PocCet moznych variaci pro
usazeni tfi pasazéru ve smeru
Jizdy a jednoho pasazera proti

smeru jizdy je:

60 .5 =300




ReSeni pro Venousdka a
maminkul.

 Venousek chce sedeéet

pouze u okna a
zaroven vedle
maminky.

 Maminka nema jinou
moznost, nez sedét
vedle okna.

ol ©

* Vypocet:
2!
VETp) e a—
(2-1)!
2.1
V1(@2)= -----mmmmme-

Venousek V1(2)= 2
Maminka V 1(2)=2
2.2=4

PocCet variaci pro Venouska je 2.
PocCet variaci pro maminku je 2.
PocCet variaci pro oba je 4.



Redeni pro zbylé &tyfi pasazéry.

* Poslednim * Vypocet:
pasazérum je jedno,
kde budou sedet.

* Maji vzdy na vyber 41=4321=24
ctyri sedadla. A to
bud' Ctyri v protismeru
Jizdy nebo dve
sedadla v protismeru

a dve ve smeru JiZdy Pocet variaci pro posledni Ctyfi pasazéry

 Podle toho, kam se sedne je 24.
Venda s maminkou.



Zaverecny vypocet

Prvni tri cestujici, kteri chteji
jet ve smeru jizdy, maji 60
variant.

Jeden cestujici, ktery chce jet
v protisméru ma 5 variant.

Palicaty Venousek

s maminkou maji dohromady 4
varianty.

Posledni Ctyri cestujici maji 24
variant.

Vypocet:
VSechny mozne
varianty musime mezi
sebou vynasobit.

60.5.4.24 = 28 800




GEOMETRICKE
PROBLEMY



Problem 24

V roviné vyzna¢ime mnozinu bodu {[a,b]; a,b {1, 2, 3}}. Z
této mnoziny nahodné vyberte ¢tyri body. V kolika
pripadech budou vybrané body tvorit

a) ctverec
b) nekonvexni 4-uhelnik



Mnozina bodu v rovineé




PocCet vSech moznych vybeéru:

N n! ("
KN = ek = ()
) ol 9.8.7.6.5
K (4:9) = = — —
9= toar - as T a4
_ 9876_ ¢
4321 ==

VSechny mozné kombinace 4 bodu z danych 9



Ctverce




Hledame vsechny moznosti
nekonvexnich 4- uhelniku v
mnozine.







Aaflas













Vi €
A D)

Celkovy pocet nekonvexnich ¢tyfuhelnika: 24




Jaka je pravdepodobnost, ze 4 body tvori
nekonvexni 4-uhelnik?

24

P= =19%

126




Kvantifikatory
v ulohach



Probléem 25

Hazime tremi mincemi. V kolika
pripadech ndm muZe padnout:

a)aspon jednou rub
b)nejvyse jednou rub

c)pravé jednou rub



1/ Redeni nazorem

e Deéti si do skoly prinesou 3 mince( lze i
papirové mince, které byvaji soucasti ucebnic,
zde vyuzivame détem znamy obrazek
,smajlika“)

* Nejprve si s detmi ukazeme rub a lic mince.

&
O

* Lic mince

e Rub mince



Kolik je tedy ruznych moznosti
usporadat tri mince?

0 @O Q © O
"X X ©C @ @

0 @ © O @
. NOX® QO ® O

8 moznosti




Kolik je moznosti, ze
padne alespon 1 krat
rub?

Alespon jeden namv
matematice rika, ze rub
padne jeden krat, dvakrat
Ci vicekrat.

Proto je 6 moznosti.




Kolik je moznosti, ze
padne nejvyse
jedenkrat rub?

Protoze v matematice nam
slovitko NEJVYSE
vyjadruje, ze padne
jednou, ale také ze rub
padnout nemusi. Rub
nejvyse jednou padne
3krat, ale nemusi padnout
ani jednou

(1 moznost).
Proto jsou 4 moznosti.




Déti, kolik je
moznosti, ze rub
padne pradvé 1krat?

Slovicko PRAVE nam
oznhacuje, ze je
opravdu jen jeden.

Ano, to jsou 3
moznosti.



PASCALUV TROJUHELNIK




Mili students, Tl
abyste si nemysleli, ze kombinatoriku \

v béznem Zivoté nepotkate, uvedu vam, L

_ nejen pro pobaveni, pfiklad ze Zivota * .-

Zenska kombinatorika (aneb nemam co na sebe)

Zenska kombinatorika, obdobné& jako Zenska logika, vychazi z matematické discipliny rozéifené o né-
kolik dalsich, klasické matematice neznamych, poucek. PribliZme si Zenskou kombinatoriku na prikla-
du:

Reknéme, ze neboZacka ma pracovni schiizku a chce byt za Smrcovni babu. K dispozici ma
troje puncochace, tii v tomfo roénim obdobi pouziteiné sukné (kdo by to byl fekl a tfi slusna tricka.
Predpokladame-li, 7ze nebozacka ma véech pét pohromadé a chee si vzit pravé jedny puncochace
s jednim trickem a sukni, nabizi takto definovany Satnik dvacet sedm moznych kombinaci. To neni tak
Spatné, ze?

Jenze tady do toho vstupuje Zensky prvek:

1. Jedny punfochaie jsou prouZkaté a jedna sukné kostkata, coZ kombinaci vyluéuje.
(zakon o nekombinovatelnosti urCitych kostek s uritymi pruhy). 3
Sup tii kombinace pryc.
2. Ty prouzkaté punfochace jsou navic hnédé. A to nejde k Cerné elegantni sukni (pravidlo ladu a
skladu). ..
A dalsi tfi kombinace fuc.
3. Pakje tu ta oranZova sukné. .. ta je dobra, ale na pracovni schizku by se hodila, leda Ze by Slo o
konkurz na Pipi. A to nejde (koeficient pfimérenosti).
Pry& s nii s deviti ji zahrnujicimi kambinacemi!
4. Atahle (fialova) kostkovana sukné se neda vzit ani s tim riZzovym ani s cervenobilym trickem
(princip averze barev).
Milé étyfi kombinace, shohem. .
5. Na télovych punfochadich se pii pokusu o obleceni udélalo oko (Ne-Mehlova véta). .
Dalsi etyfi kombinace.
6. TakZe nam tu zbyva to bilé tricko, které si ... dopréic... po Vanacich vazné vzit nemizu (zakon o
zachovani hmoty).
Tak to jsme o dvé kombinace kratsi.
7. A jestd cervenobilé tricko a... moment, zda se mi to, nebo... KOCKY!
(Pravidlo Spinavé kodici pracky) A ted jesté o dvé.

Podtrzeno, seéteno: Mame tu £erné puntochade a ¢ernou sukni a k tomu riZové triko =2 (logicky za-
VEr) nemam co na sebel

(Zdroj: http://shcleeba.blogspot.com)



