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P1 ZAKLADNI POIMY
KOMBINATORIKY

Vybirame k prvka z danych n prvka kone€né mnoziny N (kON, nON) vSech
pfirozenych Cisel a tvofime (ne)usporfadané k-tice.

K nalezeni vSech moZznosti vyuzivame zakladnich pravidel kombinatoriky
- kombinatorické pravidlo sou ¢tu
« kombinatorické pravidlo sou €inu
« permutace , variace , kombinace
+ vypis vSech moZznosti (tabulkové schéma , logicky strom moznosti )

- vyuziti nékterych prostfedku z teorie graf u — grafické zpracovani
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1.1 KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOU CTU

Mnozina A, ... ny prvki

Mnozina A, ... nzprvka,
Mnozina A, ... n, prvkd

Kazde dvé z mnozin A, A,, ..., A, jsou disjunktni
AinA;=0 proi#j,kdei,j=12 ..k,

k
pocet vSech prvkd sjednoceni mnozin - A, 0A, O...0A, = UAi
i=1

K
n+n,+.n =>n.
=

1.2 KOMBINATORICKE PRAVIDLO SOU CINU

A, ... ng prvkd

A2... n2
Ak e nk

Pocet vSech mozZnych usporadanych k-tic, jejichZz prvni slozkou je libovolny prvek
mnoziny A,, druhou slozkou libovolny prvek mnoziny A,, ..., k-tou sloZkou libovolny
prvek mnoziny A, , je roven soucinu

n, h, C.. 0, .
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Priklad 1: Kolik existuje dvojcifernych pfirozenych Ccisel takovych, v nichz se
nevyskytuje stejna Cislice?

Reseni 1a:

Dvojciferna Cisla ... 10 az 99 ... celkem 90
(odecetli jsme 9 jednocifernych ¢&isel: 1, 2, 3,4,5,6,7,8a9).
Odecteme dalSich 9 (to jsou ¢isla 11, 22,..., 99)

90 -9 =81.

» Poznamka
U prvniho feSeni Ize vypozorovat kombinatorické pravidlo sou  étu

Mnozina A, ...vSechna jednociferna Cisla.

Pocet prvkl této mnoziny je n; = 9 (Cisla 1 az 9 - nulu nepocitame)

Mnozina A, ... mnozina vSech dvojcifernych Cisel
Pocet prvkd A, je n, =90 (Cisla 10 az 99).
A, 0A, je mnozina vSech dvoj nebo jednocifernych €isel. Pro pocet jejich prvkd 99

(Cisla 1 az 99)
plati 99 =90 + 9, a to je pravé kombinatorické pravidlo souctu. <

Reseni 1b:

Kolika riznymi ¢islicemi mize takové dvojciferné cislo zacinat?
O: Zfejmé deuviti Cislicemi (jsouto 1, 2, 3,4,5,6,7,8a9).

Kolika muze pokracovat? Mohlo by sice pokraCovat deseti Cislicemi (0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 a 9), ale pokud chceme jen Cisla, ve kterych se neopakuiji €islice, miuzeme
pouzit vSechny cislice kromé té, ktera je na prvnim misté. Pouzit tedy mizeme 9
Cislic.

Celkovy pocet dvojcifernych Cisel je 9 - 9 =81.
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»Poznamka
Z druhého feSeni muzeme vypozorovat kombinatorické pravidlo sou  ¢inu. <

V naSem pfikladu jsme chtéli utvofit uspofddanou dvojici (k = 2). Pro prvni cifru jsme
méli na vybér z deviti €islic, pro druhou cifru taktéz z deviti.

Celkovy pocet usporadanych dvojic je 9 - 9 = 81.

1.3 PERMUTACE

1.3.1 PERMUTACE BEZ OPAKOVANI

Permutace je vlastné obména poradi.

Pro zobecnéni poctu permutaci z n prvkd pouzijeme kombinatorické pravidlo
soucinu.

Chceme sestavit uspofadanou n-tici, pficemz mame k dispozici celkem n prvku.

Otazka: z kolika prvk mame na vybér pro prvni ¢len n-tice?
n-mMn-1)-n-2)-..-2-1.

Pocet permutaci z n prvku ... P(n) nebo P,

P(n) = n! (faktorial Cisla n)

n
n!zlmD..[ﬂn—l)Dh:ﬂk pro kazdé nON.

=1

or=1.

Aby se faktorial nestal jen pojmem, ukaZzme si nékolik prvnich faktoriala:
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Priklad 2: Méjme 6 rdznych zadvodnich aut, ozna¢me si je napfiklad A, B, C, D, E, F.
Jaky je:

a) pocet vSech moznych porfadi, v nichZ auta projedou cilem?

b) pocet vSech moznych poradi, v nichz auto A projede cilem drive nez B?

c) pocet vSech moznych poradi, v nichZ auto B prijede hned po autu A?

Resent:
a) Jedna se o permutaci ze Sesti prvkl, které se neopakuji. Pocet vSech moznych
poradi je P(6) = 6! = 720.

b) Rozdélme si vSechna pofadi do dvou skupin.

Prvni skupina: A pfed B P(6)
Druha skupina: B pfed A. P(6)

Kazdému poradi z prvni skupiny odpovida pravé jedno pofadi z druhé skupiny
takove, Ze prohodime A a B, takzZe tyto skupiny jsou stejné velké. Odtud je jasné, Ze
pocet hledanych moznosti je 1/2 [P(6) = 6!/ 2 = 360.

c) Uvaha: Auta A, B musi projet bezprostiedn& po sobg, takZe je to totéz, jakoby
zavodilo jen jedno auto AB P(5) = 5! =120.

Priklad 3: Méme n ruaznobarevnych koralkd, které budeme navlikat na nit. Jeji
konce poté svazeme, takZze dostaneme kruh (néco jako nahrdelnik). Kolika zptsoby
Ize koralky do kruhu usporadat? (Uspofadani, které se liSi jen otocenim kruhu,
nepovazujeme za ruzné).

Reseni:
Nejdfive uréime pocet vSech usporddani. Tedy jako bychom koralky navlikali do
fady, nikoli do kruhu. Téch je n! OvSem nékolik uspofadani je v kruhu shodnych.

Provedme nasledujici tvahu. Uvazujme néjaké uspofadani v kruhu a zvolme
si libovolny koralek, o kterém prohlasime, Ze je prvni a ostatni koralky ocislujeme
treba ve sméru hodinovych ruciCek. Ted celé usporadani pootoime ve sméru
hodinovych rucic¢ek o jeden koralek (takZe prvni se dostane na misto druhého, druhy
na misto tretiho, atd.), ¢imz dostaneme shodné usporadani.
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Takto muaZeme usporadani pootocit n-krat a vzdy dostaneme shodné
usporadani. Kdyz jsme ale koralky navlikali do fady, vSechna tato shodna usporadani
jsme zapocitali. Vysledek tedy je

n(n-1)(n-2)0..20

”7’: =(n-1)(n-2)0..21= (n-1)!

Pro nadzornost jesté uvedeme shodna usporadani v kruhu pro &tyfi koralky:

12 41 34 23
43 32 21 14

1.3.2 PERMUTACE S OPAKOVANIM

Permutace k prvkl s opakovanim z danych n prvka je kazda usporfadana k-tice
sestavena ztéchto nprvka tak, Zze se vni nékteré ze zvolenych prvkid mohou
opakovat, pficemz plati, Ze 1. prvek se opakuje ki-krat, 2. prvek se opakuje k»-krat,
atd. aZ n-ty prvek se opakuje kn-krét.

Pocet téchto permutaci znamena, kolik riznych k-tic Ize takto utvofit. Znacime

ho Pk'lyk2 ,,,,, «, (k) a pocitame podle nasledujiciho vzorce
Pt () = (1.4)
Kol B0 IR T '

n
pfiGemz pro k; plati > k; =n .

i=1

Odvozeni:

Mé&jme pét rlznych prvkl a;, a; by, by, bs

Utvofme z nich vSech 5! permutaci.

Zkoumejme, kolik ztéchto permutaci se ztotozni, jestlize u vSech péti prvka
odstranime index, tj. polozime-li &, =a, =a, b, =b, =b; =b.

Ktere permutace z prvkd a,, a,, b, b,, b; se po odstranéni indexu ztotozni napf.
s permutaci (b, a, b, b, a)? Zfejmé to budou permutace:
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b,a;,b,,bs,8,) (by,a,,b,,b;,8,

( )
by,ay,b3,0,,8,) (byas.b5.b,,8)
(by.az,b;,05,8,)

b,.a,,b5.01,8,) ( )
( )
( )

b;,a,,b,,b,,8,

b,,a,,b;,b,,8

bs,a,,0,,0,,8
bs,a,,0,,b,,8

( )
( )
(by.ay,by,b5,8,)
( )
( )
(

by,ay,b,,b;,a,)

Je vidét, ze jsou to pravé ty permutace, v nichz jsou prvky a,, a, na mistech druhem
a patém a prvky b, bs, b na mistech prvnim, tfetim a Ctvrtém.

Pro umisténi na téchto mistech vSak mame pro prvky a;, a, pravé 2! a pro
prvky b1, by, bz pravé 3! moznosti, takZze v souladu s uvedenym vycétem splyne s
permutaci (b, a, b, b, a) celkem 2!-3!=12 pavodnich permutaci z péti prvki
a,, a,, by, by, b;.

Timto zplsobem se vSech 5! permutaci rozlozi do skupin (resp. tfid) tak, ze
v kazdé tfidé budou pravé ty permutace, které se po odstranéni indexu u danych
prvkl ztotozni.

A protoze kazda tato tfida odpovida jediné permutaci s opakovanim ze dvou
prvkd a atii prvkd b, a protoZze ma 2!-3! €lend, plati pro jejich pocet P,(5) vztah

_(2+3)!

oS! . '
neboli P, (3) = TR

213!

P4 (5)

Jestlize tuto Gvahu zobecnime dostaneme vztah (1.4)

I
I:)kk

K )
Ko, kn(k)—m, kde k—k1+k2+___+kn_

Priklad 4: Kolik anagramd (tj. slov vzniklych prfeskupenim pismen vychoziho slova)
Ize vytvorit ze slova PRAHA?
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1.4 VARIACE

1.4.1 VARIACE BEZ OPAKOVANI

Variace je, podobné jako permutace, obména poradi.
Vybirdme k prvkl ve stanoveném poradi z danych n prvkda.
Kazdy prvek se ve variaci vyskytuje nejvySe jednou.
Permutace je specidlni pfipad variace kdy k = n.

Pozadavek: k <n

k>n .. nelze

(Zkuste vytvorit ze tfi Cislic péticiferné Cislo, kde se Zadna cifra nesmi opakovat).

Déle se budeme zabyvat pfipadem, kdy k <n.

Zjistime pocet vSech k-Clennych variaci ...kombinatorické pravidlo soucinu.

Ptame se:

Z kolika prvkl mame na vybér pro prvni ¢len k-tice? ... vSech n prvkd.

Z kolika prvkd mame na vybér pro druhy ¢len k-tice? ... vSechny kromé prvni: (n-1)
Z kolika prvkd mame na vybér pro treti ¢len k-tice? ... (n-2) prvka.

A z kolika prvkd mame na vybér pro posledni k-ty ¢len k-tice? ... [n - (k-1)] prvka.

uspoiadana 1. ¢len 2. Clen (k-1)-ni ¢len k-ty Clen
k-tice T T T T
pocet moznosti n n-1 n-(k-2) n-(k-1)

vybéru z n prvk

Pocet k-Clennych variaci z n prvkd: podle kombinatorického pravidla soucinu je pocet
vSech téchto usporadanych k-tic roven

n[ﬂn—l)[(n—Z)D-o[Qn—(k—l))=n[ﬂn—1)[(n—2)D..[Qn—k+1)=

_n(n-1)..(n-k+1! _ nl
(n-k)! (n-k)!




Zakladni pojmy kombinatoriky 8.10.2009
9/22

Pro pocet k-Clenné variace bez opakovani z n prvkd byl zvolen symbol V(k,n) nebo
téz Vi(n)

Definice:
k-Glenna variace z n prvka (k, nON, k <n) je kazda uspofadana k-tice sestavena
z téchto n prvku tak, Ze vSechny prvky v ni jsou riizné (tj. neopakuji se).

Pocet v3ech takovych variaci V (k,n)uréime dle vzorce
V(k,n)=V,(n) =nn-1)0n-2)0..{n -k +1)

(n—K)

nebo V(k,n)=V,(n) =

Vo(n) =P(n)=n!'/(n-n)=n!/0!,

pfitom ale vime, Ze P(n) = n!. Proto jsme definovali 0! =1

Priklad 5: Mame k dispozici pét barev (modra, bila, ¢ervend, Zluta a cernd) a
chceme z nich vytvofit trojbarevnou vlajku, kterd je slozend ze tfi vodorovnych pruhd
(podobné jako ruska, némecka, madarska, lucemburska ¢i dzerbajdzanska). Navic
chceme, aby kazdy pruh mél jinou barvu (rakouska vlajka nepripada v tvahu).
a) Kolik takovych vlajek mdZzeme sestavit?
b) Kolik z nich ma& bily pruh?
c) Kolik z nich ma bily pruh uprostfed?
d) Kolik z nich nema bily pruh?
Reseni
a) Jedna se o troj¢lennou variaci z péti prvkd, vSech moznosti tedy je

V(3,5 =5-4-3=60.
b) Ze zbylych barev mizeme vybrat vzdy dvojici, kterou pak doplnime bilou barvou.
Téchto dvoijic je

V(2,4)=4-3=12.
Bila barva... 3 moZnosti umisténi — nad, mezi nebo oba pruhy ... 3-V(2,4) =36 .

c) viz ... bilou barvu doplnit mezi dvojici barev ... 12 moznosti
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d) Kombinatorické pravidlo souctu

Pocet viajek bez bilé barvy X.

Pocet vlajek bez bilé barvy + pocet vlajek s bilou barvo = 60
X + 36 =60,

odkud  x =24,

1.4.2 VARIACE S OPAKOVANIM

Definice:

k-Clenna variace s opakovanim z n prvkla je kazda usporadana k-tice sestavena
ztéchto n prvka, pficemz vSechny prvky v ni nemusi byt rdzné (tj. mohou se
opakovat).

V,(n) =n*

1.5 KOMBINACE

Nezalezi na po radi prvk d

Napf.: alpska kombinace (sjezd, slalom a obfi slalom)

1.5.1 KOMBINACE BEZ OPAKOVANI

Definice:

k-&lenna kombinace bez opakovani z n prvku je kazda neusporadana k-tice (mnozina
k prvkll) vybrana z danych n prvkd. V mnoziné se zadné prvky neopakuji (kazdy
prvek se v ni vyskytuje nejvyse jednou).

ksn . neni nezbytné

_V(k,n) (M) n!
RELS k! _£kj_k!mn—k)l

n(n-1)...(n-k +1)
12 0. [0h

neboli K(k,n)=

10
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» Poznamka
n e .
Symbol (k] ¢teme ,n nad k “ a nazyvdme ho kombina énim ¢islem. Pro kazdé

n!

TKn k)

n
n, k ONy, k <n plati: {kj <

Odvozeni ve skriptech.

Priklad 6
Ze Sesti kandidatu je tfeba vybrat do komise tAi. Kolika zptdsoby je to mozné?

Reseni
Ze Sesti prvk( dané mnoziny kandidatl mame vybrat tfi prvky, pficemz nezalezi na
poradi. Tvofime tficlenné kombinace ze Sesti prvkd, jejichz pocet je

6 I |
KS(G):(SJ 6l _6B&E _65@ _,,

“3m . 33 32

151.1 Zakladni vlastnosti kombin&nich ¢isel

Pro kazdé k, nON,, k < n plati nasledujici vzorce (a), (b):
n n!
= a
[kj kI{n-k)! @)

BN

Priklady na vypocet kombinatorického &isla s uzitim uvedenych vztaht (a) a (b):

o (12) 12 120 12010009 1213100 1320
viz (a): = = = = = =220
3 ) 3!1f12-3)! 31! 3!0! 3
12 12 12
viz (b): _ _ _1201100 _1320 _ ¢
9 ) (12-9 3 3z 6

n) (n) (n n
Kombinacni Cisla {Oj ( j sz [ J pro n=0, 1, 2, 3, 4, ..., Ize zapsat do
1 n

trojuhelnikového schématu, zvaného Pascal tv trojihelnik .

11
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K odvozeni Pascalova trojuhelnika vyuzZijeme dalSi vlastnosti kombina&nich
Cisel. Pro kazdé celé Cislo k a realné Cislo x plati

X X ) X +1
{k}{k +1J B [k +1J
Z této definice binomickych koeficientd plyne platnost nasledujici rekurentni formule:
Pro n,k ON, k <n plati vztah (c)

n [ n j [n+1j
+ = : (c)
k k+1 k+1

llustraéni priklad pro vyuZiti vztahu (c):
8 8 8+1 9
N _ _ :9[8D’[6:3024:126
3 4 3+1 4) 43RO 24

n
Vztah (c) umoznuje postupné pocitat hodnoty (k} v Pascalové trojuhelniku.

Pascallv trojuhelnik je geometrické usporfadani téchto binomickych koeficientd.

V praxi vyuZziteIné schéma méa pak obvykle nasledujici tvar:

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

resp.

12
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1.5.2 KOMBINACE S OPAKOVANIM

Definice: k-Clennd kombinace s opakovanim zn prvkd (k,nON) je kazda
neusporddana k-tice sestavend ztéchto n prvka, pfiéemz vSechny prvky v ni
nemusi byt rizné (tj. mohou se opakovat).

Pocet vSech takovych kombinaci s opakovanim

K'k(n):(n-'-k_]]

k

Odvozeni: Obecny postup si ukdZzeme na konkrétnim pfikladu.

Priklad 7
Kolik Castek mdzete zaplatit tfemi mincemi, mate-li v penézence korunoveé,
dvoukorunové a pétikorunové mince?

Reseni — viz skripta

Jde o ur€eni poctu vSech tficlennych kombinaci s opakovanim ze tfi prvkd 1, 2, 5.
Kazdou tuto kombinaci zaSifrujeme pomoci uspofadané skupiny koleCek a lomitek
takto: Mysleme si, ze mame tfi pfihradky — prvni pro exemplar prvk 1, druhou pro
exemplaf prvku 2 a tfeti pro exemplar prvku 5. Rozhrani mezi sousednimi
pfihrddkami jsou znazornéna lomitkem (potfebujeme dvé lomitka: pro rozhrani mezi
1. a 2., pfihradkou a pro rozhrani mezi 2. a 3. pfihradkou). Pro kazdy z danych prvku

13
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zakreslime do pfislusné pfihradky tolik kole€ek, kolikrat se v dané kombinaci tento
prvek vyskytuje; nevyskytuje-li se v ni, ztustane pfislusna pfihradka prazdna.

llustrace: [ koruny / dvoukoruny / pétikoruny ], napf. [ /¢ ¢/ ¢] pfedstavuje 0 x 1Kc;
2 x 2K¢; 1 x 5K¢&. Timto zplsobem ziskame nasledujici moznosti:

3KE 1,1,1 [eee//]
4KE  1,1,2  [eele]
7KE& 1,1,5 [eel/e]

5KE  1,2,2 [o/ee/]
8K& 1,2,5 [o/e]4]

11 K& 1,5,5 [o//e9]
6 KE 2,22 [lees]]
9KE& 2,2,5 [les]e]

12 K& 2,5,5 [le/e]

15 K& 5,55 [//ee9]

Kombinace je neuspofadand, napr. [* ¢« / /] je stejné jako [/ / « « ¢], ale permutace je
usporfadana: 3K¢ a 15K¢& neni totéz.

Je vidét, Ze kazdé tficlenné kombinaci s opakovanim ze ftfi prvkd 1, 2, 5
odpovida jedina uspofadana pétice o tfech te¢kach a dvou ¢arkach a také obracené.
To v8ak znamena, Ze pocet K'3(3) téchto kombinaci s opakovanim je roven poctu
permutaci s opakovanim ze dvou prvkd z nichZz jeden se opakuje tfikrat a druhy
dvakrat, tj. Ze plati

Ka(3) =P3a (8) = 5 =22 =10

Puljde-li obecné o k-Elenné kombinace s opakovanim z n prvkd, pfifadime stejnym
zplusobem kazdé kombinaci uspofadanou skupinu steckami a (n-1) lomitky, tj.
obecné permutace s opakovanim ze dvou prvku, pfiemz plati, Ze jeden se opakuje
k-krat a druhy (n-1)-krat. ProtoZe toto pfifazeni je vzdjemné jednoznacné, plati

. . [k+(n—1)]! (n+k-1)!

kifn-1)!  k!{{n-1)!

Uvédomime-li si, ze
(n+k-1t  (n+k-1)!

kitfn-1)! k! f(n+k-1)-k] :[” +: _lj

dostaneme vztah (1.12) pro vypocet K, (n).
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Priklad 8

V sacku jsou cervené, modré a zelené kulicky; kulicky téZe barvy jsou nerozliSené.
Urcete, kolika zpusoby lze vybrat pét kulicek, jestlize v sacku je aspori pét kulicek od
kazdé barvy.

Reseni

V pétici kuliCek, které vybirdme, nezéleZi na poradi a barvy kuli¢ek se v ni mohou
opakovat. Jde tedy o 5-ti ¢lennou kombinaci s opakovanim ze tfi prvkd. Je mozné
utvofit vSechny moZzné pétice ze tfi barev, nebot kulicek od kazdé barvy je
dostate¢né mnozstvi, tj. pét. Pocet vSech zpUsobul vybéru je

. 5+3-1 7 |
Ks(3) = R
5 5/ bI[2!
Priklad 9

V prodejné maji na vybér z 12 raznych pohlednic. Uréete, kolika zpdsoby si z nich Ize
vybrat 7 pohledd.

Reseni:
Jedna se o sedmi¢lennou kombinaci s opakovanim ze dvanacti prvkd (mohu si koupit
7 rlznych pohledu, nebo i nékteré stejné!):

, 12+7-1) (18 .
K7(12):( , J:(J:;—%:swm
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PASCAL UV TROJUHELNIK

PROBLEM 1 )
OBRAZEK

Kolika rdznymi zpasoby pfi pohybu pouze doll a doprava BRAZEK
od pismene k pismeni je mozné predist slovo OBRAZEK RAZEK

(viz Obr. PT1)? A7 EK
Reseni: ZEK
. EK
, = K
Obr. PT1

Secteme-li vSechny ziskané hodnoty u posledniho pismene K, dostaneme celkovy
pocet moznosti: 1 + 6 +15 + 20 + 15 + 6 + 1 = 64, tj. 2° moZnosti.

e

l~1 ]l 1 o1 o1 1 -1
°l 2 3 ¢4 5 <6
1l 3 <6 10 <15

1l <4 10 <20

el 5 <15
e]l <6
1
Obr. PT1a

Uvedeny problém je mozno dale modifikovat a ménit slova ¢i schémata, se kterymi

pracujeme.

Kolika rdznymi zpdsoby p/i pohybu od pismene k pismeni je mozné precist slovo
KRUH, CTVEREC, MAMINKA?

C
H CEC
HUH CEREC
HURUH CEREREC
HURKRUH CEREVEREC
HURUH CEREVTVEREC
HUH CEREVTCTVEREC
H TVEREC
VEREC
EREC
REC
EC
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A

KA

NKA
INKA
MINKA
AMINKA
MAMINKA
AMINKA
MINKA
INKA

N KA
KA

A

PROBLEM 2 - Hledani po étu cest od startu k cili uvedené trasy

Turisté stoupaji do kopce. Na kopec vedou serpentiny — cesta se
\ samymi zatackami, doprava, doleva, potom zase doprava a zase
doleva a tak dale (viz Obr. PT2). Z mist, v nichZz se serpentiny
\ ohybaji, mdzeme na vystupu pokracovat i pfimou cestou. Komu

prudké stoupani nevadi, mdze si cestu obcas zkratit.

Obr. PT2 Schéma planku

Problém ukazuje pfi svém vyfeSeni na souvislost mezi Cisly jako u Fibonacciho
posloupnosti.

“Podivny strom Fibonacciho” roste podle daného pravidla: vZdy v pfistim roce
kazda boc¢ni vétev zaCne rust smérem vzharu; z vétvi, které v pfedchazejicim
(minulém) roce rostly smérem vzharu, vyroste vzdy v pfiStim roce nova bocni vétev.
Princip nardstani ukazuje Obr. PT2a:

1 ¥ F

1. rok 2. rok 3. rok 4, rok

Obr. PT2a Po €et vétvi Fibonacciho stromu
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Pocet vétvi v jednotlivych letech tvofi posloupnost: 1, 2, 3, 5, ...

Reseni:
- Pro zjistovani Ccisla, které se pripiSe kdalSimu rozcesti, si
34 muzeme pomoci jednoduchym prekreslenim planku. Po pfipsani
21 “ . , T . . .
13 Ciselnych hodnot, vyjadfujicich po¢et moznych cest, kterymi se do
5 8 daného mista dostaneme, ziskdme graf na Obr. PT2b.
3
2
1
1 Obr. PT2b P fekresleni plankus FeSenim

PROBLEM 3 (pfevzat z [6])

V misté A vbéhla do bludisté vydéSena mysi rodina
B (viz Obr. PT3).
— VSechny mysi &fastné probéhly bludi&tém do mista B.

0o Z rozhovoru udychanych mysSi jsme se dozvédéli:
OO0 . L )
OO 1. Kazda mysS bézela po chodbickach jen smérem
S doprava a nahoru.

A/ v,p 7 oz - 252 .
2. Zadné dvé mysi nebézely stejnou cestou.
Obr. PT3 Bludi3t & 3. Kdyby bylo jesSté o jednu myS vice, pak by nékteré
musely bézZet po stejné cesté.
Kolik ¢lend méla mysi rodina?
Reseni
1
3—>9—>18

(| 1

153 3536—>9

rr M7 )

1—>2-—>3—>3

T

1—>1—>1

Obr. PT3a Sit bludist é a klié Obr. PT3b h-diagram
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PROBLEM 4
Hokejovy zapas skonéil vysledkem 5:3. Kolik rgznych prdabéhd mohl mit?

Reseni:

Nasledujici schéma zachycuje jeden z moznych prabéhu zapasu.

0:0 = 1:0 2:0 3:0 4:0 5:0

0:1 1:1 2:1 3:1 4:1 5:1

Obr. PT4a Graf situace Obr. PT4b h-diagram

Uzly odpovidaji jednotlivym stavim, Sipka znazorfiuje pfechod z jednoho stavu do
druhého. Hledame pocet cest vedoucich do jednotlivych bodd kosodtvercové, resp.
kosodélnikové sitd. Smér postupu je dan vyznadenymi Sipkami. Cislo u uzlu
predstavuje pocet dostupnych cest.

Odpov éd’: Pocet vSech moznych prubéhu z4pasu je 56.
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PROBLEM 5 S oo0
Planek na Obr. PT5 zachycuje schematicky rozmisténi budov D OCa0g
a krAzovatek. PA chdzi zleva doprava a shora dold hledame ] |:| O]
pocet riznych cest z mista §(kola) do mista d(¢m). —[] EJD
Reseni: Obr. PT5 Planek sidlist &

Odpovidajici graf je zakreslen pfimo v planku na Obr. PT5a.

K FfeSeni pouzijeme h-diagramu (Obr. PT5b). U kazdého uzlu je uveden pocet cest,
které do daného uzlu vedou od Skoly; celkovy pocet riznych cest je 31. Uzly grafu
odpovidaji kfizovatkam na nakresu sidlisté.

b)

a)

=] ElE
) ) [
[} )
] (M) (IS

Obr. PT5a,b Graf sidlist & a h-diagram =

PROBLEM 6 - Cestovani po krychli
Zkoumejte pocet nejkratSich cest z bodu S do zbyvajicich vrchold krychle (Obr. PT6).
Reseni: Postupujeme podobné jako u Problému 2. Do daného vrcholu se dostaneme

prostfednictvim predchazejicich, nevracime se zpét, postupujeme jen ve sméru
Sipek. S¢&itame pocet cest, které vedou do vrcholl, z nichz vedou Sipky (Obr. PT6

a) u by 2
u+v+w
1
W 2
1
S S S
a,b).
Obr. PT6 Obr. PT6 a,b
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PROBLEM 7 - CESTOVANI PO SOUSTAV E KRYCHLI

Kolik nejkratSich cest z bodu S vede do vSech viditelnych vrchold tf krychli?
(viz Obr. PT7).

Reseni: je uvedeno na Obr. PT7a.

7

Obr. PT7 Obr. PT7a

PROBLEM 8 — CESTOVANIi PO SOUSTAV E KRYCHLI

Zjistéte pocet nejkratSich cest zbodu S do vSech viditelnych bodd (vrchold) dvou
vrstev krychli (viz Obr. PT8).

Reseni: je uvedeno na Obr. PT8a.

I

Obr. PT8 Obr. PT8a

» Poznamka:

Podobné jako u problému 1 - 4 je mozno pocet cest vedoucich mezi dvéma misty po
krychlové siti urcit pomoci vztahu

P (p.d, h) = (p+d +h)!
Y p! [al! th
kde p{d,h} znaci pocet krokl vpravo {dozadu, nahoru}. <

Piiklad.

Muz prodavajici Vecernik (za 5 korun) u sebe nemé na zacatku prodeje Zadné penize. lhned se pred
nim utvorila fronta m+k lidi, pfi¢emz m lidi ma u sebe pouze desetikorunovou minci a k lidi pouze
pétikorunu. Kolika zpusoby se tito lidé mohou postavit do fronty tak, aby mél prodavayjici vzdy nazpét na
desetikorunu?

(RozliSujeme rozestaveni gppkorun“ a ,desetikorun“ a nikoliv jednotlivé lidse stejnou
minci.) P@et vSech moznych rozestavenétjgorun“ a ,desetikorun® do fronty je get
prisluSnych permutaci s opakovanim, tj.

m+k
P(m k)= (m+k)!/m!-k!:( M
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Dale je Zejmé, Ze Uloha ma alesppednoreSeni pra¥ tehdy, kdyzm < k; jinak se totiz
prodej nut® zastavi. V dalSim tedy@dpokladame, Ze plati® m< k.

Kazdé rozestaveni lidi ve franinizeme evidenthzapsat jako posloupnastjednicek
(oznaujicich lidi s desetikorunou)la pétek (oznaujicich lidi s gtikorunou)

22



