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Zakladni vlastnosti kombina€énich ¢isel

Pro kazdé k, nON,, k < n plati nasledujici vzorce (a), (b):

W
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Priklady na vypocet kombinatorického &isla s uzitim uvedenych vztaht (a) a (b):
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Pro n,k ON, k <£n plati vztah (c)
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llustraCni priklad pro vyuZziti vztahu (c):

8) (8) (8+1) (9) 9omBI¥HBE 3024 _
+H = =| = = =126
3) (4) (3+1) (4) 4m@BrRO 24

n) (n n n
Kombinacni Cisla (OJ [J [2} [ J pron=0,1,2, 3,4, ..., lze zapsat do
n

trojuhelnikového schématu, zvaného Pascal tv trojuhelnik .

n
Vztah (c) umoZznuje v Pascalové trojuhelniku postupné pocitat hodnoty (k] Prvky

trojuhelnika tvofi koeficienty u jednotlivych ¢lend binomického rozvoje

e (o) =3 ety o) = S ey

k=0

Pascaldv trojuhelnik je geometrické usporfadani téchto binomickych koeficientd.
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V praxi vyuzitelné schéma ma pak obvykle nasleduijici tvar:

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

KOMBINACE S OPAKOVANIM

Definice: k-Clenna kombinace s opakovanim zn  prvkd (k,nON) je kazda
neusporadana k-tice sestavena ztéchto n prvka, pficemz vSechny prvky v ni
nemusi byt rizné (tj. mohou se opakovat).

Pocet v3ech takovych kombinaci s opakovanim se znagi K, (n) a Ize ho vyjadfit

vzorcem
, n+k-1
Ky () :( K J
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Priklad

V sacku jsou cervené, modré a zelené kulicky; kulicky téZe barvy jsou nerozliSené.
Urcete, kolika zpusoby lze vybrat pét kulicek, jestlize v sacku je aspori pét kulicek od
kazdé barvy.

Reseni

V pétici kuliGek, které vybirdme, nezéleZi na poradi a barvy kuli¢ek se v ni mohou
opakovat. Jde tedy o 5-ti ¢lennou kombinaci s opakovanim ze tfi prvkd. Je mozné
utvofit vSechny moZzné pétice ze tfi barev, nebot kulicek od kazdé barvy je
dostate¢né mnozstvi, tj. pét. Pocet vSech zpUsobul vybéru je

7 1
- o
5/ 52!

(2

5+3-1)
5

Priklad
V prodejné maji na vybér z 12 raznych pohlednic. Uréete, kolika zpdsoby si z nich Ize
vybrat 7 pohledd.

Reseni:
Jedna se o sedmi¢lennou kombinaci s opakovanim ze dvanacti prvkd (mohu si koupit
7 rlznych pohledu, nebo i nékteré stejné!):

, 12+7-1) (18 !
K7(12):( J{ J=1—2'=31824
7

Priklad 7
Kolik Castek mdzete zaplatit tfemi mincemi, mate-li v penézence korunoveé,
dvoukorunové a pétikorunové mince?

ReSeni pfihradkovy systém —t Fi pfihradky
prvni pro exemplar prvku 1,

druhou pro exemplar prvku 2

tfeti pro exemplar prvku 5.



Zakladni pojmy kombinatoriky 17.10.2009

llustrace: [ koruny / dvoukoruny / pétikoruny ], napf. [ /¢ ¢/ ¢] pfedstavuje 0 x 1Kc;
2 x 2K¢€; 1 x 5K¢.

Timto zpasobem ziskame nasledujici moznosti:

3KE 1,1,1  [ees//] 11 K& 1,5,5 [0/ /s o]
4KE  1,1,2  [eelel] 6 K& 2,22 [Jooo/]
7KE 1,1,5 [ee//e] 9 K& 2,25 [/oo]0]
5KE  1,2,2  [elee] 12 K& 2,5,5 [/o]e0]
8KE 1,2,5 [/« 15 K& 5,5,5 [/]eo0]

Kombinace je neusporadana, napf. [* ¢/ /] je stejné jako [/ / « « ¢], ale permutace je
uspofadana: 3K¢ a 15K¢ neni totéz.

kazdé tFiélenné kombinaci s opakovanim ze t ¥ prvka 1, 2, 5 odpovida jedina
usporadana pétice o tfech teckach a dvou ¢arkach a také obracené.

Pujde-li obecné o k-Clenné kombinace s opakovanim z n prvku, pfifadime stejnym
zpusobem kazdé kombinaci uspofadanou skupinu steckami a (n-1) lomitky, tj.
obecné permutace s opakovanim ze dvou prvkd, pfiCemzZ plati, Ze jeden se opakuje
k-krat a druhy (n-1)-krat. ProtoZe toto pfifazeni je vzdjemné jednoznacné, plati

TERTRCE T

Uvédomime-li si, ze

(n+k-1)! _ (n+k-1) k]:[n+k—1]

kiffn-1)! K fi(n+k-1)- k

dostaneme vztah pro vypocet K, (n).
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PASCALUV TROJUHELNIK
A KOMBINATORICKE PROBLEMY

ZAKLADNI PROBLEM - Hledani viech podmnozin dané mnaziny

Hledejme po éet viech podmnozin mnoziny S ={a, b, c}

Oznadme prvek, ktery neni prvkem podmnoZiny a, resp. b, ¢ .

Strom feSeni vypada nasledovné:

—_— Podmnozina
e ] c s, ={a,b,c}
a < C Sz :{a, b}
B E S, ZEajc}
c S, ={a
< c Ss :{b,c}
b
) — —— Se :ﬁ
a _ c S, =1
b c Sg :{ }

V pfipadé tfiprvkové mnoziny ziskavame tedy 2 x 2 x 2 = 8 = 23 vétvi.

Pro étyfprvkovou podmnoZinu podobné ziskame 16 = 2%,

Tento pocet je roven soudtu prvkua Pascalova trojuhelnika pro n = 4.

-prvkovou Zinu ziskd Zin.
Pro n-prvkovou mnozin skame 2" podmnozin
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PROBLEM 1

OBRAZEK

Kolika rdznymi zplsoby pfi pohybu pouze doli a doprava BRAZEK

od pismene k pismeni je mozné preéist slovo OBRAZEK RAZEK

(viz Obr. PT1)?

Reseni:

Sest pfesunt

1, -.

AZ EK
ZEK
EK

K
Obr. PT1

Hledame tedy pocet vSech podmnozin zakladni mnoziny o Sesti prvcich, které jsou
dany uvedenymi sméry postupu. Dostaneme 2°=64 rlznych podmnoZin, které
odpovidaji hledanému poctu, jak je mozné precist slovo ,,obrazek”.

Soucet hodnot u posledniho pismene K = celkovy po¢et moznosti:

1+6+15+20+15+6 + 1 =64, tj. 2°

Obr. PT1a

e] 5 15
e] <06
.1
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INKA
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PROBLEM 2 - Hledani po étu cest od startu k cili uvedené trasy

Turisté stoupaji do kopce. Na kopec vedou serpentiny — cesta se
A samymi zatackami, doprava, doleva, potom zase doprava a zase
doleva a tak dale (viz Obr. PT2). Z mist, v nichZz se serpentiny
A ohybaji, mdzeme na vystupu pokracovat i pfimou cestou. Komu

prudké stoupani nevadi, mdze si cestu obcas zkratit.

2
A
1
1
55
. . 34
Obr. PT2 Schéma planku 21
13
8
5
3
2
1
1

Obr. PT2b Pfekresleni planku s FeSenim

PROBLEM 3 (pfevzat z [6])

V misté A vbéhla do bludisté vydéSena mysi rodina
(viz Obr. PT3).

B
— VSechny mysi &fastné probéhly bludi&tém do mista B.
0o Z rozhovoru udychanych mysSi jsme se dozvédéli:
OO0 . s )
OO 1. Kazda myS bézela po chodbickach jen smérem
N doprava a nahoru.
A/ V,p 7 - 0
2. Zadné dvé mysi nebézely stejnou cestou.
Obr. PT3 Bludi3t & 3. Kdyby bylo jesSté o jednu myS vice, pak by nékteré

musely bézZet po stejné cesté.

Kolik ¢lend méla mysi rodina?



3 9318

o

1_53_56_3509

L A

1%2%3 —> 3

T

1—>1—351

Obr. PT3a Sit bludist & a kli€

PROBLEM 4
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Obr. PT3b h-diagram

Hokejovy zapas skoncil vysledkem 5:3. Kolik rdznych prabéhd mohl mit?

Reseni:

Nasledujici schéma zachycuje jeden z moznych pribéht zapasu.

0:0 = 1:0 2:0 3:0 4:0 5:0
|

0:1 1:1 2:1 3:1 4:1 5:1
0:2 1':2 2:2 3:2 4:2 5:2
0:3 1:3 2!3—3:3—43—53

1 1 1 1 1 A ... vychozi uzel (stav 0 : 0)
ley—9—9—9—9— . B ... cilovy uzel (stav 5 : 3)

2 3 4 5 6
1é >& >§ >4 >& >4

3 6 10 15 21
1& >& >§ >4 >§

4 10 20 35 56
1§ >& ol

Obr. PT4a Graf situace

Obr. PT4b h-diagram 56
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» Poznamka:

Zpusob nalezeni poctu vS8ech moznych cest ve ¢tvercovych sitich popisuje Kopka [7].
Dany pocet je mozno matematicky urcit pouzitim kombinatorického vztahu pro (m+n)
prvkd (permutace s opakovanim).

Jednotlivda €isla m, n udavaji pocet nutnych posund v daném sméru,
abychom se dostali zdaného mista A do uréeného mista B. Vyjadfime-li tyto
pfesuny pomoci Sipek |, -, je vnaSsem pfipadé m =5, n = 3. Pro pocet hledanych
cest tak dostavame

) _(m+n) . . _ =% -
P(m,n)—,tJ-P2,3(5)‘H_ﬁ_56

PROBLEM 5

Planek na Obr. PT5 zachycuje schematicky rozmisténi budov a kAizovatek. P chdzi
zleva doprava a shora dold hledame pocet rdznych cest z mista S(kola) do mista
d(dam).

(V)]

]’SKOLA

o

Obr. PT5 Planek sidlist &

10
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0
il

H)

H[
)\

|
0
aiil

Obr. PT5a,b Graf sidlist & a h-diagram -

PROBLEM 6 - Cestovani po krychli

Zkoumejte pocet nejkratSich cest z bodu S do zbyvajicich vrchold krychle (Obr. PT6).

ReSeni: Postupujeme podobné jako u Problému 2. Do daného vrcholu se dostaneme
prostfednictvim predchazejicich, nevracime se zpét, postupujeme jen ve sméru
Sipek. Sc&itame pocet cest, které vedou do vrcholl, z nichz vedou Sipky (Obr. PT6
a,b).

a) b)
A UHV+W 7 6
1
W 2
S S S
Obr. PT6 Obr. PT6 a,b

11
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PROBLEM 7 - CESTOVANI PO SOUSTAV E KRYCHLI

Kolik nejkratSich cest z bodu S vede do vSech viditelnych vrchold tf krychli?
(viz Obr. PT7).

Obr. PT7 Obr. PT7a

Zjistéte pocet nejkratSich cest zbodu S do vSech viditelnych bodd (vrchold) dvou
vrstev krychli (viz Obr. PT8).

6
/-
T 12
/ \\/
\\/ SL\Q 3 /6
O / T\/ 3
\N/ 1
Obr. PT8 Obr. PT8a

12
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» Poznamka:

Podobné jako u problému 1 - 4 je mozno pocet cest vedoucich mezi dvéma misty po
krychloveé siti urcit pomoci vztahu

P (p.d h):(p+d +h)
Y p! &l Tht
kde p{d,h} znadi pocet krokl vpravo {dozadu, nahoru}. <

UZITI TEORIE GRAFU PRI RESENI ULOH
Z KOMBINATORIKY

v v~

» skute¢na bludisté (Cechy: Kroméfiz — park Kvétna zahrada, Praha na Petfiné —
zrcadlové bludisté; Britanie: Hampton Court — stény bludisté jsou ze stfihanych
krovin);

» obrazkova bludisté, byvaji oproti skuteénym rozsahlejSi, Ize v nich realizovat
prvky nedosazitelné ve skutec¢nych bludistich. Jde v podstaté o kreslena bludisté;
* barevna bludisté, s ,turistickymi“ cestami, pravidla vymezuji roli barev. PouZiti

barevnych bran v daném bludisti uvadi Hejny [5];

» pocitaCova bludisté souviseji s programy, které pfimo vytvareji bludisté - nejde
0 pocitacové pronasledovani v mistnostech a chodbach velké budovy.

13
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PENTAMINO

Kazdému dilu pentamina odpovida jisty graf, ktery pro naSe ucCely nazveme
pentagraf* . Pro lepSi nazornost je pfislusny ,pentagraf‘ umistén pfimo do dané
sestavy Ctvereckl (viz Obr. 1).

] el | 1]
] B
- | A el [4] [ oo
| | |,__'".| f 1 :}: Dily €. 2, 5, 6, 8,10, a 11 je mozno
&) | L& I"‘ jand = pouZit zrdcadlov &

§ [+
rH
4

l&

|

Obr. 1 ,Pentagrafy”

14
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Uloha GK1

Je dana ctvercova sit’'— obdélnik 3x20. Skladanim dvanacti rdznych dild pentamina
vyplrite dany obdélnik.

b
bl
[ ——

Obr. GK1a) Obdélnik

Ulohu preformulujeme nésledovné:

Do Gtvercové sité 2x20 umistéte vSech 12 pentagrafli tak, aby Zzadné dva nemély ani
jeden spole¢ny uzel a vSechny uzly dané Ctvercové sité nalezely jinému pentagrafu
(Obr. GK1b).

Obr. GK1b) Pokryti ¢tvercove sit &

Uloha GK3

Hazime dvéma stejnymi mincemi. Je vétSi pravdépodobnost, Ze po dopadu bude na
obou mincich totéZ (Rub — znak nebo Lic - &islo) nebo Ze na kazdé minci bude néco
jiného?

Reseni:

Obr. GK3: Hod dv éma mincemi

® 0 O @

15
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Pravdépodobnost je stejna; poCet smiSenych dvojic typu RL a dvojic ,stejnorodych”
LL a RR je shodny.

Uloha GK4

Hazime nyni jednou minci dvakrat. Rozhodni, kterA& z moznosti je vice
pravdépodobna:

1. padne dvakrét totéz, tj. 2x znak nebo 2x Cislo

2. pfi kazdém hodu padne néco jiného

Obr. GK4: Hod jednou  minci

Z Obr.GK4 je evidentni, Ze obé moznosti jsou stejné pravdépodobné. Pocet
vzajemnych ,stejnorodych“ kombinaci LL, RR je 2, ,nestejnorodych” RL také 2.

Uloha GK5

Klasicka hraci kostka ma pravidelny tvar krychle, na kazdé sténé je jedno z Cisel 1, 2,
3, 4, 5, 6. Pfedstavme si, Ze kostku ztratime a potfebujeme simulovat hod kostkou
pomoci 4 kouli rizné barvy. Koule umistime do urny a tahneme 2 z nich. Tazené
koule nevracime zpét.

Resen:

® O
Lo X
- e @

Obr. GKb5: Simulace hodu
16
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Uloha GK6

K dispozici mame 4 stejné koule. Jak je mozné nyni simulovat hod kostkou?

X

eSeni:
Ocislujeme koule tak, aby pfi vzajemné kombinaci Cisel bylo mozno ziskat Cislice 1
az 6. Tahneme 2 koule bez vraceni.

tahneme
dvé koule — -
bez vraceni 3

Obr. GK®6: Simulace hodu

Uloha GK7

K dispozici mame 3 koule razné barvy. Jak nyni mizeme simulovat hod kostkou?
Reseni:

Nyni zalezi na poradi, v jakém bude koule tazena, coZ demonstrujeme orientovanym
grafem

.’ tahneme 2 koule
QOE®

Obr. GKTY: Simulace hodu

pofadi tazenych kouli
je dano Sipkou

17
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Uloha GK8

V urné jsou 3 Cerné a 2 Cervené koule. Vytahneme 2 koule (tazené koule nevracime
do urny):

Petr (P) vyhrava, jsou-li obé tazené koule stejné barvy.

Milan (M) vyhrava, jsou-li obé tazené koule rGzné barvy.
Ktery z hoch( ma vétsi Sanci vyhrat?

2
9. .
.>

Celkovy po cet
moznosti

Vybereme

vé&tsi Sance na vyhru — >

=N
[
Obr. GK8: Tah kouli

v s v

Odpov éd” Vétsi Sanci na vyhru ma Milan

Uloha GK9
V urné jsou 2 Cervené a 1 ¢erna koule. Podminky vyhry pro Petra a Milana jsou
stejné jako u predchoziho problému. Ktery z hochtd ma vétsi Sanci vyhrat?

o

v tahneme 2 koule
bez vraceni

Resent:

P M M

Obr. GK9: Sance na

Odpov éd’: M ma vétsi Sanci na vyhru.

18



Uloha GK10

Zakladni pojmy kombinatoriky 17.10.2009

Jakou kouli musime pfidat do urny, aby hra byla spravedliva?

Reseni: Musime pfidat ervenou kouli — viz Obr. GK10 a), b)

.

9

P
% , / Obr. GK10 a) Obr. GK10 b)
p

M M ... 4 moZnost M... 3 mozZnosti

P ... 2 moZnosti P ... 3 moZnosti
‘ Nespravedliva hra Spravedliva hra
' P (vétsi Sanci ma Milan)

(Sance na vyhru
jsou stejné)

Obr. GK10 a,b Simulace hodu kostkou

Grafll I1ze s vyhodou vyuZit i pfi feSeni Uloh se sportovni tématikou.

Uloha GK11

Na turnaji ve volejbale hraje Sest druzstev systémem kazdy s kazdym jeden zapas.
Kolik zapasu se celkem odehraje?

Resent:

/IN

%/

Obr.

GK11:

Graf

Jde o vytvofeni uplného neorientovaného grafu na
Sesti uzlech, jak ukazuje obrazek — pocet hran je 15
(uzel grafu prfedstavuje druzstvo, spojnice zapas).
PFi vypoctu je mozné vyuzit kombinaénich Cisel:

6 | |
K,(6) = _ 6! =6[591.=6E5:15
2 214 213! 20

Odehraje se 15 zapasu.

19
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Uloha GK12

Do soutéze v koSikové bylo zapojeno 7 druzstev ze 7 ruznych mést. Kolik zapasud
bylo sehrano, kdyZ se hralo v sidelnim mésté kazdého druzstva?

+ Jednda se o vytvoreni uplného orientovaného grafu.
Vzhledem k podminkdm  udlohy jsou  Sipky
obousmérné (prvni druzstvo hraje sdruhym a
naopak). Celkovy pocet zapasl je proto
dvojnasobny:

2[9(2(7)=2[EZ]=2D oo BB _ By

2! [B! 2! [5! 201

Obr. GK12: Graf zapas

20



