SEPAROVANE MODELY PASCALOVA TROJUHELNIKA

JANA PRIHONSKA, TU v Liberci

Blaise Pascal se narodil 18rvence 1623 v Clermontu v rodimatematika Etienna
Pascala, oddnoz ziskaval prvni matematické wahi. Jiz od dtstvi vynikal matematickym
nadanim. Znénou zalibu projevoval v geometrii, studoval préeekého matematika Apoll6-

na z Pergy.

Ve dvanacti letech sestavil vlastni geometrickoustavu zaloZenou na Euklidovi a
v 16 letech napsal studii o kuZelokach, kde je mimo jiné obsazenaétar o Sestithelniku
vepsaném do kuZelode/. Studoval matematiku, fyziku a filozofii. V rod®653 zaslal Che-
valier de Méré Pascalovi dva problémy hazardnichPascal v roce 1654 v dopisech konzul-
toval tuto problematiku s francouzskym matematikenFermatem a nizozemskym matema-
tikem a fyzikem Ch. Huygensem &gl k rozvoji myslenek teorie pra¥gdodobnosti. Sou-
¢asre studoval i otdzky kombinatoriky. V ,Pojednani adtaetickém trojahelniku“ vyslovil
n¢kolik zakladnich potek teorie pravépodobnosti a kombinatoriky - zabyval se vi§fyo
binomickych koeficient. Prvky binomického roztdeni pravépodobnosti davaji znamy sy-
metricky Pascdl trojuhelnik. Trojuhelnikové uspédani binomickych koeficiett bylo
znamo jiz dive (trojuhelnik byl jiz uveden &inském matematickém traktatu z roku 1303),

ale az jako ,Pasc&V trojuhelnik” se rozgilo mezi evropské matematiky.

S Pascalovym trojuhelnikem a jeho vlastnostmi godenti seznamovani v ramaiiu
va kombinatoriky. Witel by vSak ngl dat studentm prilezitost k tomu, aby jeho vlastnosti a
nasleds jeho vyuziti gi feSeni problérin objevili sami. Nové metodieSeni problérinpoma-
h& objevovat heuristické uvazovani. Jednim ze dakta citi vyucovani matematiky by pak

melo byt vést Zaka k osvojeni tohotoizobu uvazovani.

Mezi ulohy, které Iz&eSit heuristickym uvazovanim piaty Glohy, kde je nutno objevit
skryté vazby mezi podminkami Glohy, mezi danymamgmi a neznamymi prvky alohy [1].
Bylo popsano mnoho zakladnich postupzite&enych ve ¥tSiré pripadi. V [5] nalezneme

délenifeSitelskych postupna:

. Hledani zakonitosti
« Kresleni obrazk

- Formulace ekvivalentnich problém



- Modifikace problému
+ Postup ,odzadu*

« ZevSeobeadtni
Podobr podle Kopky [4] paf k nejlezreji pouzivanym heuristickym strategiim

« Preformulovéni ulohy

« Analogie

« ZevSeobemovani

- Specializace

+ Cesta zpt

« Systematické experimentovani
« Konkretizace

- Zavedeni pomocnych pruk

V nasledujicich fedloZenych problémech se budeme zabyvat otazkeaersl vSech dostup-
nych cest v bludistich, resp. ¥brercovych, krychlovyclei jinych typech siti. Problémy i

Zzeme z#adit mezi heuristické.

StrategiefeSeni jednotlivych probléinse niize liSit, avSak weSeni vSech problénse
da s vyhodou vyuzit Pascalova trojuhelniké.i®Seni problérin vyuzivame velmtasto has-
seovské diagramy [8], které umingi lepSi vhled do zadané situace. S objevovanastnbsti
Pascalova trojuhelnika je moznocitgiz na zakladni Skole. Jednou z moZznosti, jakeSi
zadané problémy, je vyuZiti teorie grafesp. gkterych jejich metod [7],fi@stoZe tato teorie

neni sodasti standardnich osnov zakladni skoly.

Transformace zadané situace do eafitgrafi vSak dobe umoiuje zakonitosti Pasca-
lova trojuhelnika objevit. Jde nanigglevsim o vlastni objev skrytého modelu Pascalmja t
Uhelnika. Nez uvedeme zakladni problétip@meaime, co rozumime Pascalovym trojuhelni-

kem.

Pro kazdé celéislok a reéln&islo x plati

WP

Z této definice binomickych koeficieinplyne platnost nasledujici rekurentni formule
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n
Tato formule umoiuje postups potitat hodnoty(kj. Tabulce &chto hodnot se obvykligka

Pascalv trojuhelnik. V praxi vyuzitelné schéma ma pak yte tvar

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

res 2
g 0

Prvky Pascalova trojuhelnika ttfdoeficienty u jednotlivycteélenia binomického rozvoje
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ZAKLADNI PROBLEM - Hledani viech podmnozin dané mroziny
Hledejme pdet vSech podmnozin mnozirg/= {a,b,c}

Re3eni: Systematickym zapisem v3ech moznych podmnozin miskstromieseni.Piitom
kazdy prvek bd’ je nebo neni prvkem dané podmnoziny. @Gmma prvek, ktery neni prvkem

podmnoiinya, resp.B, c. Stromteseni vypada nasledai/n

Podmnozina
c s, ={a, b, c}
a — T c s, ={a.0}
. < f S, ={a,c}
c s, ={a}
. < c s; ={b, ¢}
c s, ={0
a — c ={c
=

Kazda ¢tev predstavuje konkrétni podmnoziry, které je zapsana $tem svych prvis ved-
le uvedeného stromi@Seni. Je evidentni, Ze kazdym dalSim prvkem, kzahyneme do stro-

muieSeni, se p@t wWtvi zdvojnasobi.

V piipads tiiprvkové mnoziny ziskavame tedy2x2 = 8 = 2 vétvi. Pro&tyiprvkovou
podmnoZinu podokinziskdme 16 podmnoZin, co? odpovida Pento pdet je roven satiu
prvka Pascalova trojihelnika pro n = 4. Rrprvkovou mnoZzinu ziskame" odmnozin.
Saadime-li nyni pislusné podmnoziny podle §a prvki, ziskdme p&et podmnozin o stej-

nych p@tech prvki jako ¢leny Pascalova trojuhelnika.

Tyto Uvahy mohou vést kitazu celkového pttu vSech podmnozi§ sk prvky mno-

nn
ziny S, ktera man prvka. Paet €chto podmnozin odpovida vzta@[kj =2".
k=0

Uvedena rovnost vyplyva z binomickéty (x+y)" = Z[ijky”_k ,kdex=1 ay=1.
k=0



O zmiréné metod a dalSich metodach, které se vztahuji k uvedenidigmatice, je mozné se
vice daist v [5].

PROBLEM 1

Kolika riznymi zgsoby @i pohybu pouze déla doprava od pismene o BR A ZE K

k pismeni je moznégist slovo OBRAZEK (viz obr. 1)? BRAZEK
e < ) ox RAZEK
ReSeni:Pri ¢teni slova pbrazek mizeme postupovat pouze ve dvou AZEK
smerech: doli a doprava. Symbolicky @ieme tuto skutaost zna- ZEK

zornit pomoci Sipek, —». Abychom se od p&teeniho pismene do- E K
stali k poslednimu, je nutnprovést Sest ipsurti z vychozi pozice. K
Hledame tedy piet vSech podmnozin zakladni mnoziny o Sesti Obr. 1

prvcich, které jsou dany uvedenymi&gnpostupu.

Dostaneme 2= 64 fiznych podmnoZin, které odpovidaji hledanémétyojak je moz-
né pgecist slovo pbrazek.
Zakreslime nyni zjednoduSeny plan situace. Vyuzjamlového grafu, ve kterém vrcholy
piedstavuji jednotliva pismena (uzly grafu), jejigfogice (hrany grafu)figedstavuji jednotli-
vé moznosti postuptteni daného slova, viz obr. 1a. Ve vrcholech ziéksi#i je vepsan po-

¢et cest, vedoucich od startu do daného vrchblpghybu ve srru Sipek. Poet dostup-

nych cest je dan sétem cest, které vedou doegaichozich pismen.

Se&teme-li vSechny ziskané hodnoty u posledniho pisnke dostaneme celkovy et
moznosti: 1 + 6 +15 + 20 + 15 + 6 + 1 = 64, §jnZnosti.

l-l *]l o1 o1 1 1 -1
°l ¢2 3 4 5 (6
*l «3 6 <10 <15

*l1 «4 10 20

el 5 15
el 6
o1
Obr. 1a

Uvedeny problém je mozno dale modifikovat &nih slovaci schémata, se kterymi pracuje-
me. Uve’'me rekteré z dalSich moznosti, jejickgSeni ponechanitendi:



Kolika rizznymi zgsoby @i pohybu od pismene k pismeni je moZméigt slovo KRUH,
CTVEREC, MAMINKA?

A C
KA CEC
NKA CEREC
H INKA CEREREC
HUH MINKA CEREVEREC
HURUH AMINKA CEREVTVEREC
HURKRUH MAMINKA CEREVTCTVEREC
HURUH AMINKA TVEREC
HUH MINKA VEREC
H INKA EREC
NKA REC
KA EC
A C

PROBLEM 2 - Hledani pottu cest od startu k cili uvedené trasy

Turisté stoupaji do kopce. Na kopec vedou serpgrticesta se samymi zéta
kami, doprava, doleva, potom zase doprava a zakvaa@ tak dale (viz obr.
2). Z mist, v nichZ se serpentiny ohybajizeme na vystupu pokiavat i p--

, mou cestou. Komu prudké stoupani nevadéensi cestu alas zkratit.

Obr. 2 Schéma planku

Ukol: Ke kazdému bodu, ve kterém se cestyiy napis, kolika zfisoby se tam turisté mohou
dostat. Samdejm¢ se gitom nebudou nikdy vracetulou stale vzfiru, ve sméru udaném
nékterou ze Sipek. Na prvni 8vozhrani jsou jiz spravn@Seni napsana. Ke startu jgopana

1, protoZe nikdeied startem nebylo rozcesti a dalo se tam dostategedinou cestou.



Poznamka keSeni:

Problém ukazujeipsvém vyeSeni na souvislost meadsly jako u Fibonacciho posloupnosti.
Cisla na jednotlivych rozcestich, prochazime-li poyth cestachipdlozeného planku, tvio
stejnou posloupnost, jako §g vétvi Fibonacciho stromu. VZdy nasleduje po dvou sdus
nich ¢islech jejich sotet. “Podivny strom Fibonacciho” roste podle dan@navidla: vzdy
v pristim roce kazda oi wtev za&ne fist snérem vzhiru; z Wtvi, které v pedchazejicim
(minulém) roce rostly stmem vzhiru, vyroste vzdy v fistim roce nova kmi vétev. Princip

nariistani ukazuje obr. 2a
P

1. rok 2. rok 3. rok 4. rok

Obr. 2a Po&et wtvi Fibonacciho stromu

Patet wtvi v jednotlivych letech tvid posloupnost: 1, 2, 3, 5, ... Pro naSeigloy budeme
tuto posloupnost nazyvat Fibonacciho posloupnegte o Fibonacciho posloupnost, v niz
vynechavame prvnilen 1 a to Zist¢ praktického évodu, nebé v konkrétnich fipadech na
hledani poétu cest vedoucich z daného mista do jinéhiapujeme péate&nimu mistu 1 (ne-
existuje vice moznosti, jak se do vstupniho misttad). Do konkrétniho mista se pakze-
me dostat pouzeies nejblizSi body, z nichZz do tohoto mista vedps(tj. dodrzujeme po-
voleny sné&r postupu).

55 keéeni:
34 H3 ) 7 7 w7 7 v I~ ~ 7 Ve "0 -
21 Pro zji®ovanicisla, které seifpiSe k dalSimu rozcesti, sittteme pomaoci

8  jednoduchym pekreslenim planku. Pofipsaniciselnych hodnot, vyjadiji-

2 3 cich p&et moznych cest, kterymi se do daného mista dasneiskame

graf na obr. 2b.

Obr.2b Prekresleni planku g&sSenim

Odpovd’: AZ na vrchol stoupéni existuje cekem &3mnych cest.

Poznamka O vyuziti grafi pii feSeni Gloh je pojednano rfap [6], [7]. Problémy 1 — 5 Ize
bez \&tSich obtiziresit jiz na zakladni Skole. Hokime-li v dalSim textu o Zakovi, mame na
mysli Zéka ZS i studenta nizSickindkt gymnazii.



PROBLEM 3 (ptevzat z [3])

V mist A virhla do bludis¢ vydSena mysi rodina(viz obr. 3).

ﬁﬂB VSechny mysirastre probehly bludisem do mista B. Z rozhovoru
OO O udychanych mysi jsme se déedi:
OO 1. Kazda mys &ela po chodldkach jen srrem doprava a na-
AF horu.
Obr. 3 Bludis 2. Zadné d¥ mysi nebZely stejnou cestou.

3. Kdyby bylo jegt o jednu mys vice, pak bykteré musely et
po stejné cest

Kolik cleni mela mySi rodina?

ReZeni:

Zakreslime zjednoduseny plan bludid¢rcholy vectvercove siti pedstavuji kizovatky (uzly
grafu), jejich strany chodby (hrany grafu) — viz.oBa. Ve vrcholeckitvercoveé sit je vepsan
pocet cest, vedoucich od startu do daného vrchiilpghybu ve sréru Sipek. Poet dostup-
nych cest je dan uvedenymddim. VyrazgjSi zprehledrini celé situace vnasi deSeni uziti

tzv. h-diagramu, kde neni nutno pouzivat Sipky (obr. 3b).

3—>9—> 18

rA A

> 3> 6> 9

A A A A

—>2—> 3—> 3

r A A
1> r>1

Obr. 3a Sibludist a klic Obr. 3b h-diagram

Odpovd’: Mysi rodina ngla 18¢lena.

Poznamka:

Hasseovské diagramy (h-diagramy) dovoluji podstaddukovat zadani vyznamnych relaci,
jejich grafovych reprezentaci a diagramovych znddr Fi jejich zavedeni vychazime

z orientovanych graéfposett (poset -¢ast&€né uspdadana mnozina - binarni relace na dané

mnoZzire M). Posety majiit vyznamné vlastnosti. Jsou reflexivni, antisynuddgi a tranzitiv-
ni. Fechod od orientovaného grafu posetu k jéhdiagramu znamena zjednoduseni [8]:
- odstranime vSechny sy v uzlech,



- odstranime vSechny ,tranzitivni“ hrany,
- uspdadame uzly do arovni (zdola nahoru, zprava dolped)e p@tu jejich gredchidci,
- odstranime vSechny Sipky.

Jednu z moznosti, jak se dopracovat k Pascaloyaheimiku, gedstavuji sportovni alohy.
Nasledujici problém jeipvzaty z [2] ReSeni je moznérpvést na hledani viech moznych cest
v orientovaném grafu.

PROBLEM 4

Hokejovy zapas skeihvysledkem 5:3. Kolikiznych ptibehiz mohl mit?

Re3eni:Nasledujici schéma zachycuje jeden z moznyahspii zapasu.

0:0 =—— 1:0 2:0 3:0 4:0 5:0
0:1 ll'l 2:1 3:1 4:1 5:1
0:2 1:2___ 2:2 3:2 4:2 5:2
0:3 1:3 2I:3— 3:3=——— 43— 5:3

Na obr. 4a,b je uveden graf situacersslpSnyh-diagram. Uzly odpovidaji jednotlivym sta-
vam, Sipka znazadiuje prechod z jednoho stavu do druhého. Hledantepeest vedoucich do
jednotlivych bod kosatvercove, resp. kosodélnikovéesiBmer postupu je dan vyzganymi

Sipkami.Cislo u uzlu pedstavuje pget dostupnych cest.

A o1 ! ! A ... vychozi uzel (stav 0 : 0)
1 B ... cilovy uzel (stav 5 : .

2 3 4 5 6
1

3 6 10 15 21
1
1 4 1C 20 35 56

B
Obr. 4a Graf situat Obr. 4b h-diagran %

Odpovd’. Patet vSech moznych pbéhia zapasu je 56.



Poznamka:

Zpusob nalezeni @ou vSech moznych cest wvercovych sitich popisuje Kopka [4]. Dany
pocet je mozno matematicky dir pouzitim kombinatorického vztahu pro (m+n) piivk pre-
sunout se tak o droxevyS — na sedni Skolu. Jednotlivéisla m, n udavaji get nutnych
posurii v daném srru, abychom se dostatidaného mista A do ¢gného mista B. Vyj&t
me-li tyto presuny pomaoci Sipek, -, je v naSemippact m =5, n = 3. Dostavame takdeb
hledanych cest

(m+n) _(5+3)_ 8 _

C=(mn)= = =56
miAn 5@ 53

Uvedeny vztah rize studeritm na stedni Skole poslouzit k @¥eni spravnosti naleze-
ného pdtu hledanych cest. Ulohy zatené na prohledavasivercovych, resp. kosodélniko-
vych a jinych siti nevyZzaduji specialni matematidkgednosti, jsou zajimavé, motivujici a je
MoZno vyuZit je pro nacvik prochazeni bludisti. IBbgji mnoho moznosti na vytieni tzv.
divergentnich Uloh [1]. Divergentni ulohy jsou veldilezité, protoZe vyZaduji aktivni po-
znavacicinnost, hledani, zkoumani, objevovani, vyard novych strategii a metdgdSeni a
tim vlastré vedou Z4ka, resp. studenta k uptatrtvaivych myslenkovych schopnosti pouZziti
heuristickych strategii. MySlenkové procesy feSeni &chto Uloh jsou procesyfipnichz je
feSeni zarené do §ky — produkuje itzné napady, alternativy, hypotézy.

U nasledujiciho problému ségsuneme z dvojroz€mého do trojrozrérného prostoru. Bu-

deme hledat pit cest v krychlovych sitich (obr. 5).

PROBLEM 5 - Cestovani po krychli

Zkoumejte peet nejkratSich cest z bodud8 zbyvajicich vrchélkrychle .

Reseni

Reseni je uvedeno na obr. 5a,b. Postupujeme p&dakeo u problému 2. Do daného vrcholu

se dostaneme praéstinictvim gedchazejicich, nevracime sezpostupujeme jen ve smu

Sipek. SitAme pdet cest, které vedou do vrchipk nichz vedou Sipky (viz obr. 5a,b).

U+V+W 6

Obr. 5 Obr. 5a,b



PROBLEM 6 - Cestovani po sousta¥ krychli

Kolik nejkratSich cest z bodu S vede do vSechelgith vrchat t# krychli?

Re3eni je uvedeno na obr. 6a.

Obr. 6 Obr. 6a

PROBLEM 7 — Cestovani po soustavkrychli
Zjistete pafet nejkratSich cest z bodu S do vSech viditelrbadi (vrchobi) dvou vrstev
krychli.

Re3eni je uvedeno na obr. 7a.

Obr. 7 Obr. 7a

Poznamka:

Podobr jako u problém 1 - 4 je mozno piet cest vedoucich mezi &wa misty po krychlo-
vé siti ugit pomoci vztahu

(p+d+h)

C(p.d.h) = p! el Cht

kde p{d, h} zn&i pccet kroki vpravo {dozadu, nahoru}.

Problémy 6, 7fadime mezi obtizjSi z hlediska prostorovérgdstavivosti o uspgadani
krychli a gipustného pohybu. Dopatuji Kk jejich feSeni pistoupit na sedni Skole.



Zaver

Netypické problémové ulohy se nevyZop az tak svoji matematickou obtiznosti, jako spis
novosti a nezvyklosti problémové situace. Problé&uayohou niZe byt pro Zakai studenta

i Gloha s triviainimie$enim, pokud negéatmeziiesiteli znamé ulohy. Uloha je presitele
neznama jen do okamziku jejihoiegeni, kdy se stava rutinni Glohou. Ale grékamzik,
kdy je problém viesSen, je veliceidezity pro objevovani novych metddSeni, aplikaci ma-
tematickych zakonitosti a je vlastnim presikem matematického vddvani zaka/studenta.
Reseni vySe uvedenych probl&rfe jednou z moZnosti, jak rozvijet heuristické Zosxni a
uvédomovat si aplikaci ziskanych poznaibti reSeni atypickych probléim
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