Resené ulohy

Kapitola 4. RESENE ULOHY

V této kapitole je pfedlozen soubor FeSenych uloh. Ulohy jsou rozdé&leny tematicky a
je uvedeno vzdy vice zplsobu feSeni s prislusnym komentafem. Posledni uvedena
metoda feSeni u kazdé ulohy je zaméfena na vyuziti definovanych vztahu a odpovida
stfedoSkolské arovni. Naopak prvni, pfip. dalSi, metody feSeni odpovidaji arovni na
zékladni Skole.

Vyuzity jsou zejména metody zndzornéni pomoci obrazku, vypisu vSech moz-
nosti s pfislusnym komentafem ¢&i vyuZiti logického stromu feSeni. Z tohoto pohledu
povaZzujeme ulohy za obecné vyuZitelné dle potfeby na zakladni ¢&i stfedni Skole,
v neposledni fadé mohou slouZit jako dobr& praprava pro kurz pravdépodobnosti pfi
studiu na vysoké Skole.

Zakam, resp. studentim, by mél byt ponechan dostateény prostor pro vlastni
objevovani zplsobU feseni.

4.1 KOMBINATORICKA PRAVIDLA

K1 Z mésta A do mésta B vede pét cest, z mésta B do C vedou t/ cesty.
Urcete pocet cest, které vedou z A do C a pfitom prochazeji B.

A B C

~—~

Obr. Kla Cesty

1. feSeni - kombinatorické pravidlo souctu

Kazda cesta z mésta A do mésta B m& 3 moZnosti, jak pokracovat v cesté do més-
ta C (viz Obr. K1b). Pouzitim kombinatorického pravidla sou¢tu dostaneme 15 moz-
nosti: (3+3+ 3+ 3+ 3=15).

-—
-
-

Obr.K1lb CestyzA doC

61



Resené ulohy

2. reSeni - kombinatorické pravidlo souéinu
Mnozina M; vSech cest z A do B je pétiprvkova, mnozina M, vSech cest z B do C je
tfiprvkova. Pocet prvki mnoziny vSech usporadanych dvojic

{[my, my], myeMy, m, eM,}

je roven 5, coz predstavuje pocet vSech cest z A do B; taktéz 3 -5 =15.

K2 Z dvanacti slov muzského rodu, deviti Zzenského a deseti stfedniho rodu, mame
tvorit trojice slov po jednom slové z muzského, Zzenského a stfedniho rodu.
Kolika zpusoby Ize proveést vybér?

Reseni - kombinatorické pravidlo souéinu

Z muzského rodu mame na vybér 12, z Zenského 9 a stfedniho 10 mozZnosti. Podle
kombinatorického pravidla soudinu existuje

12 -9-10 =1080 zpusobd.

K3 V koSiku lezi 12 jablek a 10 hruSek. Jirka si z ného vybere jablko nebo hrusku;
potom si Nada vybere ze zbyvaijicich 1 jablko a 1 hruSku.
V kterém pripadé ma Nada vice moznosti na vybér?

ReSeni - kombinatorické pravidlo souéinu

Jestlize si Jirka vezme jablko, pak bude mit Nada 11-10 = 110 zpUsobU vybéru.
Pokud si Jirka vybere hrusku, pak ma Nada 12-9 = 108 zplasobl vybéru.
TakZe vice moznosti vybéri bude Nada mit, pokud si Jirka vybere jablko, protoze

11-10> 129
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4.2 ULOHY NA VYUZITIi PERMUTACI

P1 Lenka si chtéla uSit sukni (viz Obr. P1) ze tfi barevnych dild a to z ¢erveného,
Zlutého a oranZzového. Pfemyslela, jak trojuhelniky na sukni poskladat.
Kolik m& Lenka moznosti?

3

Obr. P1 Sukné
1. reSeni
VypiSeme vSechny moZznosti uspofadéni barev na sukni. MiZeme vypisovat jen za-
gateéni pismena barev: Oranzova, Cervena, ZIuta.

Pro prvni trojuhelnik zvolime oranZovou barvu, pro druhy &ervenou a pro po-
sledni Zlutou. Barvy systematicky prohazujeme a jednotlivé moznosti zaznamename
do tabulky/schématu:

v ~

1.0,C, z 3. G, 57,6 0

N(

2.0,2,€C 4.6,0,7 6.72,0,C

Tab. P1 Moznosti usporadani

2. reSeni - kombinatorické pravidlo souéinu

Prvni trojuhelnik mGZzeme vybirat ze tfi barev (oranzové, Zluté, ¢ervené), na druhy
trojuhelnik uz jen ze dvou zbyvajicich barev (Cervend, oranzova; Cervena, Zluta; Zlu-
ta, oranzova) a na posledni trojuhelnik zGstane posledni jedna barva. To znamena

3-2-1=6 moznosti.
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3. feSeni - logicky strom

Jednotlivé moZnosti mizeme zaznamenat pomoci logického stromu moZznosti. Barvy
jsou opé&t oznadeny pod&ate¢nimi pismeny: Oranzova, Cervena, ZIuta.
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6 moZnosti pro kombinaci barev

4. feSeni - permutace bez opakovani
Tvofime v8echna rlizna poradi tfi rdznych prvka bez opakovani:
P(3)=3=3.2-1=6

Odpoveéd’ Pro raznou kombinaci barev ma Lenka 6 moznosti.

P2 Karolina dostala od kamaradek 5 raznych obrazkd (viz Obr. P2). Chce si je po-
vésit na sténu vedle sebe. Premysli, jak obrazky usporadat. Kolika zpdsoby md-
Ze obrazky vedle sebe povésit, jestlize nejvétSi ma viset uprostred?

Obr. P2 Obrazky
1. feSeni
VypiSeme vSechny moznosti. Obrazky si oCislujeme od 1 do 5. Prostfedni obrazek
musi byt nejvétsi (Obr. P2a):

1 2 3 4 5
Obr. P2a O¢islované obrazky
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Na prvni misto si zvolime jeden z obrazku, zbylé tfi obrazky vzajemné prohazujeme.
Z prostfednim obrazkem 3 nehybeme, stoji stale na stejném misté. V nasledujici ta-
bulce jsou uvedeny vSechny moznosti. Po¢et moznosti v kazdém sloupci odpovida
poctu permutaci bez opakovani ze tfi prvkd.

Tab. P2 Razeni obrazku

12345 21345 41325 51324
12354 21354 41352 51342
14325 24315 42315 52314
14352 24351 42351 52341
15324 25314 45312 54312
15342 25341 45321 54321

2. feSeni - logicky strom

Vyuzijeme ocislovani dle Obr. P2a). Treti obradzek bude stéle na stejném misté, proto
ho nebudeme vypisovat a vypiSeme pouze krajni moznosti.

o0 c e

L[ L[ =l el

1245 ] 1254 ] 1425 ] 1452 ] 1524 ] 1542 ]

Obr. P2b Logicky strom

Vzéjemnym prohozenim 1 a 2, dostaneme dalSich 6 moznosti. To samé udélame pro
la4,1ab5; celkem tedy existuje 6 + 6 + 6 + 6 = 24 mozZnosti.

3. feSeni - permutace bez opakovani

Jedna se o ruzné usporadani 4 prvku (obrazky 1, 2, 4, 5) neboli o permutaci ze &tyr
prvkd bez opakovani:

P(4)=4=4.3.2.1=24

Odpoveéd’ Existuje celkem 24 zpusobd, jak povésit obrazky na sténu.
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P3 Skupinka dvou divek a dvou chlapcd dostala 4 rdzné knizky, které si méli mezi
sebou rozdélit. Kolika moznostmi mohli knizky rozdélit?

1. feSeni - tabulka

VypiSeme si vSechny moznosti pomoci tabulek. Divky a chlapce si pojmenujeme
napf. Karel, Martin, Petra, Tereza. Knizky si oznac¢ime pismeny A, B, C, D. Do prvni-
ho sloupce v tabulce vypiSeme jména divek a chlapcu. Poradi jmen zanechame ve
vSech tabulkach stejné, pro lepsi orientaci v tabulce budeme ménit pouze knizky.

V Tab. P3a) budeme pfifazovat Karlovi vzdy knizku A. Martin ma v prvnim
sloupci ,moznosti“ na vybér tfi knizky (B, C, D); kdyZ mu zvolime napf. B, ma Petra
uz jen ze dvou moznosti (C, D). Zvolime-li knizku C, na Terezu zbude knizka D.
V druhém sloupci opét nechame Karlovi knizku A, ale také Martinovi knizku B a jen
Petra z Terezou si knizky prohodi. V tomto systému pokracujeme, dokud nevycer-
pame vSechny moznosti.

Tab. P3 a) Karel knizka A Tab. P3 b) Karel knizka B
Moznosti Moznosti
Jména Jména
1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11 12.
Karel A A A A A A Karel B B B B B B
Martin B B C C D D Martin A A C C D D
Petra C D B D B C Petra C D A D A C
Tereza D C D B C B Tereza D C D A (3 A
Tab. P3 c¢) Karel knizka C Tab. P3 d) Karel knizka D
Moznosti Moznosti
Jména Jména
13. 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20. 21. 22. 23. 24,
Karel C C C C C C Karel D D D D D D
Martin B B D D A A Martin B B C C A A
Petra A D B D B A Petra C A B A B C
Tereza D A D B A B Tereza A C A B C B

66



Resené ulohy

2. feSeni - logicka uvaha

Ulohu vyfesime logickou Gvahou. Nemusime vypisovat viechny moznosti, ale vypi-
Seme si jen jednu z tabulek (viz 1. feSeni). Zjistime, Ze pokud nechame jednomu
jménu stale stejnou knizku, vyjde 6 moznosti. Knizky jsou ¢tyfi (A, B, C, D), takze
celkem existuje 6 + 6 + 6 + 6 = 24 mozZnosti.

3. feSeni - permutace bez opakovani
Jedna se o poradi 4 prvki bez opakovani.
P(4)=4=24

Odpoveéd’ Celkovy pocet moznosti je 24.

P4 Petr si chtél odemknout zamek na kole. Zapomnél vSak ciselny kéd.
Pamatoval si jen, Zze kéd obsahuje tAi 1, jednu 8 a jednu 9. Kolik mél moznosti
pro sestaveni ¢iselného kédu?

1. reSeni — vypis vSech moznosti

VypiSeme vSechny moznosti Ciselného kédu se tfemi 1 a jednou 8 a 9 . Na prvni tfi
mista si zvolime 1 a dale 8 a 9, které mizeme vzajemné prohodit a vyjde tak druha
moznost. Déale vyménime jednicku ze tfetiho mista za 9. Ctvrtou moznosti je, Ze pro-
vedeme opét jen vyménu 8 za 9 a 9 za 8. atd.

Jednotlivé moznosti

10. 11. 12. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20.

© 0 R Rk R R
© O R PPN
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N e e
B © Rk © R
e R S (e =
© Rk P P ©
W R B R ©
B © Rk P o
B Rk P ©
B P ©
B B Rk ©
R R P © ©
N e e e

Tab. P4 Moznosti kédu

2. feSeni — permutace s opakovanim

Jedna se o permutaci 5 prvkd s opakovanim ze 4 danych, pfiemz se prvni prvek
opakuje 3krat:
5 5.4.3

= = =5.-4=20
311! 3!

P’ 3,1,1(5)

Odpoveéd Existuje celkem 20 moznosti Ciselného kodu.
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P5 Urcete, kolik rdznych slov (anagramd) bez ohledu na jejich vyznam lze sestavit
z pismen jména KATKA?

1. feSeni - vypis vSech moznosti

VypiSeme vSechny moznosti. Postupujeme podobné jako u pfikladu P4 - 1. feSeni.

K K A A T A K A K T T K K A A
K K A T A A K A T K T K A K A
K K T A A A T A K K T K A A K
K T K A A A A T K K T A A K K
K T A K A A K T A K T A K A K
K T A A K A K T K A T A K K A
K A T A K A T K K A
K A T K A A T K A K
K A K T A A A K T K
K A K A T A A K K T
K A A K T A K K A T
K A A T K A K K T A

Tab. P5 Anagramy

2. reSeni - permutace s opakovanim

Jedné se o permutaci péti prvkd s opakovanim z tii danych, pficemz se prvni a druhy

prvek opakuji 2krat.
, 5! 5.-4.3-2 60
224(5) 21.211 21.21 2

Odpoveéd’ Z pismen slova KATKA Ize sestavit 30 anagramu.
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P6 Urcete pocet anagramd, které |ze ziskat z pismen slova ACONCAGUA (nejvyssi
hora Jizni Ameriky).

1. feSeni - logicka uloha

Metoda vypisu vSech moznosti neni vhodna pro vetSi pocet prvka. Proto tento pfiklad
vyfeSime logickou uvahou.

Slovo ACONCAGUA ma 9 pismen: 3xA, 2xC, ostatni pismena jsou po jednom.
Vezmeme v Uvahu, Ze Zadné pismeno se neopakuje. Na prvnim misto vybirame jed-
no pismeno z 9 moznosti, na druhé misto z 8 moznosti, na tfeti misto ze 7 moznosti
atd. Uzitim kombinatorického pravidla soucinu dostaneme 362 880 moznosti. Uva-
Zujme nyni A, které se opakuje tfikrat. Zvolime A = A1 = A2 = A3. V Tab. P6: AAA
jsou vybrané dvé moznosti, na kterych je vidét, Ze anagram se nezmeéni. Uzitim
kombinatorického pravidla soucinu zjistime, Ze téchto moznosti je celkem 6: na prvni
misto vybiram ze tfi moznosti (A1, A2, A3) na druhé ze dvou a na tfeti zbude jedna
moznost, tj. 3 - 2 - 1 = 6 moznosti. Proto soucet 362 880 vydélime 6 a ziskame
60 480 anagrami. Stejnou Uvahu provedeme pro C, které se ve slové opakuje dva-
krat. Celkovy pocCet anagram je tedy 60 480 : 2 = 30 240.

Tab. P6 AAA

A;, A, A;, C C N O G U

A; A, A;, C C N O G U

2. reSeni - permutace s opakovanim

Jedna se o permutaci 9 prvkd s opakovanim z danych 6 prvku, pficemz se prvni
prvek opakuje 3-krat, druhy 2-krat a treti, Ctvrty, paty a Sesty prvek jsou po jednom.

9  9.8.7-6-5-4-3 60480

= = = 30240
11074 2 11 | 3.2

P’ 32111t 1t (9)

Odpoveéd: Ze slova ACONCAGUA muzeme vytvorit 30 240 anagramd.
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4.3 ULOHY NA VYUZITI VARIACI

V1 Kolik dvoucifernych éisel Ize sestavit z &islic 3, 5, 8? Zadna éislice se neopaku-
je.

1. FeSeni - logicky strom

3 moz. 2 moZ.

5 __, 35
3 <
8 —» 38
—» 53
5 < 3 > 6 dvojcifernych éisel
8 —» 58
< 3 —» 83 A A

8—»88/

N

— % 3:2 moznosti

V feSeni vypozorujeme téz kombinatorické pravidlo soucinu. Na mista desitek voli-
me jednu ze 3 Cislic a na mista jednotek volime ze zbylych 2 ¢islic: 3 - 2 = 6 dvojci-
fernych Cisel.

2. reSeni - vypis vSech moznosti

VypiSeme vSechny moznosti. Na prvni misto si zvolime jednu z Cislic a zbyvajici dvé
postupné prohodime.

35, 38
53, 58 6 dvojcifernych Cisel
83, 85

3. feSeni - variace bez opakovani
Jedna se o 2-jice tvofené z 3-prvkové mnoziny, pfiemz se zadny prvek v 2-jici neo-
pakuje.

3 3 3.2.1

V2(3):@:E—T:3'2:6, resp. V2(3):321:6

Odpovéd’ Dvojcifernych Cisel sestavenych z Cislic 3, 5, 8 je Sest.
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V2 Kolik dvoucifernych éisel Ize sestavit z éislic 0, 2, 6, 9? Zadna dislice se neopa-
kuje.

» Poznamka:

Hned na zadatku reSeni si musime uvédomit: zadné dvouciferné &islo nezadina 0. <

1. FreSeni
VypiSeme vSechny moZznosti. Na prvni misto si zvolime jednu z ¢islic rdznou od nuly
a zbyvajici tfi postupné prohodime:

20, 26, 29; 60, 62, 69; 90, 92, 96 ...... celkem 9 moznosti

2. reSeni - kombinatorické pravidlo souéinu

3 - szl -7 . . ) Tl
Na druhé misto mizeme volit také
" jen ze tfi &islic, protoze jedna &isli- ;
“~..__ ce uZ stoji na prvnim misté.
,--~7 Na prvni misto mdzeme zvolit
] . v s . \
jen 3 cislice (2, 6, 9).

Podle kombinatorického pravidla soucinu existuje celkem 3-3 =9 moznosti.

3. feSeni - variace bez opakovani

Tvorime dvojice ze &tyf prvkda bez opakovani. Jedna se o 2-¢lennou variaci ze 4 prv-
ka (0, 2, 6, 9). ProtoZe Zadné dvojciferné Cislo nezacina 0, musime odecist vSechna
Cisla, kde stoji nula na prvnim misté vytvoreného Cisla.Takova €isla jsou tfi (02, 06,
09).

4! 4 4.3.2

= =TT 4.3=212
(4-2p 2 2! 3

Vs (4) =
Pocet vSech hledanych dvojcifernych Cisel je V»(4) - 3 =09.

Odpoveéd’ Z Cislic 0, 2, 6, 9 Ize sestavit devét dvojcifernych &isel, u nichZ se neopa-
kuji cifry.
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V3 Pani Novakova prijde do malého kvétinarsstvi. Chce si nechat uvazat kytici ze
dvou druhd kvétin. V kvétinarstvi maji na vybér z 10 druhd kvétin, ale pani No-
vakové se karafiaty a narcisy nelibi, takze bude kombinovat z ostatnich kvétin.
Kolik je moznosti uvazani kytice pro pani Novakovou?

1. feSeni - kombinatorické pravidlo soucinu

Pani Novékova chce jen dva druhy. Prvni kvétinu muze vybirat z 8 druh( a druhou
uz jen ze 7 druhud. Dostavame 8-7 =56 moZznosti.

2. feSeni - vypis vSech moZznosti
VypiSeme vSechny moznosti. Z 10 druht vybirdme jen z osmi. Kvétiny si oznacime
pismeny A, B, C, D, E, F, G, H. Ke kazdé z 8 kvétin mame na vybér ze 7 zbylych
kvétin.
A-B,C,D,E,F G, H...7moznosti ~
B-A C,D,E F, G, H ... 7moznosti
C-AB,D,E, F, G, H... 7 moznosti
D-AB,C E F, G,H... 7moznosti

> T+7+7+7+7+7+7+7=56
E-AB,C,D,F, G, H... 7moznosti
F-AB,CD,E,G,H... 7moznosti

G-AB,C,D,E,F,H... 7moznosti

H-A B,C, D EF G..7moznosti _/

3. feSeni - variace bez opakovani
Jedna se o k-tice tvofené z n-prvkové mnoziny, k = 2 a n = 8, pfiemz se zadny
prvek neopakuje.

8! 8 8.7-6
2(8)= =

=== 7 -8.7=56
(8-2) 6! 6!

Odpoveéd’ Existuje 56 moznosti uvazani kytice.
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V4 Urcete, kolika zplsoby Ize sestavit rozvrh na jeden den pro tfidu, v niz se vyu-
Cuje dvanacti pfedmétim a kazdému nejvySe jednu vyucovaci hodinu denné, ma-li
se rozvrh skladat ze Sesti rdznych vyucovacich hodin.

1. feSeni - logicka uvaha

Je dvanact pfedmétu a Sest hodin. Prvni hodinu volime z 12 pfedmétl, druhou hodi-
nuz 11, tfeti z 10, ... , atd. az Sestou z 7 pfedmétd. Uzitim kombinatorického pravidla
soucinu dostaneme 12 -11-10-9 -8 -7 =665 280 zpusobu pro sestaveni rozvrhu.

2. feSeni - variace bez opakovani

Jedné se o Sestice tvofené z dvanactiprvkové mnoziny, pficemz se zadny prvek v Se-
stici neopakuje (na poradi nezalezi).
12!
Ve(12)= 5 = 665280

Odpovéd’ Jeden vyu€ovaci den skladajici se ze Sesti riznych pfedmétl Ize sestavit
665 280 zpusoby.

V5 Kuffik ma heslovy zadmek, ktery se otevre, kdyZ na kazdém z péti kotoucd na-
stavime spravnou cislici; téchto ¢islic je na kazdém kotouci devét (1, ..., 9).

A. Urcete nejvétSi mozny pocet pokusd, které je nutno proveést, chceme-li kufrik
otevrit, jestlize jsme zapomnéli heslo?

B. Stacily by k otev/eni zamku ,3 dny“, jestlize jednu kombinaci ¢islic nastavu-
jeme 4s?

1. freSeni - kombinatorické pravidlo souc€inu

1. FeSeni A: 9 9 9 9

Na kazdé misto kotouc¢e mizeme zvolit jednu Eislici z deviti moznych (1, ..., 9). Pro
celkovy pocet moznosti ziskame

9-9.9.9.9 = 9° =59 049 moZnosti.

2. reSeni A - variace s opakovanim
Jedna se o pétici tvofenou z 9tiprvkové mnoziny, pficemz prvky se v pétici opakuiji.
V'5(9)=95 =9.9.-9.9.9=59049.

Odpoveéd’ Nejvétsi mozny pocet pokusu je 59 049.
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ReSeni B:
3dny...... 259 200s (1min = 60s; 1h = 3600s; 1den = 86 400s)
1 kombinace trva...... 4 sec
pocet kombinaci............ 59 049
59049 - 4 = 236 196 sec
Odpoveéd’ Protoze 259 200 sec > 236 196 sec, k otevieni zamku by 3 dny stacily.
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4.4 ULOHY NA VYUZITi KOMBINACI

C1l Ve spolecnosti Sesti osob si pritukl sklenkou kazdy s kazdym. Kolik cinknuti se
celkem ozvalo? (Pri kazdém prituknuti se ozvalo cinknuti a Zadn& dvé cinknuti
nesplynula.)

1. reSeni - tabulka

VypiSeme vSechny moznosti cinknuti do tabulky. Osoby oznadime pismeny A, B, C,
D, E, F. V tabulce tvofime dvojice, které si spolu pfitukly. Dvojice se nesmi opakovat.

Osoby A B cC D E F
A AB AC AD AE AF
B BC BD BE BF
C CD CE CF
D DE DF
E EF
F

Tab. C1: PAtuknuti
2. reSeni — uziti grafu

Sestrojenim neorientovaného grafu na sedmi uzlech ziskame pocet vSech cinknuti.
Spojnice predstavuji prituknuti, uzly jednotlivé osoby.

pocet ¢ar = pocet cinknuti
~
O/l\\ o

Obr. C1 PAtuknuti

3. feSeni - kombinace bez opakovani

Hledame pocet vSech dvojic vytvorfenych ze Sesti prvkd, na poradi prvka nezalezi a
zadny prvek se ve dvojici neopakuje:

6
.0+ (F] - 2 1

Odpovéd’ Celkem bylo slySet 15 cinknuti.

75



Resené ulohy

C2 Na fotbalovém turnaji devatych tfid se setkalo 8 muzstev. Kazdé muzstvo hralo
s kazdym muzstvem 1 zapas. Kolik zapasu se v tomto turnaji odehralo?

1. feSeni - tabulkové schéma

VypiSeme vSechny zapasy pomoci tabulky. MuZstva si pojmenujeme podle jmen ka-
pitand: PETR - P, HONZA - H, MIREK - M, JAKUB - J, VASEK - V , LIBOR - L,
DAN - D, KAREL - K

P H M J \% D K
P -H P-M P-J P-V P-D P-K
H H-M  H-J -V H-D H-K
M M-J M-V M-D M=K
J J-V J-D J-K
\% V-D V-K
D D-K
K
Tab. C2 MuZzstva
2. freSeni - grafické feSeni (viz tloha C1 - 2. feSeni)
Q o
Uzly grafu (barevné puntiky) znac¢i muZstva a spojnice N\\

jednotlivé zdpasy. Kazdy musi hrat s kazdym, a proto C§\
z kazdého uzlu grafu musi sméfovat spojnice ke vSem \\
ostatnim. o

Obr. C2 Muzstva

» Poznamka:

V pripadé vétsiho poctu prvkd - uzlu v grafu - se graf a tim i feSeni stava neprehled-
nym a je lepsi zvolit jinou metodu FeSeni. <

3. feSeni — kombinace bez opakovani

Jedné se 2- prvkovou podmnozinu dané 8-prvkové mnoziny, na poradi prvka nezale-
Zi a Zadny se v ni neopakuje.

8
C,(8) = (2} . % _ 28

Odpovéd’ V tomto turnaji se odehralo 28 zapasu.
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C3 Herni systém hokejového turnaje pro deset muzstev spociva v tom, Ze v kazdé
ze dvou skupin po péti druzstvech sehraje kazdé s kazdym jeden zapas. Prvni
dvé muZzstva z obou skupin postoupi do finale, kde opét kazdé s kazdym sehra-
je jeden zapas. AvSak s vyjimkou druzstev, ktera jiz spolu hrala ve skupiné. Ur-
Cete celkovy pocet zapasu v turnaji.

1. reSeni

Muzstva jsou rozdélena na dvé skupiny po péti. Oznacime si je napf. v prvni skupiné

A, B, C, D, E av druhé skupiné K, L, M, N, O.

1. skupina 2. skupina
A B C D E K L M N O
A - B,C,DE K - L,MNO
B - C/DE L - M/N,O
CcC - DE M - NO
D - E N - O
AZ K
B L

Tab. C3 Hokejovy turnaj

V Tab. C3 je vidét, Ze v kazdé skupiné probéhne 10 zapasu (muzstvo A hraje s B, C,
D, E, muZstvo B hraje s C, D, E, (s muzstvem A jiZ ne proto, Ze by s nim hrélo po-
druhé), atd.. Stacilo by zjistit po€et zapasu jen u jedné skupiny, protoZze se jedna o
skupiny se stejnym poctem muzstev a stejnymi podminkami. Celkem se uskutecni 20
zapasl. Prvni dvé muZstva z obou skupin postoupi do finale, kde opét kazdé
s kazdym sehraje jeden zapas. AvSak s vyjimkou druzstev, ktera jiz spolu hrala ve
skupiné. NezaleZi na poradi (o jaké muzstvo jde). Bez Ujmy na obecnosti Ize pfedpo-
kladat, Zze vyhrala muZstva A, B, K, L. Musi tedy jeSté probéhnout 4 zapasy, a to
meziA-K,A-LaB-K,B-L.Zapasy A - B, K- L jiz prob&hly v pfislusné skupiné.

Celkovy pocet zapasu je 20 + 4 = 24.
2. freSeni - kombinace bez opakovani

Pocet zapasu v kazdé skupiné je dan kombinaci dvou prvkd bez opakovani z danych
péti. Ve finale pocgitame 2-Elennou kombinaci ze Ctyf prvki (4 muzstva ve finale), ale
musime odecist dva zapasy, které jiz probéhly ve skupiné:

5\ (4
2-02(5)+cz(4)—2:2-(2}@—2:24

Odpovéd’ V turnaji se uskutecnilo celkem 24 zapasu.
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C4 V obchodé méli 5 druhd lizatek. Kolika zpdsoby mohla Katka koupit 3 lizatka?

1. feSeni - logicka uvaha
Lizatka si oznacime A, B, C, D, E.

1. Vybereme jen jeden druh. ProtoZze mame 5 druhd lizatek ( A, B, C, D, E), je 5 moz-
nosti vybéru:

A A A
B B B
E E E

2. Dva druhy budou stejné a tfeti jiny. Dvé lizatka jsou stejna a to treti vybirdme ze
Ctyf zbylych druhd lizatek. Misto A zvolime B a dalSi &tyfi mozZnosti, druh( je pét, cel-
kem tedy 4 -5 =20 moZnosti

A A B B B
C
D
E

moo>»

3. Kazdeé lizatko je jiné. VypiSeme vSechny mozné pfipady. Prvni - A, B, C; druhy -
nechame A, B a dame D;...

A B C
D
E
A C D
E
A D E
B C D
E
B D E
C D E

Celkovy pocet moznosti: 5+20+10=35.
2. feSeni - kombinace s opakovanim

Jedna se o 3¢lennou kombinaci s opakovanim z danych 5 prvka.

, 5+3-1) (7| 7-6-5
C3(5):{ 3 J:(3]:3-2-1:35

Odpovéd’ Celkem existuje 35 moznosti vybéru lizatek.
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A" 4

4.5 NAROCNEJSI ULOHY

N1 Urcete, kolika zpdsoby je mozné pfemistit pismena slova BATERKA tak, aby se
souhlasky a samohlasky stridaly.

1. feSeni - kombinatorické pravidlo soucinu

Slovo BATERKA obsahuje celkem 7 pismen, z toho 3 samohlasky (2 x A, 1 X E) a
4 souhlasky (B, T, R, K). Aby se stfidaly souhlasky a samohlasky, musi byt na prv-
nim misté souhlaska:

S - souhlaska

S M S M S M S M - samohlaska

Schéma N1 BATERKA W

Souhlasky S jsou 4 a kazda jina. Na prvni misto miZzu vybirat ze 4, pak ze 3, dale ze
2, nakonec z 1. Podle kombinatorického pravidla soucinu existuje 4 -3 -2 -1 =24
moznosti, jak srovnat souhlasky. Dale mame 3 samohlasky M, ale dvé jsou stejné
(A). Pro usporadani samohlasek existuji nasledujici 3 moznosti: AAE, AEA, EAA.
Podle kombinatorického pravidla soucinu pro kombinaci samohlasek a souhlasek
existuje 24 - 3 = 72 zpusobd.

2. reSeni - permutace s a bez opakovani

Jedné& se o permutaci bez opakovani pro souhlasky (P(4) = 4! moznosti) a permuta-
ci s opakovanim pro samohlasky (Pé(3) =3!/2! moznosti). Dale pouZijeme kombina-
torické pravidlo soucinu.

| .
d 43232 7

P(4)-P",(3)= 4!'5 >

Odpovéd’ Pfi zachovani stfidani souhldsek a samohlasek Ize pismena slova BA-
TERKA pfemistit 72 zpUsoby.
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N2 Urcete pocet vSech trojuhelnikd, z nichz Zzadné dva nejsou shodné a kazda je-
jich strana ma velikost vyjadrfenou jednim z Cisel 4,5, 6, 7.

1. feSeni - logicka uvaha
Ulohu vyfe$ime pomoci &astedného vypisu moznosti. Kazdy trojuhelnik vyjadfime

trojici ve tvaru napf. (4 —4 — 4).

Rovnostranné trojuhelniky: (4-4-4); (5-5-5);
(6-6-6); (7-7-7) 4 moznosti

Rovnoramenné trojuhelniky:  (4-4- ¢)

N

567
(5-5- =)
467
12 moznosti
(6-6- ) (vypocet: 4 - 3)
4 57
(7-7- %)
456
Raznostranné trojuhelniky:  (4-5-6); (4-5-7);
(4-6-7); (5-6-7) 4 moznosti

Celkovy pocet moznosti: 4 + 12 + 4

2. feSeni - kombinace s opakovanim

Jedna se o 3¢lennou kombinaci s opakovanim ze 4 prvku:

K,3(4):(3+4—1J:(6): 654 .,

3 3 3-2

Odpovéd’ Pocet vSech moznych trojahelnika je 20.
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N3 Urcete pocet vSech c¢tyrcifernych Cisel délitelnych ¢ty/mi, v nichz se vyskytu;ji
pouze cifry 1, 2, 3, 4, 5. Cislice se mohou opakovat.
1. feSeni - kombinatorické pravidlo soucinu

Nejprve si musime uv&domit znak délitelnosti &tyfmi. Cislo je délitelné &tyfmi, pokud
je posledni dvojcisli nasobkem ¢tyfr.

Dvojciferné nasobky &tyf: 12,16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, ...

5 moznosti 5 moznosti . o

Tvofime Ctvefice (o o o o), pfiCemzZ na prvni dvé pozice mame vzdy 5 moznosti pro
volbu z &islic 1, 2, 3, 4, 5. Podle kombinatorického pravidla soucinu existuje celkem
5.5 = 25 moZnosti vybéru.

Posledni dvojcisli muze byt: 12, 24, 32, 44, 52 - celkem 5 mozZnosti.

Ke kazdé moznosti pro prvni dvé mista (5 - 5 = 5 moznosti), pfidame 5 moZnosti na
poslednich dvou mistech. PocCet hledanych moznosti je 25 - 5 = 125.

2. reSeni - variace s opakovanim

Pro vybér cifer na prvni dvé pozice pouZijeme variace s opakovanim V,(5). Dalsi
Gvaha je stejna jako u prvniho feSeni.

5-V,(5)=5-5*=5-25=125

Odpovéd’ Pocet Ctyfcifernych Cisel délitelnych ¢tyfmi sestavenych z cifer 1, 2, 3, 4,
5je 125.
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4.6 GEOMETRICKE ULOHY

G1 Kolik pfimek uréuje dvanact rdznych bodd v roving, z nichz zadné tA nelezi
v pfimce?

1. feSeni — logick& uvaha

Pfimka je ur¢ena dvéma body. Mame celkem 12 bodu:
prvni bod spojime se viemi ostatnimi body (viz Obr. G1) a
ziskame 11 pfimek. DalSi bod spojime opét se vSemi bo-
dy, aZz na ten, ktery byl spojen s prvnim bodem. Ziskame
10 pfimek.

Timto zplasobem Ize pokraCovat az do posledniho

Obr. G1 llustrace pfimek vy x . v - v
P bodu, pficemz se pocet pfimek vzdy snizi o jednu.

Uzitim kombinatorického pravidla sou¢tu dostaneme:

11+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1=66 pfimek

2. reSeni - kombinace bez opakovani

Jde o 2¢lennou kombinaci ze 12 prvkd — spojujeme vzdy dva ruzné body z danych
dvanacti bodu:

K,(12)= (122] = %11 =66

Odpovéd’ Dvanact riznych bodi ur€uje 66 pfimek.
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G2 Vroving je dano 8 bodu, z nichz 4 lezi v jedné pfimce. Kolik pfimek tyto body

urcu;ji?

1. feSeni - grafické rFeSeni

Vime, ze pfimka je tvofena dvéma body. Prvni
bod spojime se vSemi ostatnimi body, ziskame 7
pfimek. Pak spojime druhy bod s ostatnimi kromé
bodu, ktery uz jsme spojili s prvnim - celkem 6
pfimek. Takto pokracujeme dale a zjistime, ze se
pocet pfimek vzdy snizuje o jednu (viz Obr. G2),
celkem 28 pfimek (28=7+6+5+4+3+2+1).

/
Obr. G2 P¥imky

Avsak ze Ctyf bodu lezicich v jedné pfimce vytvofime
pouze jednu pfimku (6 splyvajicich). Tyto splyvajici pfimky musime odecist, avSak
nesmime zapomenout onu jednu vytvofenou pfimku pficist. Celkovy pocet pfimek je

proto
28—6+1=23.

2. reSeni - vypis moznosti

DalSi moznosti feSeni je vypis vSech moznosti. Jednotlivé body si mizeme ocislovat
Pomoci dvojic bodl napf. 1 - 2, 1 - 3, ... ziskame vSechny pfimky.

3. feSeni - kombinace bez opakovani

Pfimka tvofend dvéma body (2-Clennd kombinace z 8 prvkd), od které odelteme
2-Clennou kombinaci ze Ctyf prvkd (4 body leZici v jedné pfimce) a pficteme pfimku,

Vv niz dané Ctyfi body lezi.

Kz(8)—K2(4)+1:[BJ_(“]H:%_%

2 2

Odpoveéd’: Osm raznych bodu uréuje 23 pFimek.
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G3 Urcete, v kolika bodech se protina 9 pfimek v roviné, jestlize ¢tyf jsou rovno-
bézné a zadné tfi neprochazeji tymz bodem.

1. feSeni - grafické rFeSeni
Narysujeme 4 pfimky, které musi byt rovnobézné. Doplnime zbylé riznobézné pfim-
ky, tak aby Zadné tfi neprochazely tymz bodem. Seéteme vSechny priseciky.

Obr. G3 Pruaseciky pfimek

2. feSeni - kombinace bez opakovani
Pocitat budeme 2 ¢lennou kombinaci z 9 prvku od které odegteme 2¢lennou kombi-
naci ze 4 prvka (rovnobéZzky se neprotinaji, proto neziskame (jprﬂseéiky).
9 4 . :
K2(9)—K2(4)=( j—( J:_g 8_43 _35_6-30

2 2 2 2

Odpovéd’ 9 pfimek, z nichZ 4 jsou rovnobézné, se protina ve 30 bodech.
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G4 V jedné roviné lezi 8 bodd, z nichz 4 lezi v jedné pfimce. Kolik tyto body urcéuji
trojuhelnikd?

1. feSeni »

Body si oCislujeme od 1,..., 8. Posledni Ctyfi body budou s
v jedné piimce. Trojihelnik je tvofen tfemi body, proto ,
budeme vytvaret trojice bodul, napf. ve tvaru (1-2-e). Po- .
Cet takto vytvorenych trojic je roven poctu hledanych troj-
Uhelnika.

Na Obr. G4 jsou znazornény vSechny trojuhelniky T ~ §.
s jednou stranou 1-2. Postupujeme systematicky, jak je
ziejmé z nize uvedeného schématu G4. Timto zplisobem po- ©Obr. G4 Zakladna 1-2
stupujeme, dokud nevycCerpame vSechny moznosti.

(1-2-3); (1-2-4); (1-2-5); (1-2-6); (1-2-7); (1-2-8)
(1-3-4); (1-3-5); (1-3-6); (1-3-7); (1-3-8)
(1-4-5); (1-4-6); (1-4-7); (1-4-8)

(1-5-6); (1-5-7); (1-5-8)

(1-6-7); (1-6-8)

(1-7-8)

(2-3-4); (2-3-5); (2-3-6); (2-3-7); (2-3-8)
(2-4-5); (2-4-6); (2-4-7); (2-4-8)
(2-5-6);(2-5-7)(2-5-8)

(2-6-7); (2-6-8)

(2-7-8)

(3-4-5); (3-4-6); (3-4-7); (3-4-8)
(3-5-6)(3-5-7)(3-5-8)

(3-6-7); (3-6-8)

(3-7-8)

(4-5-6); (4-5-7); (4-5-8)

(4-6-7); (4-6-8)

(4-7-8)

3. feSeni - kombinace bez opakovani

Trojuhelnik je ur€en tfemi raznymi nekolinearnimi body — tvofime 3-&lenné kombina-
ce z osmi prvku, od nichz ode¢teme 3-Elennou kombinaci ze €ty prvku, protozZe tyto
Ctyfi body lezi v jedné pfimce a netvofi tedy trojuhelnik. Kdyby dané Ctyfi body nele-
Zely v jedné pfimce, tvofily by &tyfi trojuhelniky.

8) (4 876 4-3.2
Ks(8)-Ky(4)=| || [+1= - =56-4=52
3(8)-K5(4) ( ] ( ]Jr 3.2.1 3.2.1

3 3

Odpovéd’ Zadané body ur€uji celkem 52 trojuhelnika.
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G5 Kolik existuje trojuhelnikd, jejichz vrcholy jsou totozné s vrcholy daného Sesti-
Uhelniku?

1. feSeni - grafické reSeni

Ulohu si mGzeme narysovat (nebo nacrtnout). Pokud si zvolime jednu stranu
z Sestithelnika za zakladnu trojuhelniku (viz Obr. G5a), zakladna je vyznagena nej-
silngjSi ¢arou, a spojime postupné s vrcholy Sestithelniku, vyjdou ¢tyfi trojuhelniky.
Jelikoz Sestithelnik ma Sest stran (zakladen), tak podle kombinatorického pravidla
soudinu ziskame 6 - 4 = 24 trojuhelniki. Sest trojuhelnikd se v3ak prekryva (viz Obr.
Gb5b) a ty musime odecist (24 — 6 = 18 trojuhelnikd). Nesmime vSak zapomenout na
trojuhelniky, které nemaji zakladnu na zadné strané Sestithelniku - vnitfni trojuhelni-
Ky (viz Obr. G5c). Celkovy pocet trojuhelnikd, které maji vrcholy totozné s vrcholy
daneho Sestithelniku, je tedy 18 + 2 = 20.

Obr. G5a Tvorba Sestithelnikt

Obr. G5b Prekryvajici se trojuhelniky

Obr. G5¢ Vnitini trojahelniky

2. reSeni - kombinace bez opakovani

Kazdy trojuhelnik pfredstavuje trojici vybranou ze 6 danych bodd. Jedna se tedy
o tficlennou kombinaci bez opakovani ze 6 prvkd.

K3(6)=[6J—6'5'4—%=2o

3) 3.2.1 6

Odpovéd’ Celkem existuje 20 trojuhelnikd.
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G6 V prostoru je dano 10 raznych bodd. Kolik rovin tyto body urcéuiji, jestlize zadné
tA nelezi v jedné roviné?

1. feSeni - logicka uvaha

Nejprve si musime uvédomit, Ze rovina je tvofena tfemi body. Body si oCislujeme od
jedné do deseti. Jestlize budeme tvofit trojice a zaéneme napf. trojici (1 - 2 - o). Po-
stupujeme podobné jako u pfikladu G4.

Na tfeti pozici vystfidame postupné body (3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10). Takto ziskame
8 trojic neboli 8 rovin. Dale nahradime dvojku (na druhém misté v trojici) Cislem tfi a
na tfeti misto budeme opét postupné zaménovat body (4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) - ziskame
dalSich 7 rovin; takto mizZzeme pokracovat.

Rovin, které zacinaji jednic¢kou, je celkem: 8+ 7+6+5+4+3+2+ 1= 36.

Dale jedni¢ku na prvnim misté v trojici nahradime dvojkou a tvofime trojice (2 — 3 - o)
Postup opakujeme jako v pfedchozim pfipadé. Na poslednim misté mizeme obmé-
novat body (4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) a tim dostaneme 7 rovin. KdyZ postupné nahradime
trojku na druhém misté vSemi zbyvajicimi body - Cisly, ziskame dalSich 28 moznosti
(7+6+5+4+3+2+1).

DalSi po¢ty moznych rovin, odpovidajicich €islu na prvni pozici v dané troijici,
jsou uvedeny nize:

3. 6+5+4+3+2+1=21 (na prvni pozici je €islo 3)
4...... 5+4+3+2+1=15 (na prvni pozici je Cislo 4)

Celkem36+28+21+15+10+6+3+1=120

2. feSeni - kombinace bez opakovani

Jde o 3 ¢lennou kombinace bez opakovani z 10 prvka.

10\ 10-9-8 720
@(10):[3]: a1 " ¢ ~ L%

Odpovéd’ Deset bodu ur€uje 120 rovin.
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.Mili studenti, BN
abyste si nemysleli, Ze kombinatoriku N
v bézném zivoté nepotkate, uvedu vam, S

~-._ nejen pro pobaveni, pfiklad ze Zivota." Pt

Zenska kombinatorika (aneb nemam co na sebe)

Zenskéa kombinatorika, obdobné jako Zenska logika, vychazi z matematické discipliny rozsifené o né-
kolik dalSich, klasické matematice neznamych, poucek. Pfiblizme si Zenskou kombinatoriku na prikla-
du:

Reknéme, Ze neboZacka ma pracovni schiizku a chce byt za Smrncovni babu. K dispozici ma
troje punéochéce, tfi v tomto roénim obdobi pouzitelné sukné (kdo by to byl fekl a tA sluSna tricka.
Predpokladame-li, Ze nebozacka mé vSech pét pohromadé a chce si vzit pravé jedny puncochéce
s jednim trickem a sukni, nabizi takto definovany Satnik dvacet sedm moznych kombinaci. To neni tak
Spatné, ze?

Jenze tady do toho vstupuje zensky prvek:

1. Jedny punéochéace jsou prouzkaté a jedna sukné kostkatd, coz kombinaci vyluéuje.
(zékon o nekombinovatelnosti urcitych kostek s uréitymi pruhy).
Sup tA kombinace pryé.
2. Ty prouzkaté pun€ochéace jsou navic hnédé. A to nejde k ¢erné elegantni sukni (pravidlo ladu a
skladu)...
A dalsi t/i kombinace fué.
3. Pak je tu ta oranzova sukné... ta je dobra, ale na pracovni schiizku by se hodila, leda ze by Slo o
konkurz na Pipi. A to nejde (koeficient pfiméfenosti).
Pry¢ s ni i s deviti ji zahrnujicimi kombinacemi!
4. Atahle (fialova) kostkovana sukné se neda vzit ani s tim rdzovym ani s ¢ervenobilym trickem
(princip averze barev).
Milé ¢tyri kombinace, sbohem...
5. Na télovych puncochacich se pfi pokusu o oble¢eni udélalo oko (Ne-Mehlova véta)...
Dalsi ¢ty kombinace.
6. Takze ndm tu zbyva to bilé tricko, které si ... dopréic... po Vanocich vazné vzit nemudzu (zakon o
zachovani hmoty).
Tak to jsme o dvé kombinace kratsi.
7. Ajesté ervenobilé tricko a... moment, zda se mi to, nebo... KOCKY!
(Pravidlo Spinavé kocici pracky) A ted'jesté o dvé.

Podtrzeno, seéteno: Mame tu ¢erné puncochace a ¢ernou sukni a k tomu r@izové triko 2> (logicky za-
vér) nemam co na sebe!

(Zdroj: http://shcleeba.blogspot.com)
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