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Urcity integral mizeme strucné charakterizovat jako redlné Cislo, kterym vyjadrujeme
celkové mnozstvi, napriklad obsah, hmotnost, praci proménné sily, ... .

Motivacni uloha:
Jak se uréi obsah S obrazce ?

S =0,25.£(0) + 0, 25.£(0,25) + 0, 25.£(0,5) + 0, 25. (0, 75) = 0, 55208

Pocet casti Soucet Pocet casti Soucet
4 0,552 080 128 0,662 669
8 0, 606 766 256 0,664 429
16 0,636 056 512 0,665176
32 0,651175 1024 0,665 218
64 0, 658 848 2048 0, 666 228

Takto vyjadrime Cisla (soulty), ktera priblizné vyjadfuji Cislo S.
Pritom plati, ze Cislo S mize byt vyjadreno uvedenym postupem s libovolnou
presnosti.
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Urcity integral

Poznamka
Obdélniky mizeme vyjadrit mnoha zplsoby tak, ze jednu stranu kazdého z nich
volime funkéni hodnotu f(c), kde ¢ je libovolné Cislo v ¢aste¢ném intervalu.
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volime funkéni hodnotu f(c), kde ¢ je libovolné Cislo v ¢aste¢ném intervalu. (v
prikladé jsme volili levy krajni bod)

Hledané &islo S je uréeno funkci f(z) = 2® + 3 a intervalem [0, 1], zapisujeme ho

! 1
/0 (z° + §)da:

a Cteme ,urcity integral funkce 22 + £ na intervalu [0, 1]“.
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Definice
Necht f je funkce definovana na intervalu [a, b].
a) Interval [a, b] rozdélime na ¢astecné intervaly

(xo, x1], |1, 23], -, [Tn_1,Tn],

kdea=xp <1 <290 < - <1<, =0.
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Definice
Necht f je funkce definovana na intervalu [a, b].
a) Interval [a, b] rozdélime na ¢astecné intervaly

(xo, x1], |1, 23], -, [Tn_1,Tn],
kdea=xg <1 <29 < - <xp_1<x,, =0b. Mnozinu délicich bodi
D = {xo,xl,xg,...,xn}

nazveme délenim D intervalu [a, D).
Délku intervalu [z;_1, x;] oznadime Ax;, tj.

ACE@ZCIZZ‘—xi_l, 7):1,2,...,71

a nazveme krokem délenim D.
Maximalni krok déleni D oznacime

h(D) = maxlgign{Axi} .
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b) K dané funkci f a déleni D utvofime soucet
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Urcity integral

b) K dané funkci f a déleni D utvofime soucet
S(D, f) = f(c1)Azy + f(c2)Axg + -+ + f(cn)Azy

kde c1, co, ..., ¢y jsou libovolné body, zvolené v jednotlivych ¢asteCnych intervalech,
tj.
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S(D, f) = f(c1)Azy + f(c2)Axg + -+ + f(cn)Azy

kde c1, co, ..., ¢y jsou libovolné body, zvolené v jednotlivych ¢asteCnych intervalech,
t].
C1 € [3307331]7 C2 € [331,332], .oy Cn € [xn—laxn] .
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b) K dané funkci f a déleni D utvofime soucet
S(D, f) = f(c1)Azy + f(c2)Axg + -+ + f(cn)Azy

kde c1, co, ..., ¢y jsou libovolné body, zvolené v jednotlivych ¢asteCnych intervalech,
t].
C1 € [3307331]7 C2 € [331,332], .oy Cn € [xn—laxn] .

Soucet S(D, f) nazveme integralnim souctem funkce f.
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c) Jestlize za uvedenych predpokladii existuje takové Cislo I,
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c) Jestlize za uvedenych predpokladli existuje takové Cislo I, které Ize aproximovat
integralnim souctem s libovolnou presnosti, tak toto cislo I nazyvame urcity integral
funkce f na intervalu [a, b]
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Poznamka (presny vyznam ,,aproximovat Cislo I integralnim sou¢tem s libovolnou
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Poznamka (presny vyznam ,,aproximovat Cislo I integralnim sou¢tem s libovolnou
presnosti*)

Pro kazdé prirozené k existuje Cislo H > 0 tak, ze pro libovolné déleni D intervalu
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integralnim souctem s libovolnou presnosti, tak toto cislo I nazyvame urcity integral
funkce f na intervalu [a, b]

a piSeme

I:/abf(:z:)d:z:.

Poznamka (presny vyznam ,,aproximovat Cislo I integralnim sou¢tem s libovolnou
presnosti*)
Pro kazdé prirozené k existuje Cislo H > 0 tak, ze pro libovolné déleni D intervalu
la, b] s maximalnim krokem h(D) < H a pro libovolnou volbu ¢; € |[z;_1, x;] plati
nerovnost

S(D, f) —1I|<0,5.107"% .
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Urcity integral

Definice

Jestlize k dané funkci f na intervalu [a, b] existuje urcity integral, pak fekneme, Ze je
funkce f integrovatelna na intervalu [a, b].

Interval [a, b] se nazyva integracni obor, Cisla a, b jsou integrani meze, a je dolni
mez, b horni mez a funkce f se nazyva integrovand funkce.

Poznamka

Vypocet integralu funkce f na intervalu [a, b] se nazyva integrovani funkce f na
intervalu [a, b]. Vstupem této operace je funkce f a integrani meze, vystupem
operace je Cislo.

Priklad
Podle definice urcete integral funkce f(x) = k na intervalu |a, b].
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Véta 8.1.
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Véta 8.1.
Je-li funkce f spojitad na intervalu [a, b,

Fakulta prfirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL ZS 2012-2013 -8 / 14



Urcity integral

Véta 8.1.
Je-li funkce f spojita na intervalu [a, b], potom je na tomto intervalu integrovatelna.
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Véta 8.1.
Je-li funkce f spojita na intervalu [a, b], potom je na tomto intervalu integrovatelna.

Véta 8.2.
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Véta 8.1.
Je-li funkce f spojita na intervalu [a, b], potom je na tomto intervalu integrovatelna.

Véta 8.2.
Je-li funkce f omezena a po ¢astech spojita na intervalu |a, D],
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Véta 8.1.
Je-li funkce f spojita na intervalu [a, b], potom je na tomto intervalu integrovatelna.

Véta 8.2.

Je-li funkce f omezena a po ¢astech spojitd na intervalu |a, b], potom je na tomto
intervalu integrovatelna.
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Véta 8.1.
Je-li funkce f spojita na intervalu [a, b], potom je na tomto intervalu integrovatelna.

Véta 8.2.

Je-li funkce f omezena a po ¢astech spojitd na intervalu |a, b], potom je na tomto
intervalu integrovatelna.

Priklad |
Funkce f(z) = =2£.

X
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Véta 8.1.
Je-li funkce f spojita na intervalu [a, b], potom je na tomto intervalu integrovatelna.
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Je-li funkce f omezena a po ¢astech spojitd na intervalu |a, b], potom je na tomto
intervalu integrovatelna.

Priklad |
Funkce f(z) = =2£.

(neni definovana v bod? 0,
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Urcity integral

Véta 8.1.
Je-li funkce f spojita na intervalu [a, b], potom je na tomto intervalu integrovatelna.

Véta 8.2.

Je-li funkce f omezena a po ¢astech spojitd na intervalu |a, b], potom je na tomto
intervalu integrovatelna.

Priklad |
Funkce f(z) = =2£.

T
(neni definovana v bodé 0, ale je integrovatelna na libovolném intervalu |a, b])
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

V nékterych pripadech muzeme vyjadrit urcity integral pomoci hodnot elementarnich
funkci.
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Obracend Gloha :

Vime, ze je F'(x) = 2x pro x € (—00,00) a mame uréit F'(x).
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V nékterych pripadech muzeme vyjadrit urcity integral pomoci hodnot elementarnich
funkci. Zakladem téchto metod jsou vzorce pro derivaci funkce.

Priklad

Je-li F(z) = 22, potom F'(x) = 2x pro 2 € (—00, 00).

Obracena uloha :

Vime, ze je F'(x) = 2x pro x € (—00,00) a mame uréit F'(x).

(feseni, tj. funkci 22 nazveme primitivni funkci k funkci 2z na intervalu (—oo, o))
Definice
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

V nékterych pripadech muzeme vyjadrit urcity integral pomoci hodnot elementarnich
funkci. Zakladem téchto metod jsou vzorce pro derivaci funkce.

Priklad

Je-li F(z) = 22, potom F'(x) = 2x pro 2 € (—00, 00).

Obracend Gloha :

Vime, ze je F'(x) = 2x pro x € (—00,00) a mame uréit F'(x).

(feseni, tj. funkci 22 nazveme primitivni funkci k funkci 2z na intervalu (—oo, o))

Definice

Funkci ' nazveme primitivni funkci k funkci f na intervalu .J, jestlize pro vSechna
Cisla x € J plati

F=f.
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad
=1
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad
=1 F==z
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad
=1 F=x f=1
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad
=1 F=x f=1
(sinz) = cosx
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Priklad
=1 F=x f=1
(sinz) =cosx F =sinx

Fakulta prfirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL ZS 2012-2013 - 10 / 14
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Priklad
=1 F=x f=1
(sinz) =cosx F =sinx f=cosz
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad

=1 F=x f=1

(sinz) =cosx F =sinx f=cosz
(thIf), - colem
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad

=1 F=x f=1

(sinz) =cosx F =sinx f=cosz
(tgr)’ = — F =tgx

cos? x
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad

=1 F=x f=1

(sinz) =cosx F =sinx f=cosz
(tgr)' = ooy F=ter =

cos? x cos? x
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad

=1 F=x f=1

(sinz) =cosx F =sinx f=cosz
(thIf), — colem b= tgx f - cos12x

Je-li F' primitivni funkci k f na J (tj. £/ = fna J),
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funkci k f na J (nebot (F +¢) =F' 4+ ¢ = f)
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad

=1 F=x f=1
(sinz) =cosz F =sinz f=cosz
(tgr)' = ooy F=ter =

Je-li F' primitivni funkci k f na J (tj. F' = f na J ), pak F + c je také primitivni
funkci k f na J (nebot (F'+¢) = F' + ¢ = f)
To znamena: Ma-li funkce primitivni funkci, pak jich ma nekone¢né mnoho.

Fakulta prfirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL ZS 2012-2013 - 10 / 14



Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad

=1 F=x f=1
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad

=1 F=x f=1

(sinz) =cosz F =sinz f=cosz
(thIf), - colem = tgr f - colem

Je-li F' primitivni funkci k f na J (tj. F' = f na J ), pak F + c je také primitivni
funkci k f na J (nebot (F'+¢) = F' + ¢ = f)
To znamena: Ma-li funkce primitivni funkci, pak jich ma nekone¢né mnoho.

Priklad
f(z) =22 F(z)=2?

Fakulta prfirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL ZS 2012-2013 - 10 / 14
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Priklad
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad

=1 F=x f=1

(sinz) =cosz F =sinz f=cosz
(thIf), - colem = tgr f - colem

Je-li F' primitivni funkci k f na J (tj. F' = f na J ), pak F + c je také primitivni
funkci k f na J (nebot (F'+¢) = F' + ¢ = f)
To znamena: Ma-li funkce primitivni funkci, pak jich ma nekone¢né mnoho.

Priklad

f(z) =22 F(x)=2?
r? + 1
r? — 2
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad

=1 F=x f=1

(sinz) =cosz F =sinz f=cosz
(thIf), — colem b= tgx f - colem

Je-li F' primitivni funkci k f na J (tj. F' = f na J ), pak F + c je také primitivni
funkci k f na J (nebot (F'+¢) = F' + ¢ = f)
To znamena: Ma-li funkce primitivni funkci, pak jich ma nekone¢né mnoho.

Priklad
f(z) =22 F(z)=2?
r? + 1
r? — 2
Véta 9.1.

Je-li F' primitivni funkci k funkci f na intervalu J,
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Priklad

=1 F=x f=1
(sinz) =cosz F =sinz f=cosz
(tgr)' = ooy F=ter =

Je-li F' primitivni funkci k f na J (tj. F' = f na J ), pak F + c je také primitivni
funkci k f na J (nebot (F'+¢) = F' + ¢ = f)
To znamena: Ma-li funkce primitivni funkci, pak jich ma nekone¢né mnoho.

Priklad
f(z) =22 F(z)=2?
r? + 1
r? — 2
Véta 9.1.

Je-li F' primitivni funkci k funkci f na intervalu J, potom kazda primitivni funkce
rizna od F' je ve tvaru F' + ¢, kde c je konstanta.
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Véta 9.2.
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Véta 9.2.
Je-li funkce f spojitd na intervalu J,
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Véta 9.2.
Je-li funkce f spojitd na intervalu J, potom k ni existuje primitivni funkce F' na J.
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu

Je-li funkce f integrovatelna na intervalu [a, b,
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu

Je-li funkce f integrovatelna na intervalu |a, b], potom pro kazdé c € [a, b] existuje

/acf(a:)dx .

Definujeme novou funkci pro = € |a, b] pfedpisem
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet
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Je-li funkce f integrovatelna na intervalu |a, b], potom pro kazdé c € [a, b] existuje

/acf(a:)dx .

Definujeme novou funkci pro = € |a, b] pfedpisem
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Véta 9.3. (zakladni véta integralniho poctu)

Fakulta prfirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL ZS 2012-2013 - 12 / 14



Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu

Je-li funkce f integrovatelna na intervalu |a, b], potom pro kazdé c € [a, b] existuje

/acf(a:)dx .

Definujeme novou funkci pro = € |a, b] pfedpisem

Véta 9.3. (zakladni véta integralniho poctu)
Je-li funkce f spojitd na intervalu [a, b],

Fakulta prfirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL ZS 2012-2013 - 12 / 14



Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu

Je-li funkce f integrovatelna na intervalu |a, b], potom pro kazdé c € [a, b] existuje

/acf(a:)dx .

Definujeme novou funkci pro = € |a, b] pfedpisem
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu

H(x) ... vyjadfuje jednu z primitivnich funkci k funkci f na |a, D],

Fakulta prfirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL ZS 2012-2013 - 13 / 14



Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu

H(x) ... vyjadfuje jednu z primitivnich funkci k funkci f na [a,b], dosad = = «a

Fakulta prfirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL ZS 2012-2013 - 13 / 14



Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu

H(x) ... vyjadfuje jednu z primitivnich funkci k funkci f na [a,b], dosad = = «a

H@ = [ fw)du=o,

Fakulta prfirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL ZS 2012-2013 - 13 / 14



Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu
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H@ = [ fw)du=o,
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet

urcitého integralu

H(x) ... vyjadfuje jednu z primitivnich funkci k funkci f na [a,b], dosad = = «a

dosad z = b

tedy

/a ' fla) da

H@ = [ fw)du=o,

b
H(b) = / (1) du
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Pouziti primitivni funkce pro vypocet
urcitého integralu

H(x) ... vyjadfuje jednu z primitivnich funkci k funkci f na [a,b], dosad = = «a

i (a) =/:f(u)du=0 ,
dosad x = b .
H(b) = / F(u) du
tedy )
/a f(2)de = H(b) = H(b) — 0 = H(b) — H(a) .

Pro jinou primitivni funkci G(x) = H(z) + ¢ dostaneme
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Véta 9.4. (Newton - Leibnizova)
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b
| f@ i =F®) - Fa),
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Vypocet integralu pomoci primitivni funkce

Véta 9.4. (Newton - Leibnizova)

Je-li funkce f spojitad na intervalu [a, b] a F' jeji primitivni funkce na tomto intervalu,
potom je

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a)
nékdy pisSeme

b
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