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1√
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integrujeme
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Věta 9.6 (per partes)
Nechť u(x), v(x) jsou dvě funkce mající derivaci v intervalu I.
Pak platí

∫

uv′ dx = uv −
∫

u′v dx pro x ∈ I .

Důkaz :
Vzorec pro derivaci součinu

(u.v)′ = u′v + uv′

integrujeme

u.v + C =

∫

u′v dx +

∫

uv′ dx .
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Příklady
∫

xex dx



Integrování po částech

Fakulta přírodovědně-humanitní a pedagogická TUL ZS 2012-2013 – 8 / 13

Příklady
∫

xex dx
∫

lnx dx
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Příklady
∫

xex dx
∫

lnx dx
∫

sin2 x dx
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Příklady
∫

xex dx
∫

lnx dx
∫

sin2 x dx

Poznámka
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Příklady
∫

xex dx
∫

lnx dx
∫

sin2 x dx

Poznámka

Integrační konstantu neuvádíme, dokud se na pravé straně vyskytuje nějaké znaménko
integrálu.
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Věta 9.7 (per partes pro určitý integrál)
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Věta 9.7 (per partes pro určitý integrál)
Nechť u(x), v(x) jsou dvě funkce definované v [a, b] a jsou tam spojité i se svými
derivacemi u′, v′.



Integrování po částech

Fakulta přírodovědně-humanitní a pedagogická TUL ZS 2012-2013 – 9 / 13

Věta 9.7 (per partes pro určitý integrál)
Nechť u(x), v(x) jsou dvě funkce definované v [a, b] a jsou tam spojité i se svými
derivacemi u′, v′.
Pak platí

∫ b

a

uv′ dx = [uv]ba −
∫ b

a

u′v dx .
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Věta 9.7 (per partes pro určitý integrál)
Nechť u(x), v(x) jsou dvě funkce definované v [a, b] a jsou tam spojité i se svými
derivacemi u′, v′.
Pak platí

∫ b

a

uv′ dx = [uv]ba −
∫ b

a

u′v dx .

Příklad
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Věta 9.7 (per partes pro určitý integrál)
Nechť u(x), v(x) jsou dvě funkce definované v [a, b] a jsou tam spojité i se svými
derivacemi u′, v′.
Pak platí

∫ b

a

uv′ dx = [uv]ba −
∫ b

a

u′v dx .

Příklad
∫ π

0
x sinx dx
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Věta 9.8 (1. věta o substituci)
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Věta 9.8 (1. věta o substituci)
Nechť

∫

f(u) du = F (u) + C v intervalu I.
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Věta 9.8 (1. věta o substituci)
Nechť

∫

f(u) du = F (u) + C v intervalu I.

Nechť g je funkce definovaná v intervalu J , má tam derivaci g′
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Věta 9.8 (1. věta o substituci)
Nechť

∫

f(u) du = F (u) + C v intervalu I.

Nechť g je funkce definovaná v intervalu J , má tam derivaci g′ a nechť g(x) ∈ I pro
x ∈ J .
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Věta 9.8 (1. věta o substituci)
Nechť

∫

f(u) du = F (u) + C v intervalu I.

Nechť g je funkce definovaná v intervalu J , má tam derivaci g′ a nechť g(x) ∈ I pro
x ∈ J .
Pak

∫

f(g(x)).g′(x) dx = F (g(x)) + C v intervalu J.
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Věta 9.8 (1. věta o substituci)
Nechť

∫

f(u) du = F (u) + C v intervalu I.

Nechť g je funkce definovaná v intervalu J , má tam derivaci g′ a nechť g(x) ∈ I pro
x ∈ J .
Pak

∫

f(g(x)).g′(x) dx = F (g(x)) + C v intervalu J.

Důkaz :
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Věta 9.8 (1. věta o substituci)
Nechť

∫

f(u) du = F (u) + C v intervalu I.

Nechť g je funkce definovaná v intervalu J , má tam derivaci g′ a nechť g(x) ∈ I pro
x ∈ J .
Pak

∫

f(g(x)).g′(x) dx = F (g(x)) + C v intervalu J.

Důkaz :
Vzorec pro derivaci složené funkce
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Věta 9.8 (1. věta o substituci)
Nechť

∫

f(u) du = F (u) + C v intervalu I.

Nechť g je funkce definovaná v intervalu J , má tam derivaci g′ a nechť g(x) ∈ I pro
x ∈ J .
Pak

∫

f(g(x)).g′(x) dx = F (g(x)) + C v intervalu J.

Důkaz :
Vzorec pro derivaci složené funkce

(F (g(x))′ = F ′(g(x)).g′(x) = f(g(x)).g′(x)
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Věta 9.8 (1. věta o substituci)
Nechť

∫

f(u) du = F (u) + C v intervalu I.

Nechť g je funkce definovaná v intervalu J , má tam derivaci g′ a nechť g(x) ∈ I pro
x ∈ J .
Pak

∫

f(g(x)).g′(x) dx = F (g(x)) + C v intervalu J.

Důkaz :
Vzorec pro derivaci složené funkce

(F (g(x))′ = F ′(g(x)).g′(x) = f(g(x)).g′(x)

a nyní integrujeme
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Věta 9.8 (1. věta o substituci)
Nechť

∫

f(u) du = F (u) + C v intervalu I.

Nechť g je funkce definovaná v intervalu J , má tam derivaci g′ a nechť g(x) ∈ I pro
x ∈ J .
Pak

∫

f(g(x)).g′(x) dx = F (g(x)) + C v intervalu J.

Důkaz :
Vzorec pro derivaci složené funkce

(F (g(x))′ = F ′(g(x)).g′(x) = f(g(x)).g′(x)

a nyní integrujeme

F (g(x)) + C =

∫

f(g(x)).g′(x) dx .
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Schéma výpočtu
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Schéma výpočtu

∫

f(g(x)).g′(x) dx =
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Schéma výpočtu

∫

f(g(x)).g′(x) dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = g(x)
du = g′(x) dx
du

g′(x) = dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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Schéma výpočtu

∫

f(g(x)).g′(x) dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = g(x)
du = g′(x) dx
du

g′(x) = dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫

f(u).g′(x)
du

g′(x)
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Schéma výpočtu

∫

f(g(x)).g′(x) dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = g(x)
du = g′(x) dx
du

g′(x) = dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫

f(u).g′(x)
du

g′(x)
=

∫

f(u) du
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Schéma výpočtu

∫

f(g(x)).g′(x) dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = g(x)
du = g′(x) dx
du

g′(x) = dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫

f(u).g′(x)
du

g′(x)
=

∫

f(u) du = · · · = F (u) + C
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Schéma výpočtu

∫

f(g(x)).g′(x) dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = g(x)
du = g′(x) dx
du

g′(x) = dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫

f(u).g′(x)
du

g′(x)
=

∫

f(u) du = · · · = F (u) + C =

=
∣

∣ u = g(x)
∣

∣
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Schéma výpočtu

∫

f(g(x)).g′(x) dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = g(x)
du = g′(x) dx
du

g′(x) = dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫

f(u).g′(x)
du

g′(x)
=

∫

f(u) du = · · · = F (u) + C =

=
∣

∣ u = g(x)
∣

∣ = F (g(x)) + C
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Schéma výpočtu

∫

f(g(x)).g′(x) dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = g(x)
du = g′(x) dx
du

g′(x) = dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫

f(u).g′(x)
du

g′(x)
=

∫

f(u) du = · · · = F (u) + C =

=
∣

∣ u = g(x)
∣

∣ = F (g(x)) + C

Příklad



Substituce v integrálech

Fakulta přírodovědně-humanitní a pedagogická TUL ZS 2012-2013 – 11 / 13

Schéma výpočtu

∫

f(g(x)).g′(x) dx =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

u = g(x)
du = g′(x) dx
du

g′(x) = dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫

f(u).g′(x)
du

g′(x)
=

∫

f(u) du = · · · = F (u) + C =

=
∣

∣ u = g(x)
∣

∣ = F (g(x)) + C

Příklad
∫

sin2 x cosx dx
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Věta 9.10 (Substituce pro určitý integrál)
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Věta 9.10 (Substituce pro určitý integrál)
Nechť funkce f je spojitá v intervalu [a, b].
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Věta 9.10 (Substituce pro určitý integrál)
Nechť funkce f je spojitá v intervalu [a, b]. Nechť funkce g je spojitá v intervalu [α, β]
a má tam spojitou derivaci g′.
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Věta 9.10 (Substituce pro určitý integrál)
Nechť funkce f je spojitá v intervalu [a, b]. Nechť funkce g je spojitá v intervalu [α, β]
a má tam spojitou derivaci g′. Nechť g(α) = a, g(β) = b
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Věta 9.10 (Substituce pro určitý integrál)
Nechť funkce f je spojitá v intervalu [a, b]. Nechť funkce g je spojitá v intervalu [α, β]
a má tam spojitou derivaci g′. Nechť g(α) = a, g(β) = b a nechť g(t) ∈ [a, b] pro
všechna t ∈ [α, β].
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Věta 9.10 (Substituce pro určitý integrál)
Nechť funkce f je spojitá v intervalu [a, b]. Nechť funkce g je spojitá v intervalu [α, β]
a má tam spojitou derivaci g′. Nechť g(α) = a, g(β) = b a nechť g(t) ∈ [a, b] pro
všechna t ∈ [α, β].
Pak platí

∫ β

α

f(g(t)).g′(t) dt =

∫ b

a

f(x) dx .
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Schéma výpočtu
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Schéma výpočtu

∫ β

α

f(g(t)).g′(t) dt



Substituce v integrálech

Fakulta přírodovědně-humanitní a pedagogická TUL ZS 2012-2013 – 13 / 13

Schéma výpočtu

∫ β

α

f(g(t)).g′(t) dt =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x = g(t)
dx = g′(t) dt
t = α . . . x = g(α) = a

t = β . . . x = g(β) = b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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Schéma výpočtu

∫ β

α

f(g(t)).g′(t) dt =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x = g(t)
dx = g′(t) dt
t = α . . . x = g(α) = a

t = β . . . x = g(β) = b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫ b

a

f(x) dx = . . .
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Schéma výpočtu

∫ β

α

f(g(t)).g′(t) dt =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x = g(t)
dx = g′(t) dt
t = α . . . x = g(α) = a

t = β . . . x = g(β) = b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫ b

a

f(x) dx = . . .

Příklad
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Schéma výpočtu

∫ β

α

f(g(t)).g′(t) dt =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x = g(t)
dx = g′(t) dt
t = α . . . x = g(α) = a

t = β . . . x = g(β) = b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫ b

a

f(x) dx = . . .

Příklad
∫ e

1
ln2 x dx =
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Schéma výpočtu

∫ β

α

f(g(t)).g′(t) dt =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x = g(t)
dx = g′(t) dt
t = α . . . x = g(α) = a

t = β . . . x = g(β) = b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫ b

a

f(x) dx = . . .

Příklad
∫ e

1
ln2 x dx =

Poznámka
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Schéma výpočtu

∫ β

α

f(g(t)).g′(t) dt =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x = g(t)
dx = g′(t) dt
t = α . . . x = g(α) = a

t = β . . . x = g(β) = b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∫ b

a

f(x) dx = . . .

Příklad
∫ e

1
ln2 x dx =

Poznámka

Na rozdíl od neurčitého integrálu se k původní proměnné x již nevracíme.


