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Polynomy

Definice
Polynomem se rozumi funkce f definovand na R vztahem

f(@) = ama™ + am_1a™ -+ a1z +ag

kde m € N U {0}, ag, a1, ..., a,, € R se nazyvaji koeficienty polynomu f.
Je-li a,, # 0, fekneme, ze polynom f je m-tého stupné.
Nulovému polynomu nepfifazujeme stupen.

Véta 9. 11.
Cislo a € R je korenem polynomu f, pravé kdyz existuje polynom ¢ takovy, ze pro
kazdé x € R plati

f(z) = (x —a).g(z) .
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Polynomy

Definice

Je-li cislo a kofenem polynomu f, pak linearni funkci x — a nazveme korfenovy
Cinitel prislusny korenu a.

Je-li k prirozené Cislo, f polynom, a € R, rekneme, ze Cislo a je k-nasobnym
korenem polynomu f, jestlize existuje polynom h takovy

f(a) = (z — a)"h(x)

pro vSechna r € R a

h(a) # 0 .

Priklad
Uréete kofeny polynomu f(z) = 2° — 822 + 21x — 18.

Poznamka
Existuji polynomy nenulového stupné, které nemaji v R koren.

(Napt. f(z) = 2% +1)

Fakulta prirodovédné-humanitni a pedagogicka TUL ZS 2016-2017 — 3 / 12



Polynomy

Véta 9.12. (Zakladni véta algebry)
Polynom m-tého stupné ma v mnoziné C pravé m korenti, pokud kazdy koren
povazujeme za tolik koren, jaka je jeho nasobnost.

Dusledek (o korenovém rozkladu v C)
Kazdy polynom f m-tého stupné, m > 1, lze napsat ve tvaru

flx)=am(x —c1)" (xr —c2)*? ... (x — c,)"" |

kde ci,co, ..., c, €C, r<makri+Ky+: -+ K =m.

Priklad

Uréete kofeny polynomu f(z) = 23 + 22 + x + 1 a napiste jeho kofenovy rozklad na
korenové Cinitele v C.

Véta 9.13. (o sdruZenosti koren(i)
M3a-li polynom s redlnymi koeficienty v C k-nasobny koren a, pak ma také k-nasobny
komplexné sdruzeny koren a.
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Polynomy

Véta 9.14. (o korenovém rozkladu v R)
Kazdy polynom s redlnymi koeficienty f(z) =)', arz” lze vyjidfit ve tvaru tzv.
korenového rozkladu

f(z) = am(z — ) (z — ) .. (x — o)k

(372 — b1z + 71)l1 e (:L’2 — Bsx + VS)ZS ;

kde aq, ..., a, jsou vSechny navzajem rizné redlné koreny polynomu f,
ki, ..., k, jsou jejich nasobnosti,
(z? — Bjz + ;) pro j =1,...,s jsou kvadratické troj¢leny, které nelze v R rozlozit

na soucin linearnich ¢lend (D < 0).
Pritom plati

ki +ko+--+k-+2(l1+---+1s) =m tj. stupen f(x) .
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Racionalni funkce

Definice.
Racionalni funkci R(x) se nazyva podil dvou polynomd, tj.

kde Q(x) je nenulovy polynom.

Je definovana pro vSechna x, pro ktera je Q(z) # 0.

Raciondlni funkci, u niz stupen citatele je mensi nez stupen jmenovatele, nazyvame
ryze racionalni funkci , v ostatnich pripadech mluvime o neryze racionalni funkci.

Véta 9.15.
Neryze raciondlni funkce % je budto polynom, nebo ji Ize zapsat ve tvaru souctu

polynomu M a ryze racionalni funkce QE ; t].

P(z) N(z)
— M(x) + 1
aw ~ M W
Priklad )
Vyjédrete racionalni funkci "= ve tvaru (1).
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Racionalni funkce

Definice.
Parcialnimi zlomky nazyvdme tyto dva druhy zlomki

A
(x =)k

Bx +C
@+ prt 0

kde A, B, C, r,p, ¢ € R, k € N a pfitom musi byt splnéna podminka p? — 4¢q < 0.

Véta 9.16. (o rozkladu na parcialni zlomky)
Kazdou ryze racionalni funkci lze vyjadrit ve tvaru souctu parcidlnich zlomki.
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Postup rozkladu ryze racionalni funkce na

parcialni zlomky
1. Polynom Q(z) napiSseme ve tvaru kofenového rozkladu v R, tj.

Q(z) = am(z — ) (z — ) ... (x — a,)F"

(372 — b1z + '71>l1 e (ZL’2 — Bsx + VS)ZS ;

2. Kazdy &len (x — r)* prispiva do rozkladu t&€mito &leny:

Ak Ak_1 Al
(x —r)F (x—r)=17 7 T — 0’
kde Cisla A1, ..., Ax urdime pozdéji.

3. Kazdy ¢len (22 + px + q)! ptispiva do rozkladu t&mito &leny:

Bix + C Bi_1x+ Ci_4 Bix + Cy
(22 +pr+ )t (22 +pr+q)'=t 2 tprtq
kde &isla By, ..., By, C4, ..., C; ur¢ime pozdéji.
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Postup rozkladu ryze racionalni funkce na

parcialni zlomky
4. Napiseme rovnost

N(x) [ vSechny série parcidlnich zlomkd
Q(x) | urcenych z kofenového rozkladu

5. Predchozi rovnost vynasobime polynomem Q(x), ¢imz ziskdme rovnost dvou
polynomi

| vSechny série parcialnich zlomku
N(z) = { urcenych z korenového rozkladu Q)

6. Konkrétni hodnoty A, B;, C; ziskdme tak, ze porovname koeficienty u stejnych
mocnin na levé a pravé strané predchozich rovnosti
- metoda neurcitych koeficientd.
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Postup rozkladu ryze racionalni funkce na

parcialni zlomky
Poznamka.

Bilancni rovnice pro porovnani koeficientli tvori soustavu n linedrnich rovnic pro n
neznamych. Takto vzniklad soustava ma vzdy pravé jedno reseni.

Priklad
Rozlozte na parcialni zlomky ryze raciondlni funkci

227 4+ 227 4 3z + 2
B xt + 22 '

f(z)
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Postup integrovani racionalni funkce

1. Racionalni funkci napideme v tzv. kanonickém tvaru gg‘;g

2. Polynom P(x) délime se zbytkem polynomem Q(x), tj.

kde st N(z) < st Q(x).
Poznamka: Pokud st P(z) < st Q(x) bod 2. preskocdime.

3. Provedeme rozklad zbytku % na parcidlni zlomky.

4. Integrujeme postupné ¢leny polynomu a jednotlivé parcialni zlomky.
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Postup integrovani racionalni funkce

Integrace parcialnich zlomki

Priklad

/2x3+2x2—1—3x+2
xd 4+ x2
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