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Ciselné rady

Definice
Necht je dana posloupnost redlnych Cisel {a., }°° ;. Symbol

a1+a2+a3+---:Zan:Zan (1)

nazyvame (nekonecnou) (Ciselnou) fadou, Cidlaaq, aq, as, ... €leny této rady.
Posloupnost {sy } 72, kde s, = Zi:l a.,, Nazyvame posloupnosti ¢astecnych
souctu rady (1).
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Ciselné rady

V pripadé, ze
lim s, = s € R, fikdme, Ze fada (1) konverguje a ma soucet

00
— 5 An
n=1

lim s, = oo, fikdme, Ze fada (1) diverguje (k cc) a ma soucet

s =00 ;
lim s, = —oo, fikdme, Ze fada (1) diverguje (k —oc) a ma soucet
§= —00 ;

lim s neexistuje, fikdme, Ze fada (1) diverguje (osciluje) a nema soucet.
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Ciselné rady

Priklad
Rozhodnéte o konvergenci, Ci divergenci fady

— 1
Zn(n—i—l) '

n—

[

Priklad
Rozhodnéte o konvergenci, Ci divergenci fady

~(-1)1

n=1
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I?efinice
Rada
o0
Z alqn_l ’
n=1

kde a1, ¢ € R se nazyva geometricka rada, Cislo ¢ kvocient teto geometrické rady.

Véta 13. 1.
Pro geometrickou fadu plati

)

00 jedivergentni proq € [1,00) do { +oo proa; > 0
n-l —ooproa; <0

Z:l aiq 9 je konvergentni pro |¢| < 1 s = 12

. | Jedivergentni prog € (—oo, —1] (osciluje)

Priklad
Harmonickafadal + 2 + 1 + 1 + ... jedivergentni do +oc.
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Ciselné rady

Véta
Jestlizefada ), a,, konverguje, potom plati lim,, ,~ a, = 0.

Definice

Ofadé ) a, fikdme, ze konverguje absolutné, jestlize konvergujei fada ) | |a.,|.
O konvergentnich radach, které nekonverguji absolutng, fikame, ze konverguji
neabsolutné.

Véta
Jestlizetada ) _ a,, absolutné konverguje, potom konverguje.
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Leibnizovo kriterium
Necht {a.,, }>°_; je nerostouci posloupnost nezapornych Cisel alim,, o a, = 0.
Potom je fada

Z(_Dn“an (tzv. alternujici fada)

n=1

konvergentni.
Priklad

oo
Z 1"t . konverguje neabsolutné

n+1”+1 _ diverguie (osciluje)

Mg

1

n
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Rady s nezapornymi ¢leny

Nyni predpokladame, Ze vSechny ¢leny fady > a,, jsou nezaporné.

Véta
Kazda Fada s nezapornymi ¢leny bud konverguje, nebo diverguje k oo.

KRITERIA KONVERGENCE

1) Srovnavaci kritérium

Necht > " a, a)_ b, jsou dvéfady snezapornymi Cleny. Necht existujeny € N takové,
ze¥n > ng jea, <b,.Potom plati :

a) > b, konverguje = > a,, konverguje

b) > a, diverguje= > b, diverguje
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Rady s nezapornymi ¢leny

2) D’Alembertovo (podilové) kriterium

Necht > a,, jefada s kladnymi Cleny. Potom plati:

d3Jg e (0,1) Ing € N Vn>mng =2+ <q = > a, konverguje
b) Ing € N Vn > ng % >1 = > a, diverguye.

3) Limitni D’Alembertovo kriterium
Necht > a,, jefadaskladnymi Cleny a necht existuje

a
lim nH:AER*,

n—oo a,n

Potom plati
A A<1l = > a, konverguje.
b)A>1 = > a, diverguje.
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Rady s nezapornymi ¢leny

4) Cauchyovo (odmocninové) kriterium

Necht > a,, jefada s kladnymi Cleny. Potom plati:

a)dg e (0,1) Ing e N Vn>ng Va, <q = Y a, konverguje.
b)Ing € N Vn>no Va, >1 = > a, dvergue.

5) Limitni Cauchyovo kriterium
Necht > a,, je fada s kladnymi Cleny a necht existuje

lim Va, = Ac R*,
n—oo

Potom plati

A<l = ) a, konverguje.

b)A>1 = > a, diverguje.
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Rady s nezapornymi ¢leny

6) Integralni kriterium

Necht f jefunkce spojita, nerostouci a nezapornav intervalu |1, o).

Potomfada ) f(n) je konvergentni prave tehdy, je-li konvergentni integra floo f(x)dz.
Priklad

Rozhodnéte o konvergenci nebo divergenci fady

>

n=1

>, 37p)

()

n=1

Z 3nn

n=1
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Rady s nezapornymi ¢leny

Priklad
Pro jake o konverguje rada

=1
PO

n=1
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Funkcni rady, mocninné rady

Definice
Necht je dana posloupnost funkci { f,, }, které jsou definované naintervalu J. Vyraz

fit ot fat... (2)

nazyvame funkcéni fadou. Oznacujeme ji také kratce
oo

> I

n=1
Funkci s,, danou naintervalu .JJ vzorcem

n
sn(x) = fu(x),
k=1

nazyvame n-tym castecnym souctem funkcni rady (2).
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Funkcni rady, mocninné rady

/volme Cislo g € J. Utvorme ciselnou radu
an z0) = f1(wo) + fa(xo) + -+ fulzo) +... . (3)

Necht posloupnost {s,(zg)} CasteCnych souctl fady (3) je konvergentni a ma za
limitu islo s(xg), tj.

s(xg) = nh—g)lo Sn(xo) -

Potom fikime, Ze funk¢ni fada (2) je v bodé x(y konvergentni a jeji soucet je
s(xo).

JestliZe je posloupnost {s,(zg)} CasteCnych souctl rady (3) divergentni, fikdme, Ze
funkcni fada (2) v bodé x( diverguje.
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Funkcni rady, mocninné rady

Mnozinu M vsech téch bodi z v nichz fada (2) konverguje, nazyvdme oborem
konvergence této rady.

Jestlize M # () je obor konvergence funkéni fady (2), pak funkci

s(x) = limy, 00 Sn(x), T € M, nazyvdme souctem funkéni fady (2) a piseme

s(2) = fula) .

Priklad
Najdéte obor konvergence a soucet funkcni fady

o0
Zx”:1+x+x2+---+x”+...
n=0

geometricka fada s kvocientem x
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Funkcni rady, mocninné rady

Dalezitou skupinu funkénich rad tvori tzv. mocninné rady.

Definice
Mocninnou Fadou se stfedem v bodé a nazyvame funkcni fadu tvaru

Zan(x—a)”:a0+a1(x—a)+a2(x—a)2+~o+an(:c—a)”+... . (4)
n=0
kdea;,i=0,1,2,...,jsourednacisa Cisaa; nazyvame koeficienty a&islo a

stfedem mocninné rady (4).

Jestlize speciané a = 0, ma mocninnafadatvar

oo
Zanx”:a0+a1x+a2x2+°~+anaz”+... : (5)

n=0
amluvime o ni jako 0 mocninné fade se stfredem v bodé nula.

Tvrzeni staCi formulovat pro mocninnou fadu se stredem 0.
Jinak dosad za x Cidlo = — a.
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Funkcni rady, mocninné rady

Véta Abelova
Jestlize fada (5) konverguje v bodeé xo # 0, potom konverguje v kazdem bodé
x € (—|zol, |xo|), ato absolutné.

Dusledek
Jestlize v ngjakém bodeé x( fada (5) diverguje, potom diverguje také v kazdem bodé ,
pro ktery plati |z| > |xg|.

Dusledek

Pro konvergenci mocninné fady (5) nastane jeden z pripadi

a) Rada (5) konverguje jen v bodé z.

b) Rada (5) konverguje v kazdem bodé = € (—oco, o0).

c) Existuje takové Cislo p > 0, zefada (5) konverguje pro tax pro ktera |z| < o, av
bodech x, pro které |z| > o, diverguje.

Cislo g nazyvame polomérem konvergence fady (5).
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Funkcni rady, mocninné rady

Véta
Necht maji fady > an,z™ad .~ , b,z™ polomér konvergence o. Necht pro
z € (—o,0)]€

i apx” = s(x) a i b = q(x) .
n=0 n=0

Potom maji polomeér konvergence p take fady

i(an +by)z"  a i(an — bp)x"
n=0 n=0

aprox € (—o, o) plati

oo

Z(an + bp)x"™ = s(x) +q(x) a Z(an — bp)x" = s(x) — q(x) .

n=0
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Funkcni rady, mocninné rady

Véta (o derivovani mocninné rady)

Necht funkce s je sou€tem mocninnéfady >~ a,x™ s polomérem konvergence o # 0.
Potom funkce s je diferencovatelna naintervalu (—p, o) aplati

o0
s'(x) = Znanx”_l pro x € (—p,0) .
n=0

Véta (o integrovani mocninne rady)

Necht je funkce s sou€tem mocninnéfady Y~ a,2™ s polomérem konvergence ¢ # 0.
Potom plati

n-+1

n=0

/ s(t)dtzz In_ pn+1 pro = € (—o,0) .
0
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Taylorova rada

Definice
Je-li m € N améli funkce f m—tou derivaci v bodé a, pak Taylorovym polynomem

m—tého fadu funkce f v bodé a serozumi kazdy polynom g nejvySe m—téeho stupné
takovy, ze plati

f(a) = g(a), f'(a) = ¢'(a), f"(a) = 3" (a), ..., "™ (a) = "™ (a).
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Taylorova rada

Véta (o existenci ajednoznacnosti Taylorova polynomu)
Je-lim € N améali funkce f m—tou derivaci v bodé a, pak existuje jediny Tayloriv
polynom g m—tého fadu k funkci f v bodé a, pfitom plati

o(x) = f(a) + £/(a) (& — @) + 5 /" (a) (w — a)® + 5 f" (@) — ) + ...

S @) - o)

) f@) — g(a)
, xr)—g(r)
zll_rg (z—a)m =0.
Oznaceni
tma(2) = £(a) + F/(@)(x —a) + 3 (@)@ —a)* + -+ — f @) (& — )"
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Taylorova rada

Poznamka
Misto Taylortiv polynom m—tého fadu v bodé 0 fikame také Maclauriniiv polynom
m—tého fadu funkce f.

Priklad
Uréete Maclaurintiv polynom m—tého fadu funkce e®.
fla) = e = f'(@) = f"() = - = [ ()
. 1 2 1 3 1 m
tm,o(af)—1+$+§x +§x +---+mx :
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Taylorova rada

Véta (Taylorova)

Je-li a # b, je-lin € N, méli funkce f spojitou m—tou derivaci na uzavienem intervalu
skranimi body a, b améa-li na odpovidajicim otevieném intervalu derivaci (m + 1)-niho
fadu, pak existuje Cido ¢ leZici mezi a, b takove, ze plati

f(b) = tm,a(d) + 7m,a(b)

kde .
rm.a(b) = ) Fom D (e)(b — )™t

nazyvame zbytkem prislusného Taylorova polynomu v bodé b.
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Taylorova rada

Priklad
Pomoci Maclaurinova vzorce Sestého rfadu pro prirozenou exponenciani funkci

vypocitgte Cidlo e.

b=1, m=26
B 1,1, 1 1 1 1 ¢
e=1+1+5+5+55+ 155 T 720 T 5000¢
kdec € (0,1)

l=e<e<el <3
tedy

1 1 3 1

C

5040 ~ 5040° " 5040 1680
2. 7182537 < ¢ < 2. 7186505
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Taylorova rada

Definice
Necht funkce f maderivaci vsech fadl naintervalu (a, b). Potom fadu

) (2
Fleo) + 30 T gy

n

nazyvame Taylorovou fadou funkce f v bodé xy.
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