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Příklad.

Určete ∂f
∂x
složené funkce f = h(g1, g2, g3), kde h je funkce proměnných u, v, w

diferencovatelná na E3,
g1(x, y, z) = x cos y sin z,
g2(x, y, z) = x sin y sin z,
g3(x, y, z) = x cos z.
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Příklad.

Určete všechny druhé parciální derivace funkce

f(x, y) = x2y + x4y3 definované v E2 .
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Jsou-li parciální derivace ∂f
∂xj

, ∂f
∂xk
diferencovatelné v bodě A, pak platí

∂2f

∂xj∂xk

(A) =
∂2f

∂xk∂xj

(A) .
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Věta 3.6.
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∂s
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v bodě A = [1, 2] ve směru vektoru s = (2, 4).



Směrová derivace a gradient

Fakulta přírodovědně-humanitní a pedagogická TUL LS 2019-2020 – 7 / 19

Příklad
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v bodě A = [1, 2] ve směru vektoru s = (2, 4).

Poznámka

Rozepsánı́m

∂f
∂s
(A) = limt→0

gs(t)−gs(0)
t

= limt→0
f(A+ts)−f(A)

t
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v bodě A = [1, 2] ve směru vektoru s = (2, 4).

Poznámka

Rozepsánı́m

∂f
∂s
(A) = limt→0

gs(t)−gs(0)
t

= limt→0
f(A+ts)−f(A)

t
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tedy parciální derivace jsou zvláštním případem směrových derivací.
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Směrová derivace a gradient

Fakulta přírodovědně-humanitní a pedagogická TUL LS 2019-2020 – 10 / 19

Poznámka

Vzorec (*) lze přepsat do tvaru
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Příklad

Určete jednotkový vektor s, v jehož směru je směrová derivace

f(x, y) = x2 + xy + 2y2

v bodě A = [1, 2] největšı́ a zjistěte ji.
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y − x− arctgy = 0 .

Příklad 10.

x2 − 2xy + y2 + x+ y − 4 = 0 .
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Příklad 7.

g(x, y) = x+ y

Příklad 8.

g(x, y) = xy − |xy|

Příklad 9.

y − x− arctgy = 0 .

Příklad 10.

x2 − 2xy + y2 + x+ y − 4 = 0 .

Příklad 11.

4x2 + 2y2 − 3z2 + xy − yz + x+ 18 = 0 .



Funkce zadané implicitně

Fakulta přírodovědně-humanitní a pedagogická TUL LS 2019-2020 – 16 / 19

Věta 4.1. (věta o implicitnı́ funkci)
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m-tou derivaci, pro každé x ∈ U
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(B) 6= 0,
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Věta 4.1. (věta o implicitnı́ funkci)
Je-li g funkce dvou proměnných, jejı́mž kořenem je bod B = [a, b], má-li funkce g

spojité všechny m-té parciálnı́ derivace v nějakém okolı́ V bodu B a je-li ∂g
∂y
(B) 6= 0,

pak existuje okolı́ U bodu a a jediná funkce f jedné proměnné, která má na U spojitou
m-tou derivaci, pro každé x ∈ U platı́

g(x, f(x)) = 0 (1)
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spojité všechny m-té parciálnı́ derivace v nějakém okolı́ V bodu B a je-li ∂g
∂y
(B) 6= 0,

pak existuje okolı́ U bodu a a jediná funkce f jedné proměnné, která má na U spojitou
m-tou derivaci, pro každé x ∈ U platı́

g(x, f(x)) = 0 (1)

a

f(a) = b . (2)
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Věta 4.1. (věta o implicitnı́ funkci)
Je-li g funkce dvou proměnných, jejı́mž kořenem je bod B = [a, b], má-li funkce g

spojité všechny m-té parciálnı́ derivace v nějakém okolı́ V bodu B a je-li ∂g
∂y
(B) 6= 0,

pak existuje okolı́ U bodu a a jediná funkce f jedné proměnné, která má na U spojitou
m-tou derivaci, pro každé x ∈ U platı́

g(x, f(x)) = 0 (1)

a

f(a) = b . (2)

Definice

Funkci f (z Věty 4.1.) nazýváme funkcı́ zadanou implicitně rovnicı́ g(x, y) = 0 a bodem
B.
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Poznámka (derivovánı́ funkce zadané implicitně)
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Poznámka (derivovánı́ funkce zadané implicitně)
Rovnost (1) derivujeme podle x s přihlédnutı́m ke skutečnosti, že v (1) je za druhou
proměnnou „dosazena“ funkce proměnné x.
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proměnnou „dosazena“ funkce proměnné x.
(aplikujeme větu o složené funkci)
Dostaneme
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Poznámka (derivovánı́ funkce zadané implicitně)
Rovnost (1) derivujeme podle x s přihlédnutı́m ke skutečnosti, že v (1) je za druhou
proměnnou „dosazena“ funkce proměnné x.
(aplikujeme větu o složené funkci)
Dostaneme

∂g

∂x
(x, f(x)) +

∂g

∂y
(x, f(x)).f ′(x) = 0 (3)
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Poznámka (derivovánı́ funkce zadané implicitně)
Rovnost (1) derivujeme podle x s přihlédnutı́m ke skutečnosti, že v (1) je za druhou
proměnnou „dosazena“ funkce proměnné x.
(aplikujeme větu o složené funkci)
Dostaneme

∂g

∂x
(x, f(x)) +

∂g

∂y
(x, f(x)).f ′(x) = 0 (3)

pokud

∂g

∂y
(x, f(x)) 6= 0
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Poznámka (derivovánı́ funkce zadané implicitně)
Rovnost (1) derivujeme podle x s přihlédnutı́m ke skutečnosti, že v (1) je za druhou
proměnnou „dosazena“ funkce proměnné x.
(aplikujeme větu o složené funkci)
Dostaneme

∂g

∂x
(x, f(x)) +

∂g

∂y
(x, f(x)).f ′(x) = 0 (3)

pokud

∂g

∂y
(x, f(x)) 6= 0

f ′(x) = −
∂g
∂x
(x, f(x))

∂g
∂y
(x, f(x))
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dalším derivováním (3) dostaneme
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dalším derivováním (3) dostaneme

∂2g

∂x2
(x, f(x)) +

∂2g

∂x∂y
(x, f(x)).f ′(x)+
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dalším derivováním (3) dostaneme

∂2g

∂x2
(x, f(x)) +

∂2g

∂x∂y
(x, f(x)).f ′(x)+

+(
∂2g

∂x∂y
(x, f(x)) +

∂2g

∂2y
(x, f(x)).f ′(x)).f ′(x)+
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∂y
(x, f(x)).f ′′(x) = 0 ,
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dalším derivováním (3) dostaneme

∂2g

∂x2
(x, f(x)) +

∂2g

∂x∂y
(x, f(x)).f ′(x)+

+(
∂2g

∂x∂y
(x, f(x)) +

∂2g

∂2y
(x, f(x)).f ′(x)).f ′(x)+

+
∂g

∂y
(x, f(x)).f ′′(x) = 0 ,

odtud vypočítáme

f ′′(x) = . . .

podobně postupujeme dále . . .
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Příklad.

Určete tečnu grafu funkce f zadané implicitně rovnicı́

x2 − 2xy + y2 + x+ y − 4 = 0

a bodem B = [1, 2] v bodě B.
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Analogicky postupujeme u funkcı́ vı́ce proměnných.
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Příklad.

Určete tečnu grafu funkce f zadané implicitně rovnicı́

x2 − 2xy + y2 + x+ y − 4 = 0

a bodem B = [1, 2] v bodě B.

Analogicky postupujeme u funkcı́ vı́ce proměnných.

Příklad.

Určete tečnou rovinu grafu funkce f(x, y) dvou proměnných zadané implicitně rovnicı́

4x2 + 2y2 − 3z2 + xy − yz + x+ 18 = 0

a bodem B = [1, 2, 3] v bodě B.


