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Definice problému a vstup

Co je na vstupu?

Na vstupu algoritmu je graf s ohodnocenymi hranami.
e Graf G = (V,E), kde V je mnoZina vrchold a E je mnoZina hran.

@ Ohodnocovaci funkce w : E — R, kterd kazdé hrané p¥ifazuje realné &islo
(délku, cenu, €asovou naro¢nost).

7

Cilem je najit ,, nejkratsi" spojeni mezi vrcholy, tedy takové, kde je soulet
ohodnoceni hran minimalini.
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Zakladni pojmy: Sled, tah a cesta

Stru¢né pfipomenuti rozdilii z teorie grafi:

@ Sled (walk): Libovolnd posloupnost vrcholl a hran. Vrcholy i hrany se
mohou opakovat.

o Tah (trail): Sled, ve kterém se neopakuji hrany (vrcholy se opakovat
mohou).

o Cesta (path): Tah, ve kterém se neopakuji vrcholy (a tim padem ani
hrany).

Délka sledu, tahu nebo cesty je definovdna jako soutet hodnot (ohodnoceni)
hran, které dany sled/tah/cesta obsahuje.
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P¥iklad: Sled, tah a cesta
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@ CestazAdoC: A— B — C (délka: 2+ 3 =5)
e A=+ B— C—D— B— C...zde se opakuje hrana B-C, je to sled (délka:
24341+2+3=11).
@ Tah z A do B: A— B — C — D — B (hrany jsou riizné, vrchol B se
opakuje; délka: 2+3+1+2=28)
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Vlastnosti nejkratsich cest |.

Kladné hrany a cesty

Jsou-li ohodnoceni viech hran v grafu kladna, je nejkratsim sledem (& tahem)
vZdy cesta.

Pro¢? Jakékoli opakovani vrcholu znamend, Ze jsme udélali cyklus. U kladnych
hran ma cyklus kladnou délku. Jeho vynechdnim ziskame kratsi trasu.

Zaporné hrany a nulové cykly

Tvrzeni vy$e plati i pro graf se zapornym ohodnocenim, pokud graf neobsahuje
cyklus zaporné délky.

@ Pokud graf obsahuje cyklus nulové délky, existuji v grafu stejné dlouhé
cesty a sledy/tahy (prichodem nulového cyklu se celkovd délka nezméni).
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Vlastnosti nejkratsich cest |l.

Z3aporné cykly

V piipad& existence cyklu se zdpornou délkou (tzv. zaporny cyklus) neexistuje
v grafu nejkrat3i sled/tah/cesta.

Zapornym cyklem bychom mohli prochazet donekonecna a celkova délka by
neustdle klesala k —oco.
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P¥iklad: Cykly v grafu

o Pravy cyklus (U — V — W — U): Délka 1 —3+ 1 = —1. Zaporny
cyklus! Nejkrat3i cesta z U do U neexistuje (resp. je —00).

o Levy cyklus (U — X — Y — U): Délka 2 —2+ 0 = 0. Nulovy cyklus. Sled
U— X = Y — U mi stejnou délku jako trividlni cesta U (délka 0).
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Struktura nejkrat3ich cest (bez zdporny

Soustted me se nyni na p¥ipad grafu bez zdpornych cykli. Zde plati dv& kli¢ové
vlastnosti, o které se opiraji vyhledavaci algoritmy:

1. Podcesty nejkratsich cest

Mame-li nejkratsi cestu z vrcholu | do vrcholu F, pak ndm jakdakoliv &ast této
cesty (od I do libovolného mezivrcholu) slouZi jako nejkratsi cesta z | do tohoto
mezivrcholu.

| \

2. Strom nejkratsich cest

Nejkratsi cesty z jednoho vychoziho (pevn& daného) vrcholu | do viech
dosazitelnych vrcholil grafu tvofi strom (tzv. strom nejkrat3ich cest).
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P¥iklad: Struktura a strom nejkratSich cest

o Nejkratdi cestazldoFje/ -+ A— B — C — F (délka 8).

o Podcesta | — A — B (délka 3) je prokazateln& nejkratsi cestou z | do B
(hrana | — B s délkou 5 je del3).

o Cerven& vyznaZené hrany tvo¥i strom nejkratsich cest s kofenem ve vrcholu
l.
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