Algoritmy pro hledani nejkratsi cesty v grafu

Vyukovy material

1 Uvod

Tento dokument popisuje dva zakladni algoritmy pro hledani nejkratsi cesty z jednoho
zdroje (Single-Source Shortest Path) v ohodnoceném grafu G = (V, E) s vahovou funkef
w : B — R. Predpoklddame, ze vy € V' je pocatecni (zdrojovy) uzel.

Necht p = (vg,v1,...,v;) je sled v grafu G ze startovniho uzlu vy do cilového uzlu
vg. Délka sledu p, kterou znacime jako w(p), je definovdna jako soucet vah vsech hran,
které tento sled tvori:

w(p) = Z w(vi—1,v;)

7 této definice primo vyplyva dulezita vlastnost: pokud k existujicimu sledu p z uzlu
vy do uzlu vy pfiddme (napojime) hranu (vy, vgi1), vznikne novy, prodlouzeny sled p'.
Délka tohoto nového sledu je jednoduse souc¢tem délky puvodniho sledu a vahy pridané
hrany:
w(p) = w(p) + Wk, Vi)

Tento princip (tzv. vlastnost optimélni podstruktury) je klicovy pro viechny algoritmy.
Cilem vypoctu je najit sled p ze zdroje vy do uzlu v takovy, ze jeho délka w(p) je minim&ln{
ze vech moznych sledu z vy do v. Tuto skuteénou minimélni vzdalenost oznacime §(vg, v).

Algoritmy v prubéhu vypoctu pro kazdy uzel v € V udrzuji aktualni nejlepsi odhad
této vzddlenosti v proménné d[v] a zaroven si pamatuji predchudce v tomto optimalnim
sledu v proménné mv].

2 Vysvétleni pojmu na prikladu z praxe

Abychom lépe porozuméli abstraktnim matematickym definicim z ptedchozi kapitoly,
ukazme si vSe na konkrétnim piikladu ohodnoceného grafu G' = (V, E) s vahovou funkef
w. Muzeme si jej predstavit jako zjednodusenou mapu obci, kde hrany predstavuji silnice
a jejich vahy odpovidaji redlnym vzdalenostem.

2.1 Zakladni prvky a délka sledu

Zvolme si v nasem grafu uzel A a predpoklddejme, ze to je nds pocatecni (zdrojovy)
uzel vg. Nyni si predstavme sled p z uzlu A do uzlu C ptes uzel B. Délka tohoto sledu,
oznacovand jako w(p), je definovana jako soucet vah vSech hran, které tento sled tvori.
Vypocet pro nas konkrétni sled by vypadal takto:

w(p) =w(A,B)+w(B,C)=2+2=4



Obrazek 1: Priklad orientovaného ohodnoceného grafu s péti uzly.

Na tomto sledu muzeme demonstrovat vlastnost optimalni podstruktury. Pokud k exis-
tujicimu sledu p (vedoucimu z A do C) pridame hranu (C, E), vznikne novy, prodlouzeny
sled p’. Délka tohoto nového sledu je pak jednoduse souc¢tem délky puvodniho sledu a
vahy nové pridané hrany:

wp)=wp)+w(C,E)=4+1=5

2.2 Hledani nejkratsi cesty a pracovni proménné

Cilem vypoctu je pochopitelné najit sled ze zdroje vy do néjakého cilového uzlu v takovy,
ze jeho délka w(p) je absolutné minimalni ze vsech moznych sledu z vy do v. Napiiklad
pro cestu z A do C existuje pfimé hrana o vaze 5, ale my uz vime, ze cesta pres uzel B
mé délku pouze 4. Tuto skuteénou minimalni vzdalenost oznacime 6(A, C').

Algoritmy pro hleddni nejkratsich cest si v prubéhu vypoctu pro kazdy uzel v € V
udrzuji aktudlni nejlepsi odhad této vzdalenosti v proménné d[v] a zdroven si pamatuji
predchudce v tomto optimalnim sledu v proménné 7[v].

Uzel v | Skuteéna vzdalenost 6(vy,v) | Odhad d[v] v prabéhu | Pfedchidce 7[v]
A (vo) 0 0 NIL

B 2 2 A

C 4 5—4 A—DB

Tabulka 1: Ukdzka vyvoje pracovnich proménnych. Odhad d[C] se v prubéhu vypoétu
snizi z 5 (pfimé cesta) na 4 (nalezend kratsi cesta pres B).

Odhad vzdélenosti d[v] si muzeme predstavit jako hodnotu zapsanou tuzkou. Na
zacatku zkusi algoritmus jit z A piimo do C a zapiSe si odhad d[C] = 5. Pozdéji ale
objevi cestu pres uzel B, ktera stoji pouze 4. Proto hodnotu 5 ,, vygumuje“ a aktualizuje
na lepsi hodnotu. Proménnd =[v] (tedy predchudce) zase slouzi jako navigacni znacky.
Diky nim muzeme na konci dokracet z cile pozpatku az do startu a odhalit tak kompletni
nejkratsi cestu.

3 Relaxace hrany

Srdcem vSech zminénych algoritmt pro hledani nejkratsi cesty je klicova a spole¢né ope-
race, kterou nazyvame relaxace hrany (¢asto se piekldda jako ,uvolnéni“). Tento krok



piimo stavi na poznatcich a odvozenich, kterd jsme si detailné rozebrali v predchozi ka-
pitole.

Jeji princip je velmi intuitivni: pro konkrétni zkoumanou hranu vedouci z uzlu u do
uzlu v zjistujeme, zda nemuzeme vylepsit nasi dosud nejlepsi nalezenou cestu do cilového
uzlu v tim, ze zvolime trasu ,,oklikou®“ pravé pres uzel u.

Prakticky to znamend, ze vezmeme nas aktualni nejlepsi odhad vzdalenosti do uzlu
u (tedy hodnotu dfu]) a zkusime k nému pomyslné ,pridat hranu® (u,v). Ziskany novy
soucet, ktery odpovida délce cesty pres uzel u, tedy d[u] + w(u,v), ndsledné porovname
s nasim dosavadnim odhadem vzdélenosti do uzlu v (s hodnotou d[v]). Pokud zjistime,
ze nova cesta je kratsi (novy soucet je ostfe mensi nez dosavadni d[v]), slavime tispéch —
nasli jsme kratsi sled a musime provést aktualizaci naSich pracovnich proménnych.

Cely tento proces muzeme formalné zapsat pomoci jednoduchého pseudokédu:

Algoritmus 1 Procedura relaxace hrany

1: Relax(u, v, w) > Relaxujeme hranu wv, délku sledu pocitame z vahové funkce w.
2: if d[v] > dlu] + w(u,v) then > Pokud je cesta ptes uzel u kratsi,
3: d[v] + d]u] + w(u,v) > prepiseme délku cesty
4: m[v] < u > i pfedchozi vrchol.
5: end if

3.1 Proc¢ se operace nazyva ,relaxace®?

Nézev ,relaxace” (neboli uvolnéni) vychézi z fyzikdlni analogie. Predstavte si, ze odhady
vzdélenosti d[v] predstavuji napéti v gumickéch natahovanych ptres mapu. Kdyz najdeme
kratsi cestu (zkratku), prehnané napnutd gumicka povoli — jeji napéti se ,zrelaxuje“ na
nizsi a presnéjsi hodnotu. V teci naseho algoritmu to znamend, Ze se nas odhad délky
nejkratsi cesty zmensi.

3.2 Ukazka relaxace na nasem grafu

Abychom si proces lépe predstavili, vezméme si nas ukazkovy graf z predchozi kapitoly a
ukazme si dva zakladni scénafe, které mohou pii volani procedury Relax nastat.

3.2.1 Scénar 1: Uspésna relaxace (Nasli jsme zkratku)

Predpokladejme, ze jsme nejprve objevili pfimou cestu ze startovniho uzlu A do uzlu
C s védhou 5. Nas pracovni odhad je tedy d[C] = 5 a pfedchudce n[C] = A. Nésledné
prozkoumame cestu z A do B, ¢imz zjistime, ze d[B] = 2. Nyni algoritmus ptikro¢i k
tomu, ze chce relaxovat hranu (B, C) s vahou w(B,C) = 2.

Zkontrolujeme podminku z naseho pseudokddu (fadek 2):

d[C] > d|B] + w(B,C)
5>2+2
5>4

Podminka je splnéna! Nasli jsme kratsi cestu pres uzel B. Provedeme proto aktualizaci
hodnot (fadky 3 a 4):

e d[C] < 4 (ptepiseme odhad vzdalenosti na novou, mensi hodnotu)

e 7[C] <— B (pfesmérujeme navigacni ukazatel na nového predchudce)

3



3.2.2 Scénar 2: Netlspésna relaxace (Cesta oklikou je delsi)

Zkusme nyni situaci naopak. Predstavte si, ze po tspésné aktualizaci mame d[C] = 4 a
chtéli bychom zpétné relaxovat puvodni piimou hranu z (A, C'), abychom se ujistili, jestli
nam prece jen nepomuze. Vaha hrany w(A, C) je 5, hodnota d[A] = 0 (protoze A je nas
start).

Opét dosadime do podminky:

d[C] > d[A] + w(A, C)

4>0+5
4>5

Podminka tentokrat neplati. Hodnota 4 rozhodné neni vétsi nez 5. Oklika v tomto
piipadé nedava zadny smysl, protoze aktudlné jiz zndme lepsi cestu. Proménné d[C] ani
7[C] se tedy neupravi a zustanou beze zmény. Timto zpusobem algoritmus bezpeéné
ignoruje ,slepé“ a neefektivni odbocky a ponechava si pouze ty nejlepsi nalezené trasy.

4 Orientace grafu a zaporné hrany

Pti hledani nejkratsich sledu hraje klicovou roli to, zda je graf orientovany ¢i neoriento-
vany, a jaké znaménko mohou nabyvat vahy jeho hran.

4.1 Nezaporné hrany

Pokud graf obsahuje pouze hrany s nezdpornym ohodnocenim (w(u,v) > 0 pro vSechna
(u,v) € E), muzeme bez problému pracovat s orientovanymi i neorientovanymi
grafy. Neorientovanou hranu mezi uzly u a v s vahou w si algoritmy jednoduse predstavuji
(a v paméti Casto reprezentuji) jako dvojici orientovanych hran (u,v) a (v, u), pricemz
obé maji stejnou vahu w.

4.2 Zaporné hrany u orientovanych grafi

U orientovanych grafu pripoustime i hrany se zapornym ohodnocenim (v praxi reprezentuji
napt. zisk energie, penéz nebo ¢asovy bonus). Dokud v takovém grafu neexistuje tzv.
zaporny cyklus (orientovany cyklus, jehoz soucet vah je mensi nez nula), ma problém
hledéni nejkratsiho sledu dobie definované feseni a algoritmy (jako Bellman-Ford) jej
dokazou nalézt.

4.3 Problém zapornych hran u neorientovanych grafi

Zcela jina situace ovSsem nastavé, pokud bychom piipustili zaporné hrany v neoriento-
vaném grafu. Pro¢ to matematicky a algoritmicky nedéava smysl?
Predstavme si neorientovanou hranu mezi uzly A a B se zdpornou vahou, napiiklad
w = —10. Jak jsme si fekli difve, neorientovanou hranu lze chapat jako dvé orientované
hrany: A — B za —10 a B — A za —10. Pokud vyrazime z uzlu A do uzlu B a okamzité
se po stejné hrané vratime zpét do uzlu A, vznikne trividlni sled (A, B, A). Délka tohoto
sledu je:
w(A, B) +w(B,A) = (—10) + (—10) = —20



Timto zpusobem kazda neorientovana zaporna hrana automaticky vytvari zaporny
cyklus délky 2. Pokud takovy cyklus v grafu existuje, pojem ,nejkratsi sled” ztraci
smysl. Kdykoliv se k této hrané dostaneme, muzeme po ni donekone¢na prechézet tam a
zpét, éimz bude celkovd délka sledu neomezené klesat k —oo. Uloha pak pro takovy graf
nemé konecné reseni.
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Dijkstrav algoritmus

Dijkstruv algoritmus fesi problém nejkratsi cesty pro grafy s nezapornym ohodnocenim
hran (w(u,v) > 0 pro vSechna (u,v) € E). Vyuziva ,hladovy“ pfistup pomoci prioritni
fronty.

Algoritmu uvedeme dvakrat. Prvni obsahuje jen struéné komentate zatimco ve druhém

je podrobné okomentovam kazdy radek.

Algoritmus 2 Dijkstruv algoritmus

Vstup: Graf G = (V| E), vahy w, start v
Vystup: Pole vzdéalenosti d a predchudcu 7

10:
11:
12:

for kazdy uzel v € V do > Inicializace proménnych.
d[v] + o0
7[v] + NIL

1
2
3
4: end for
5:
6
7
8
9

d[’Uo] 0

Q< V > Vytvoifime min-prioritni frontu fazenou podle hodnot d.
. while Q # ) do

u < Extract-Min(Q)
for kazdy uzel v € Adj[u] do
Relax(u, v, w) > Pokud se d[v] zméni, zaktualizujeme i frontu Q.
end for
end while

Algoritmus 3 Dijkstruv algoritmus s podrobnym komentarem

Vstup: Graf G = (V, E), véhy w, start vy
Vystup: Pole vzdélenosti d a predchudcu m

1: for kazdy uzel v € V do > Pro kazdy vrchol inicializujeme

2 d[v] < o0 > vzdalenost od vy na nekoneéno

3 7[v] < NIL > a predchozi vrchol na nezndmy.

4: end for

5: d[vg] < 0 > Pocatecnimu vrcjolu vy nastavime vzdalenost na nulu.

6: @ <V > Vytvorime min-prioritni frontu uzlu z mnoziny vrcholu grafu V. Vrcholy
fadime podle hodnot d.

7: while Q # () do > Dokud je prioritni fronta neprazdn4,

8: u <— Extract-Min(Q) > Odebereme z ni vrchol v s nejmensi hodnotou d.

9: for kazdy uzel v € Adj[u] do > Pro vSechny sousedy v vrcholu u,

10: Relax(u,v, w) > zrelaxujeme hranu uv a pokud se d[v] zméni, zaktualizuje se
i priorita vrcholu v ve fronté Q.

11: end for

12: end while




6 Bellman-Forduv algoritmus

Bellman-Forduv algoritmus je robustnéjsi a dokaze pracovat i s grafy obsahujicimi hrany
se zapornou vahou. Navic umi detekovat existenci zapornych cykli dosazitelnych ze zdroje
Vo.

Algoritmus 4 Bellman-Forduv algoritmus

Vstup: Graf G = (V| F), vahy w, start v

Vystup: TRUE pokud neexistuje zaporny cyklus, jinak FALSE
1: for kazdy uzel v € V do
2 d[v] + o0
3 m[v] « NIL
4: end for

o: d[Uo] 0
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7

8

9

: fori< 1to|V|—1do > Opakujeme (|V] — 1)-krét
for kazdou hranu (u,v) € E do
Relax(u, v, w)
: end for
10: end for
11: for kazdou hranu (u,v) € E do > Detekce zaporného cyklu
12: if d[v] > d[u] + w(u, v) then
13: return FALSE
14: end if
15: end for
16: return TRUE

7 Spolecny (genericky) algoritmus

Oba algoritmy lze zapsat pomoci jediného generického schématu. Zasadni rozdil, ktery
urcuje chovani a asymptotickou slozitost algoritmu, spociva v pouzité datové struktuie
D pro udrzovani mnoziny ,aktivnich“ uzlu.

Algoritmus 5 Genericky algoritmus pro nejkratsi cestu
Vstup: Graf G = (V, E), véhy w, start vy
1: Inicializuj d a 7 pro vSechny uzly, d[vg] < 0

2: D.Insert(vp) > Vloz startovni uzel do datové struktury
3: while D neni prazdna do

4: u < D.Extract() > Vyber uzel dle pravidel struktury
5: for kazdy uzel v € Adj[u] do

6: staré_d <+ d[v]

7 Relax(u, v, w)

8: if d[v] < staré_d and v ¢ D then

9: D.Insert(v) > Uzel v byl zrelaxovan, musime ho prozkoumat
10: end if

11: end for

12: end while




Vliv datové struktury D:

e Min-Prioritni fronta (Dijkstruv algoritmus): Pokud je D prioritni fronta usporadana
vzestupné podle odhadu vzdalenosti d, ziskdame Dijkstruv algoritmus. Za predpokladu
nezapornych hran je kazdy uzel vlozen a vybran pravé jednou.

e Standardni FIFO fronta (Optimalizovany Bellman-Ford / SPFA): Pokud
je D obycejna fronta prvniho prichoziho (First-In-First-Out), vznikne algoritmus
Shortest Path Faster Algorithm (SPFA). Uzel muze byt do fronty pridéan vicekrat
(pokazdé, kdyz se jeho vzdalenost zmensi). V nejhorsim piipadé tato varianta de-
graduje na klasického Bellman-Forda se stejnou ¢asovou slozitosti, ale v praxi na
nahodnych grafech funguje podstatné rychleji.

8 Zduvodnéni spravnosti

8.1 Spravnost Dijkstrova algoritmu

Spravnost Dijkstrova algoritmu se opird o predpoklad nezdpornych vah hran (w > 0). Lze
ji dokdzat matematickou indukci podle poctu navstivenych uzla.

e Invariant: V okamziku, kdy je uzel u vybran z prioritni fronty () operaci Extract-
Min, plati, ze jeho aktudlni odhad d[u] je roven skutecné nejkratsi vzdalenosti 0 (s, u).

e Diikaz sporem: Predpoklddejme, ze u je prvni uzel, pro ktery pii vybéru z ) plati
d[u] > §(s,u). Necht p je skuteény nejkratsi sled z vy do u. Na tomto sledu p musi
existovat uzel y, ktery je v @ (jesté nebyl trvale vyfizen), a jeho predchudce = na
sledu p jiz byl vytizen. Protoze x bylo vyfizeno diive, cesta k y pfes x jiz byla
zrelaxovana, a tedy d[y] = 0(s,y). Protoze hrany jsou nezaporné, délka podsledu z
y do u je > 0. Z toho plyne, ze d(s,y) < d(s,u). Dostavame:

dlyl = 0(s,y) < 6(s,u) < dfu]

To by ale znamenalo, ze d[y] < d[u]. Dijkstrav algoritmus by z prioritni fronty
vybral uzel y pfed uzlem u, coz je spor s nasim predpokladem, ze byl vybran uzel
u. Invariant tedy plati a algoritmus je korektni.

8.2 Spravnost Bellman-Fordova algoritmu

Spravnost Bellman-Fordova algoritmu vychazi z vlastnosti nejkratsich sledu. Nejkratsi
sled v grafu bez zapornych cyklu nesmi obsahovat zadny cyklus, a proto je to jednoducha
cesta obsahujici maximélné |V/| — 1 hran.

e Dikaz indukci: Dokazujeme, ze po -té iteraci vnéjsitho cyklu plati pro vSechny
uzly v, ke kterym existuje nejkratsi sled obsahujici nejvyse i hran, ze d[v] = (s, v).

e Baze (i = 0): Pred prvnim prichodem plati tvrzeni pouze pro zdroj v, kde d[vo] =
0 = 6(vo,vp) a sled ma délku 0 hran.

e Krok: Piredpoklddejme, Ze to plati pro sledy délky i. Necht nejkratsi sled do uzlu
v mé 7 + 1 hran a koné¢i hranou (u,v). Z principu optimality podproblému musi
byt podsled do uzlu u nejkratsim moznym sledem délky ¢ hran. Podle indukéniho
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predpokladu tedy po i-té iteraci plati d[u] = d(vg, u). V (i + 1)-té iteraci algoritmus
projde vSechny hrany, a tedy i hranu (u,v). Provede se relaxace, ¢imz d[v] nabyde
hodnoty d[u] + w(u,v) = §(vg, v).

e Zaver: Jelikoz zadny nejkratsi sled bez zapornych cyklu nemuze mit vice nez |V|—1
hran, po provedeni |V| — 1 iteraci algoritmus zarucené nalezne skutecné minimalni
vzdalenosti do vSech uzlu. Zavérecna kontrolni iterace pak odhali pfipadnou exis-
tenci zaporného cyklu, pokud lze néjakou vzdalenost stale zkratit.

9 Rozbor casové slozitosti

9.1 Slozitost Dijkstrova algoritmu

Casova slozitost Dijkstrova algoritmu zavisf téméf vyhradné na implementaci min-prioritni
fronty Q. Kazdy z |V| uzlu je do fronty vlozZen a vybréan operaci Extract-Min praveé jednou.
Pro kazdou z |E| hran grafu se muze zavolat operace Decrease-Key (aktualizace priority).

e Linearni pole: Extract-Min trvd O(|V]), Decrease-Key O(1). Celkové O(|V|? +
|E|) = O(]V|?). Tato implementace je vhodnd pro velmi husté grafy (|E| ~ [V|?).

e Bindrni halda: Extract-Min trvd O(log|V]), Decrease-Key O(log|V]). Celkove

vvvvv

grafy.

e Fibonacciho halda: Extract-Min trva amortizované O(log |V |), Decrease-Key amor-
tizované O(1). Celkové O(|V|log|V| + | E|). Teoreticky nejrychlejsi znamy piistup
pro hustsi grafy.

9.2 Slozitost Bellman-Fordova algoritmu

Zakladni slozitost Bellman-Fordova algoritmu je velmi piimocéard k analyze, nebot se
sklada ze statickych vnorenych cyklu.

e Inicializace: Nastaveni pocatec¢nich hodnot trva O(|V]).

e Hlavni cyklus: Vnéjsi cyklus probéhne presné (|V| — 1)-krat. Uvniti se prochdzi
presné vsech |E| hran grafu a pro kazdou se provede relaxace v ¢ase O(1). Tento
krok zabere O(|V] - |E]).

e Detekce cyklu: Zaveéreény prichod vsech hran trva O(|E]).

Celkova ¢asova slozitost Bellman-Fordova algoritmu je tedy nekompromisné O(|V| - |E|).
V nejhorsim pifpadé pro tplny graf (|E| ~ |V|?) dosahuje kubické slozitosti O(|V]?). To
je dan za jeho schopnost pracovat se zapornymi hranami.



