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1 Uvod a motivace

V analyze se casto setkdvame se dvéma formalnimi zptisoby, jak popsat ,stabilizaci ¢lent
posloupnosti:

« Konvergence vyjadiuje, Ze ¢leny posloupnosti se blizi ke konkrétnimu ¢islu (limité).

o Cauchyovska vlastnost vyjadiuje, ze ¢leny posloupnosti jsou pro velké indexy
navzajem libovolné blizko, aniz by se limita pfedem jmenovala.

V mnoziné realnych ¢isel R jsou tyto pojmy ekvivalentni (jde o projev duplnosti R).
V mnoziné racionalnich ¢isel Q tato ekvivalence selhava: existuji Cauchyovské posloupnosti
racionalnich ¢isel, které v Q nemaji limitu.

*Text vznikl ve spolupraci s LLM ChatGPT.



2 Konvergentni posloupnosti

Definice 1 (Konvergentni posloupnost). Posloupnost (a,,); redlnych ¢isel je konvergentni
(v R), jestlize existuje L € R takové, ze pro kazdé € > 0 existuje N € N s vlastnosti

n>N = l|a,— L| <e.

Cislo L nazyvame limitou posloupnosti a pieme a,, — L nebo lim,_, a,, = L.

[lustrace konvergence: a,, = % —0
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Obrazek 1: Od urcitého indexu N lezi vSechny ¢leny v libovolné tizkém pasu kolem primky
y = L.

3 Cauchyovské posloupnosti

Definice 2 (Cauchyovska posloupnost). Posloupnost (a,,)% , redlnych ¢isel je Cauchyovskd,
jestlize pro kazdé € > 0 existuje N € N takové, ze pro vsechna m,n > N plati

lam — an| < e.

Pozndmka 1. Cauchyovské definice nezminuje zadné konkrétni ¢islo L. V R vSak tuplnost
zarucuje, ze takové L existuje a posloupnost k nému konverguje.

4 Kazda konvergentni posloupnost je Cauchyovska

Véta 1. Je-li posloupnost (a,) konvergentni v R, pak je Cauchyovskd.

Diikaz. Necht a, — L. Vezméme libovolné € > 0. Z definice konvergence pro /2 existuje
N € N takové, ze pro vsechna n > N plati

€
n— L] < =.
0, L] <
Do trojihelnikové nerovnosti |z + y| < |z| + |y| dosadime z = a,, — L, y = —a,, + L a po
upravach
lz+yl = |an —L—am+ L| = |ay, — an|
yl = | =am+ LI =[ = (am = L)| = |am — L|
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[lustrace Cauchyovské vlastnosti: a,, = (_Tll)n
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Obrazek 2: Ackoli posloupnost osciluje, amplituda klesa a ,,ocas* se vzajemné zhustuje:
pro velkd m,n je |a,, — a,| malé.

dostaneme pro libovolnd m,n > N

|am_an|§|@m—L|+|an—L|<g+§:€.

Tedy (a,) je Cauchyovska. O

5 Ekvivalence v R: Cauchyovska < konvergentni

Véta 2 (Uplnost R ve tvaru Cauchyova kritéria). Posloupnost redlnijch cisel je konvergentni
prave tehdy, kdyz je Cauchyovska.

Dikaz. Smér konvergentni = Cauchyovska® plyne z predchozi véty.
Dokazme ,Cauchyovska = konvergentni“. Necht (a,) je Cauchyovska.
1) Cauchyovska posloupnost je omezena. Zvolme ¢ = 1. Existuje N takové, ze pro
vSechna m,n > N plati |a,, — a,| < 1. Fixujme n = N. Pro m > N dostaneme
|am| S |am _aN| + |aN| <1 + |aN|7
tedy ocas posloupnosti je omezeny; a kone¢né mnoho pocatecnich clenti je omezenych také,
takze cela posloupnost je omezena.

2) Existence konvergentni podposloupnosti. Z omezenosti a véty Bolzano—Weierstrass
plyne, ze existuje konvergentni podposloupnost (a,, ) a ¢islo L € R takové, ze a,, — L.

3) Konvergence celé posloupnosti. Necht ¢ > 0. Z Cauchyovskosti existuje N; tak,
ze pro vSechna m,n > Nj plati |a,, — a,| < /2. Z konvergence podposloupnosti existuje
K tak, ze pro k > K je |a,, — L| < £/2 a zéroven (pro dost velké k) plati ny > N;. Pro
libovolné n > N; pak:

£ €
|an—L|§|an—ank|+|ank—Ll<§+§:5.

Tedy a,, — L a posloupnost je konvergentni. O



6 Proc ekvivalence neplati v Q

V Q ponechame stejnou vzdélenost |z — y| jako v R, ale mnozina Q neni tplna: nékteré
,prirozené® limity Cauchyovskych posloupnosti jsou iraciondlni a tedy v Q nelezi.

6.1 Symbol dolni celé casti
Definice 3 (Dolni celd ¢ast). Pro redlné ¢islo o oznacujeme symbolem |z | dolni celou cast,
tj. nejvétsi celé Cislo, které neni vétsi nez x:

|z] € Z, lz] <x<|z]+1.

6.2 Cauchyovska v Q, ale ne konvergentni v Q

Uvazujme posloupnost racionalnich ¢isel
b, = 107" [10W§J.

Kazdy clen je racionélni (celé ¢islo délené mocninou deseti). Z vlastnosti dolni celé ¢asti
plati

[10"V2] < 10"V2 < [10"V2] + 1.

Po vynéasobeni 10~ dostaneme
by < V2 < b, +107",

tedy
og\/é—bn<10—"m>o.

Proto v R plati b, — /2. V diisledku toho je (b,) v R konvergentni, a tedy Cauchyovska.
Jelikoz Cauchyovskd podminka pracuje pouze s vyrazy |b,, — b,| (které maji stejnou
hodnotu v R i v Q), je (b,) Cauchyovska i jako posloupnost v Q.

V Q vsak konvergentni byt nemtze: kdyby b,, — ¢ pro néjaké ¢ € Q, pak by jako realna
posloupnost méla limitu ¢; pritom jsme ukézali, ze jeji realnd limita je v/2. Jednoznacnost
limity by vynutila ¢ = v/2, coz je nemozné, protoze v/2 ¢ Q (diikaz nize).

6.3 Dvé racionalni posloupnosti s iracionalni limitou

1) Posloupnost a, = (1 + %)n Kazdy ¢len a,, je raciondlni. V R plati klasicky limitni

vztah I\®
<1 + > — e,
n

kde e je Eulerovo ¢islo (znamy fakt: e je iraciondlni). Proto je (a,) konvergentni v R, a
tedy Cauchyovska v R. Jelikoz jeji ¢leny jsou racionélni, je (a,) Cauchyovska také v Q,
ale v Q konvergentni neni (jeji redlnd limita nelezi v Q).

2) Posloupnost b, = 107" 10"y/2]. Jak bylo ukézino vyse, v R plati b, — /2, tedy
(bn) je v R konvergentni a Cauchyovska. Protoze ¢leny jsou racionélni, je Cauchyovska i
v Q. Neni vsak konvergentni v Q, nebof jeji limita je iracionalni.



7 Dikaz, Ze v/2 neni racionalni é&islo

Véta 3. V2 ¢ Q.

Diikaz. Dikaz sporem. Pfedpokladejme, Ze v/2 = o pro néjaka nesoudélna cela cisla p, q
(tj. ged(p, q) = 1, ¢ # 0). Po umocnéni dostaneme

Z rovnosti p? = 2¢® plyne, ze p? je sudé, a tedy i p je sudé. Napisme p = 2k. Potom
P’ =(2k)? =4k*=2¢> = ¢ =2k

a tedy 1 ¢ je sudé. Pak vSak p i ¢ maji spolecny délitel 2, coz je spor s ged(p, ¢) = 1. Tedy

V2 ¢Q. O

8 Metoda vzniku textu

Text vznikl ve spolupraci s LLM ChatGPT verze 5.2 na zakladé nasledujicich promptu.

1. PiSu ucebni text pro studenty ucitelstvi matematiky. Téma jsou konvergentni a
Cauchyvské posloupnosti. Uved definici obou pojmi, obé definice ilustruj na grafech
posloupnosti. Pak dokaz vétu, ktera tvrdi, ze kazda konvergentni posloupnost je
Cauchyovska. Dale dokaz vétu, ze posloupnost redlnych ¢isel je konvergentni pravé
kdyz je Cauchyovska. Na zaver uved priklad, ktery ukazuje, ze na mnoziné racional-
nich cisel tato véta neplati. A uved priklady dvou posloupnosti racionalnich cisel,
které maji iraciondlni limitu, jedna je a, = (1 + 1/n)", druhd b, = 100 — n) krat
dolni cela cast z (10"sqrt(2)). Vysvetli, ze tyto posloupnosti jsou konvergentni na
mnoziné realnych ¢isel, jsou tedy Cauchyovské na mnoziné realnych ¢isel, a protoze
jejich ¢leny jsou racionalni ¢isla, jsou Cauchyovské i na mnoziné racionalnich ¢isel.
Jejich limity jsou iracionalni ¢isla,proto nejsou konvergentni na mnoziné racionalnich
¢isel. Soucasti textu je i ditkaz, Zze odmocnina ze dvou neni raciondlni ¢islo. Nejdrive
si cely text rozvrhni do kapitol a poté ho sepis.

2. Do textu pridej vysvétleni symbolu pro dolni celou ¢ast.

Text vysazej v latexu a pridej obrazky ilustrujici konvergentni a Cauchyovskou
posloupnost. Obrazky vytvor pomoci baliku tikz a vloZe je na zacatek textu hned za
definice konvergentni a Cauchyoské posloupnosti.

Na zakladé dotazu pfi online konzultaci jsem v dikazu Véty 1 doplnila:

Do trojihelnikové nerovnosti |z + y| < |z| + |y| dosadime © = a,, — L, y = —a,, + L a po
upravach
lt+y| = |apn—L—am+ L] = |a, — an|
yl = | —=am+ LI =[ = (am = L)| = |am — L]

dostaneme pro libovolnd m,n > N ...
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