Weierstrassova véta o nabyvani extrém

Necht méme realnou funkci jedné realné proménné definovanou na intervalu
[a,b] C R. Zajima néas, za jakych podminek miZzeme zarucit existenci global-
niho minima a globalniho maxima.

Vétu uvedeme bez ditkazu. Budeme ji ilustrovat priklady. Uvedeme i pii-
klady funkci, které ukazi opravnénost predpokladu véty.

Véta (Weierstrassova). Necht f: [a,b] — R je spojitd funkce na uzavieném

a omezeném intervalu |a,b]. Pak existuji body Tumin, Tmax € |a,b] takové, Ze
f(@min) < f(2) < f(Tmax) pro vSechna z € [a, b].

Jingmi slovy, funkce f na intervalu [a,b] nabyjvd svého globdlniho minima i

globdlniho maxima.

Hodnota f(#max) se nazyva globalni maximum funkce f na [a, b], hodnota
f(@min) globalni minimum. Body .y & Zmin mohou leZet jak uvnitf intervalu,
tak v jeho krajnich bodech.

Pozitivni priklady (kdyz jsou predpoklady splnény)
Priiklad 1: maximum uvniti intervalu

Funkce
flx)=—(x —1)*+2, z € 0,2],

je spojita na uzavieném omezeném intervalu. Nabyva globalniho maxima ve
vnitinim bodé z = 1 a globalntho minima v krajnich bodech z =0 a z = 2.

Priiklad 2: extrémy v krajnich bodech

Funkece
flz) ==, x e |[-1,2],

je spojita a rostouci. Proto globalni minimum lezi v levém krajnim bodé
xr = —1 a globalni maximum v pravém krajnim bodé x = 2.



Obrazek 1: Spojita funkce na [0,2] s globalnim maximem uvnitf intervalu
v bodé z = 1.
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Obrazek 2: Spojita linearni funkce na [—1,2] s extrémy v krajnich bodech.

Priklad 3: ,,zvlnéna* funkce

Funkce
f(z) =sinx + 0.2z, x € [0,4],

je spojita a na obrazku je vidét, Ze na uzavieném omezeném intervalu exis-
tuje globalni minimum i globalni maximum (mohou se nachazet ve vnitinich

bodech i v krajnich bodech).
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Obrazek 3: Spojita funkce na [0, 4] s existenci globalnich extrémd.



Priiklady ilustrujici opravnénost predpokladi véty

Nésledujici tii priklady ukazuji, ze pokud vypustime néktery z predpokladi
(ze spojitosti, uzavienosti ¢ omezenosti intervalu), existence globalnich ex-
trému uz nemusi byt zarucena.

Priiklad 4: nespojita funkce na uzavieném omezeném intervalu

Uvazujme funkci
=" "0 epa
T) = xr e |U, 1]
0, z=1,

Interval [0, 1] je uzavieny a omezeny, ale funkce je nespojita v bodé = = 1.
Hodnoty f(z) se blizi k 1, ale hodnoty rovné 1 funkce nikdy nedosahne, takze
nemé globalni maximum.

17 sup f = 1, neni dosazeng
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Obrazek 4: Nespojita funkce na [0, 1]: globalni maximum neexistuje.

Piiklad 5: spojita funkce na otevieném omezeném intervalu

Nyni vezméme spojitou funkci
f(z) ==, x € (0,1).

Interval (0,1) je omezeny, ale neni uzavieny. Hodnoty funkce se blizi k 0
i k 1, ale téchto hodnot funkce nikdy nedosahne, protoze body 0 a 1 ne-
patii do intervalu. Globalni minimum ani maximum tedy na tomto intervalu
neexistuje.
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Obrazek 5: Spojita funkce na otevieném intervalu (0, 1): zadné globalni ex-
trémy.
Piiklad 6: spojita funkce na neomezeném intervalu
Nakonec uvazujme funkci
f(z) ==, x € [0, 00).

Funkce je spojita a interval je uzavieny, ale neni omezeny. Funkce mé sice
globalni minimum v bodé x = 0, ale neni shora omezena, takze globéalni
maximum neexistuje.

graf pokracuje doprava, bez horni mez

Obrazek 6: Spojita funkce na neomezeném intervalu [0, 00): neexistuje maxi-
mum.



