Dokument obsahuje tilohy na porozuméni grafu funkce, konkrétné probereme kvadra-
tickou funkei.
Zadani je zformulované dvakrat, je tedy jedno, kterou stranu budete Tesit.

Varianta 1: Primé a srozumitelné zadani

Pi#edmét: Uvodni tiloha z matematické analyzy: Analyza a kresleni
paraboly

Pro zadanou kvadratickou funkci f(x) = 2*—5x+3 provedeme kroky, které nam pomohou
detailné pochopit jeji vlastnosti a nakreslit jeji graf.

(1)

(ii)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

(vii)

(viii)

Prisecik s osou y:
Nejprve urcete, kde graf funkce protiné osu y. Vypocitejte funkéni hodnotu v bodé
x = 0, kterou oznacime jako a = f(0). Do soustavy soufadnic zakreslete tento bod

A0, a).

Nalezeni symetrického bodu:

Nyni vyteste rovnici f(x) = a, kde a je hodnota, kterou jste vypocitali v predchozim
kroku. Tim najdete v8echny body na grafu, které maji stejnou y-ovou souradnici
jako prusecik s osou y. Resenf oznacte jako x1 a xs.

Zakresleni bodii:
Do stejné soustavy soutradnic zakreslete body B[z, a] a C[za,a], které jste nalezli
v predchozim kroku.

Ovéreni polohy bodi na grafu:
Stru¢né definujte, co to znamend, ze bod lezi na grafu funkce. Poté zduvodnéte,
pro¢ pro body B a C' plati, Ze lezi na grafu funkce f.

Urceni osy symetrie:
Grafem kvadratické funkce je parabola, kterd je symetricka. Vyuzijte symetrické
polohy bodi B a C' k nalezeni rovnice svislé osy symetrie paraboly.

Nalezeni vrcholu paraboly:
Vrchol paraboly vzdy lezi na jeji ose symetrie. Pomoci rovnice osy, kterou jste praveée
nasli, vypocitejte souradnice vrcholu paraboly.

Nacrtnuti grafu:
Vyuzijte v8echny zjisténé informace, prisecéik s osou y, symetrické body B a C', osu
symetrie a vrchol, k co nejpresnéjsimu nac¢rtnuti grafu funkce f.

Hledani vzort pro danou y-ovou hodnotu:

Nyni prozkoumejte, jaké x-ové souradnice odpovidaji zadané y-ové hodnoté. Vyteste
rovnici f(z) = k pro nésledujici hodnoty k a geometricky interpretujte vysledek na
grafu.

(a) Pro k = —1. Naleznéte prislusné body na grafu.

(b) Pro k = —3.25. Jaky specialni bod paraboly jste nalezli?



(c) Pro k = —5. Vysvétlete, pro¢ rovnice nemé feSeni v oboru realnych ¢isel a co
to znamena pro graf funkce.

(ix) Obecna diskuze o pocétu FeSeni:
Proved'te diskuzi o po¢tu feSeni rovnice f(x) = k v zavislosti na realném parametru
k. Urcete, pro které hodnoty k£ méa rovnice dvé reseni, jedno feSeni, nebo zadné realné
feSeni. Své zévéry porovnejte s grafem funkce a y-ovou soutadnici vrcholu.

(x) Vyjadreni kofena v zavislosti na parametru:
Pro pripady, kdy ma rovnice f(x) = k realné feSeni (viz predchozi bod), odvodte
obecny vzorec pro vypocet téchto kofenii v zévislosti na parametru k.



Varianta 2: Vice proaktivni zadani

Predmeét: Prizkum kvadratické funkce krok za krokem

Vitejte v matematické analyze! Za¢neme spole¢nym prozkoumanim funkce f(z) = 2% —
5x 4+ 3. Nasim cilem je odhalit jeji klicové vlastnosti a na zakladé toho presné nacrtnout
jeji graf.

1.

Kde to vSechno zacind? Prisecik s osou y.
Kazdy graf musi nékde protnout osu y. Najdéme tento bod.

e Vypocitejte hodnotu a = f(0) a zakreslete bod A0, a] do soufadnicového sys-
tému.

Hleddni symetrie: Najdéte ,dvojce” k priseciku.
Paraboly jsou krasné symetrické. Bod, ktery jsme nasli, musi mit na druhé strané
paraboly své | dvojce* se stejnou y-ovou souradnici.

e Vyieste rovnici f(z) = a (kde a je hodnota z kroku 1), abyste nasli x-ové
souradnice obou téchto bodu.
e Nalezené body B a C rovnéz zapiste a zakreslete do grafu.

Co znamend ,,byt na grafu“?
Kratké teoretické zastaveni.

e Napiste vlastnimi slovy, co musi platit pro souradnice bodu [xg, 3o, aby tento
bod lezel na grafu funkce f.

Ovérent nasich bodi.
A ted se vratme k bodum, které jsme nasli.

e Na zakladé vasi definice stru¢né zdiuvodnéte, proc je jisté, ze body B a C, které
jste nalezli v kroku 2, lezi na grafu funkce f.

Srdce paraboly: Osa symetrie.
Stfedem mezi symetrickymi body B a C' prochézi osa celé paraboly.

e Na zékladé souradnic bodi B a C' odvodte rovnici této osy.

Nejdilezitejsi bod: Vrchol.
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e S vyuzitim rovnice osy symetrie vypocitejte souradnice vrcholu.

Dejme to dohromady: Findlni skica.
Nyni méme v8echny klicové informace.

e Pouzijte vypoctené body (prusecik A, symetricky bod C, vrchol) a osu symetrie
k na¢rtnuti co nejpresnéjsiho grafu funkce f.

Zpétnyj pohled: Kolik x-ovyjch hodnot odpovidd jedné y-ové hodnoté?

Nyni, kdyz mame graf, pojdme prozkoumat, kolik z-ovych hodnot (vzora) mize od-
povidat jedné dané y-ové hodnoté. Vyfeste rovnici f(z) = k pro nasledujici pripady
a své algebraické vysledky porovnejte s nakresem.



e Pro k = —1: Méli byste najit dvé reseni. Které dva body na grafu jim odpovi-

daji?

e Pro k£ = —3.25: Nasli jste pouze jedno TeSeni. Pro¢? O jaky vyznac¢ny bod se
jedna?

e Pro k = —5: Zde realné teseni neexistuje. Jak se tento fakt projevi na grafu?
Protiné vodorovna primka y = —5 nasi parabolu?

9. Pohled z vyssi perspektivy: Kdy existuje reseni?
Nyni zobecnime nasi predchozi ivahu. Misto konkrétnich ¢isel pouzijeme obecnou
hodnotu k.

e Analyzujte, kolik FeSeni mé rovnice f(z) = k v zavislosti na hodnoté k.

e Pro jaké hodnoty k& najdeme dva razné body? Kdy existuje pravé jeden bod (a
ktery to je)? A kdy se pfimka y = k s parabolou viitbec nepotka?

e Jak souvisi tato analyza s y-ovou souradnici vrcholu paraboly, ktery jste jiz
nalezli?

10. Univerzalni klic: Vzorec pro koteny.
Pojdme naSe zkouméni zavrsit nalezenim obecného vzorce.

e Pro ty hodnoty k, pro které existuje feSeni, odvodte vzorec, ktery piimo vy-
pocita odpovidajici z-ové souradnice.

e Ukazte, jak podminka existence realnych korent v tomto vzorci souvisi s vasimi
zaveéry z predchoziho bodu.



