
Možná řešeńı úlohy z matematické analýzy
pro studenty učitelstv́ı matematiky, FP TUL

Na jedné úloze vysvětĺıme možné př́ıstupy řešeńı v ṕısemné části zkoušky.
Př́ıstupy se lǐśı v komentář́ıch postupu. Vhodným komentářem projev́ıte zna-
losti teorie a můžete źıskat body k ústńı zkoušce.

Zadáńı úlohy: Určete definičńı obor funkce f a nalezněte intervaly, na nichž
je f rostoućı

f(x) =
−3x

x2 − 2x+ 4

Řešeńı úlohy:
”
středoškolský styl“. (Obsahuje výpočty a závěr. Nezd̊uvodňuje

zvolený postup.)

Definičńı obor:

x2 − 2x+ 4 ̸= 0, x2 − 2x+ 4 = (x− 1)2 + 3 > 0 pro všechna x.

Proto
D(f) = R.

Monotónnost: spočteme derivaci

f(x) =
−3x

x2 − 2x+ 4
, f ′(x) =

(−3)(x2 − 2x+ 4)− (−3x)(2x− 2)

(x2 − 2x+ 4)2
.

Uprav́ıme čitatel:

(−3)(x2−2x+4)+3x(2x−2) = −3x2+6x−12+6x2−6x = 3x2−12 = 3(x2−4).

Tedy

f ′(x) =
3(x2 − 4)

(x2 − 2x+ 4)2
=

3(x− 2)(x+ 2)

(x2 − 2x+ 4)2
.

Jelikož jmenovatel je kladný, znaménko f ′(x) určuje (x− 2)(x+ 2):

f ′(x) > 0 ⇔ x < −2 nebo x > 2, f ′(x) < 0 ⇔ −2 < x < 2.

Závěr: f je rostoućı na (−∞,−2) a (2,∞).
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Řešeńı úlohy:
”
vysokoškolský styl“. (Kromě výpočt̊u a závěru obsahuje

i zd̊uvodněńı postupu.)

Určeńı definičńıho oboru je středoškolská látka, m̊užete ho tedy napsat
stejně jako je uvedeno v předchoźım řešeńı.

Komentáře se lǐśı předevš́ım ve zd̊uvodněńı postupu hledáńı interval̊u, na
nichž je funkce rostoućı:

Pro hledáńı interval̊u, na nichž je funkce monotónńı použijeme postačuj́ıćı
podmı́nku: má-li f kladnou derivaci f ′(x) > 0 pro všechna x v intervalu, pak
je f na tomto intervalu rostoućı.

Na R je f diferencovatelná (jmenovatel je všude nenulový), spočteme tedy
derivaci pomoćı pravidla pro derivaci pod́ılu:

f(x) =
−3x

x2 − 2x+ 4
, f ′(x) =

(−3)(x2 − 2x+ 4)− (−3x)(2x− 2)

(x2 − 2x+ 4)2
.

Úpravou čitatele:

(−3)(x2−2x+4)+3x(2x−2) = −3x2+6x−12+6x2−6x = 3x2−12 = 3(x2−4).

Tedy

f ′(x) =
3(x2 − 4)

(x2 − 2x+ 4)2
=

3(x− 2)(x+ 2)

(x2 − 2x+ 4)2
.

Ve jmenovateli je druhá mocnina, nav́ıc x2− 2x+4 = (x− 1)2+3 > 0, proto

(x2 − 2x+ 4)2 > 0 pro všechna x,

a znaménko derivace určuje pouze výraz (x− 2)(x+ 2).
Kritické body jsou řešeńı f ′(x) = 0, tedy x = ±2. Pro znaménka:

(x− 2)(x+ 2) > 0 na (−∞,−2)∪ (2,∞), (x− 2)(x+ 2) < 0 na (−2, 2).

Z věty o monotónnosti plyne:

f je rostoućı na (−∞,−2) a (2,∞), klesaj́ıćı na (−2, 2).

Řešeńı úlohy:
”
vysokoškolský styl a hlubš́ı znalosti“.

K předchoźımu řešeńı m̊užete dodat:
Protože je funkce rostoućı na intervalu (−∞,−2) a spojitá zleva v bodě

x = −2, je rostoućı i na intervalu, který bod x = −2 zahrnuje. Tedy je f
rostoućı na intervalu (−∞,−2].
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Kdy formálńı středoškolské řešeńı může vést k chybě:

U této úlohy dělaj́ı studenti často následuj́ıćı chybu. Správně spočtou de-
rivaci, správně vyřeš́ı nerovnici a pak naṕı̌sou nesprávný závěr: f je rostoućı
na (−∞,−2) ∪ (2,∞).

Spoč́ıtáńım funkčńıch hodnot f(−3) = 9/19, f(3) = −9/7 se přesvědč́ıme,
že závěr neńı správný.

Kde jsme udělali chybu? Špatně použ́ıváme postačuj́ıćı podmı́nku, opomı́j́ıme
podstatný předpoklad, že množina je interval.
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