Uvod do posloupnosti

Vitejte u studia matematické analyzy. Jednim z prvnich a klicovych konceptii, se kterymi
se setkate, jsou posloupnosti. Predstavuji zaklad pro pochopeni limit, fad a funkeci.
Posloupnost si muzete intuitivné predstavit jako nekone¢ny, uspordadany seznam ¢&isel.

1. Definice posloupnosti

Formélné feceno, posloupnost realnych ¢isel je zobrazeni (funkce) z mnoZiny piiro-
zenych ¢isel N do mnoziny realnych ¢isel R. Kazdému pfirozenému ¢islu n € N je tedy
pritazeno pravé jedno realné cislo a,, € R. Toto ¢islo a,, nazyvidme n-ty ¢len posloup-
nosti.

Posloupnost obvykle znac¢ime jednim z nasledujicich zptsobii:

o (an)py

o {an}ny
e Jednoduse (ay)
e Vyctem nékolika prvnich ¢lenii: aq, as, as, . ..

Ptiklad: Posloupnost (+)°2, piedstavuje seznam &isel: 1,3, 3,1, ..

2. Konvergentni posloupnost

Konvergence je centralnim pojmem analyzy a popisuje chovani posloupnosti pro n blizici
se nekonecnu. Intuitivné, posloupnost konverguje, pokud se jeji ¢leny neomezené ptiblizuji
k néjaké konkrétni hodnoté — limité.

Definice (Limita posloupnosti):
Rekneme, ze posloupnost (a,) mé limitu A € R, jestlize pro kazdé libovolné malé € > 0
existuje takové ny € N, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla n > ng plati nerovnost |a, — A| < e.
Zapisujeme:

lim a, =A
n—0o0

Posloupnost, ktera ma konecnou limitu (tj. A € R), se nazyva konvergentni.

Tato definice tika, Ze at si zvolime jakkoliv tizky pés o Sifce 2¢ kolem hodnoty A, od
urcitého indexu ng se jiz vSechny nésledujici ¢leny posloupnosti budou nachézet uvnitt
tohoto pasu (na prednasce nakreslime obrazek).

o

Priklad 1: UkaZzeme, Ze posloupnost (%L)n:1 je konvergentni a jeji limita je 0:

Necht € > 0, zjistime, pro kterd n € N plati

la, — 0] < ¢



Po dosazeni dostaneme nerovnici
Lee
n
kterda mé reseni
n > 1
€
Pro z € R ozna¢ime symbolem [z] zaokrouhleni ¢isla x na nejblizsi celé ¢islo vétsi nez .
Zvolime ng := [1], pak pro n > ng plati n > 1/e, a tedy |a, — 0] < e.
Piiklad 2: UkaZzeme, ze konstantni posloupnost (a)2?, je konvergentni a jeji limita
je a:
Necht € > 0, pak |a, — a| < ¢ plati pro vSechna n € N. Muzeme tedy zvolit napiiklad
ng = 1.

Véta o aritmetice limit

Pro vypo¢ty limit je klicova néasledujici véta. Necht (a,) a (b,) jsou konvergentni posloup-
nosti takové, ze lim,_,, a, = A a lim,_,.o b, = B, kde A, B € R. Potom plati:

1. Limita souétu/rozdilu: lim (a, +b,) = A+ B

n—o0

2. Limita sou¢inu: lim (a, -b,) =A-B
n—oo

3. Limita podilu: Pokud navic B # 0 a pro vSsechna n € N je b, # 0, pak plati:

Vg weiv s

jejich limity samostatneé.
Ditikaz véty odlozime na dalsi prednasku.

Priklad 3: Vypoc¢teme limitu posloupnosti s n-tym ¢lenem

~n*—3n+4

a
" 3n3 — 2n?

Po uprave

n®—3n+4  nP(l-3/n*+4/n)  1-3/n*+4/n°
3n3 —2n2 n3(3 —2/n) B 3—2/n

pouzijeme vétu o aritmetice limit a vysledky prikladi 1, 2 k vypoctu limity jmenovatele

lim 3—2/n= lim 3+ lim (—2) lim 1/n=3-2-0=3
n—oo

n—00 n—o0 n—oo

Podobné spocitame limitu citatele

lim 1 —-3/n*+4/n*=1lim1-3-1/n-1/n+4-1/n-1/n-1/n=1-0+0
n—oo

n—oo



a zavérecnym pouzitim véty o limité podilu dostaneme

i LT 3/m?+4/n®  lim,e1—3/n®+4/n® 1
11m = —
n=yo0 3—2/n lim, ;003 —2/n 3

a tedy

, Con?=3n+4 1
lim a, = lim —————+ = —
n—00 n—oo 3N3 — 2n? 3

3. Omezena posloupnost

Omezenost (nékdy téZ ohranicenost) nam fiké, ze hodnoty ¢leni posloupnosti neptekroci
urcitou mez.
Necht (a,) je posloupnost. Rekneme, Ze je:

e Omezena shora, jestlize existuje takové realné ¢islo K € R, Ze pro vSechna n € N
plati a,, < K. Cislo K se nazyva horni zavora.

e Omezena zdola, jestlize existuje takové realné ¢islo L € R, Ze pro vSechna n € N
plati a,, > L. Cislo L se nazyva dolni zavora.

e Omezeni, je-li omezena shora i zdola.

Priklad: Posloupnost (%)fle je omezena. Jeji ¢leny jsou vzdy mensi nebo rovny 1

(horni zavora) a vétsi nez 0 (dolni zavora).

Véta o omezenosti konvergentni posloupnosti

Mezi konvergenci a omezenosti existuje dulezity vztah, ktery popisuje néasledujici véta.
Véta: Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Diikaz:
Necht (a,) je konvergentni posloupnost s vlastni limitou A € R. Podle definice limity,
pokud zvolime napiiklad ¢ = 1, musi existovat takovy index ny € N, Ze pro vSechna
prirozené ¢isla n > ng plati nerovnost:

la, — Al < 1
Tato nerovnost je ekvivalentni s dvojitou nerovnosti:
A-1<a,<A+1

Tim jsme ukézali, Ze vSechny cleny posloupnosti od indexu ng + 1 dale jsou omezené.
Zbyva ndm pouze kone¢ny pocet ¢lent na zacatku posloupnosti: aq, ag, ..., Gy,-

Nyni muzeme definovat dolni a horni zavoru pro celou posloupnost. Dolni zavoru L
definujeme jako minimum z prvni koneéné ¢asti posloupnosti a hodnoty A — 1:

L = min{ay,a, ... ,a,,, A — 1}



Horni zavoru K definujeme jako maximum z prvni konecéné ¢ésti posloupnosti a hodnoty
A+ 1:
K =max{aj,as,...,a,,, A+ 1}

Jelikoz se jednd o minimum a maximum z kone¢ného poctu redlnych ¢isel, hodnoty L a
K jsou dobfe definovana reélna cisla.

Z nasi konstrukece plyne, ze pro libovolné n € N plati L < a,, < K. Posloupnost (a,,)
je tedy omezena zdola i shora, a proto je omezené. |

4. Monotonni posloupnosti

Monotonie popisuje "smér"chovani posloupnosti. Rika ném, zda jeji ¢leny rostou, nebo
klesaji.
Necht (a,) je posloupnost. Rekneme, Ze je:

e Rostouci, jestlize pro vsechna n € N plati: a, 1 > a,.
e Neklesajici, jestlize pro vSechna n € N plati: a,.1 > a,.
e Klesajici, jestlize pro vSechna n € N plati: a,,11 < a,.
e Nerostouci, jestlize pro vSechna n € N plati: a,.1 < a,.

Posloupnosti, které spliuji kteroukoli z vySe uvedenych podminek, nazyvidme mono-
tonni. Pokud plati ostra nerovnost (> nebo <), mluvime o ryze monotonnich posloup-
nostech.

Priklad: Posloupnost (n?)32; = (1,4,9,...) je rostouci. Posloupnost (—1)2, =
(—=1,—3,—3,...) je také rostouci. Posloupnost ((—1)")52, = (—1,1,—1,...) neni mo-
notonni.



