Spojitost funkce

Studijni material pro studenty ucitelstvi matematiky

Pojem spojitosti je jednou z klicovych myslenek matematické analyzy. Intuitivné si
spojitou funkci predstavujeme jako funkci, jejiz graf muzeme nakreslit jednim tahem,
aniz bychom zvedli tuzku z papiru. Nyni si tuto intuitivni predstavu zformulujeme mate-
maticky presné.

1 Definice spojitosti a priklady

1.1 Spojitost funkce v bodé
Definice 1.1. Necht f je funkce a g je vnitinim bodem jejtho definiéniho oboru D(f).
Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé xg, jestlize plati:
Ve>030>0Ve e D(f): |z —xo| <0 = |f(z) — f(xg)] <&
Tato definice, znaméa jako epsilon-delta definice spojitosti, iika, ze pro jakkoli
malé kladné e (tedy pro jakkoli uzky pas okolo hodnoty f(xg)) jsme schopni najit takové

kladné ¢ (tedy dostateéné malé okoli bodu zy), Ze pro vSechny body = z tohoto d-okoli
lezi jejich funkéni hodnoty f(z) v zadaném e-pasu.

Poznamka 1.1. Klicovou soucasti definice je, ze funkce f musi byt definovdna na celém
okoli bodu z¢, tedy na néjakém intervalu (z¢g — d, 29 + §). Z tohoto divodu napiiklad
nemé smysl hovofit o spojitosti funkce f(z) = /x v bodé xy = 0 podle vySe uvedené
definice. Defini¢ni obor této funkce je [0,00), takze pro jakékoliv § > 0 okoli (—4,0)
bodu 0 obsahuje zaporna ¢isla, ve kterych funkce neni definovana. Tento problém fesime
zavedenim jednostranné spojitosti.

1.2 Jednostranna spojitost a spojitost na intervalu

Definice 1.2 (Spojitost zprava a zleva). ° Rekneme, ze funkce f je spojita zprava
v bodé xg, jestlize:

Ve>030 >0V € [zg,20+6): |f(z)— flzo)] <€

e Rekneme, 7e funkee f je spojita zleva v bods z, jestlize:
Ve>030>0Vr e (zg—9d,z0]: |f(x)— fzg)] <€

S témito definicemi jiz miuZzeme korektné fici, ze funkce f(z) = \/z je v bodé zo =0
spojita zprava.

Definice 1.3 (Spojitost na intervalu). e Funkce f je spojitd na otevieném inter-
valu (a, b), je-li spojita v kazdém bodé tohoto intervalu.

e Funkce f je spojita na uzavieném intervalu [a, b, je-li spojité na (a,b), v bodé
a je spojité zprava a v bodé b je spojita zleva.
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1.3 Priklady spojitych funkci

Ukézeme si, ze dvé nejzakladnéjsi funkce — konstantni a identicka — jsou spojité na celé
mnoziné realnych ¢isel.

Priklad 1.1. Konstantni funkce f(z) = ¢ je spojita na R.

Diikaz. Zvolme libovolny bod xy € R a libovolné ¢ > 0. Hledame 6 > 0 tak, aby z
podminky |z — zg| < ¢ plynulo |f(z) — f(x¢)| < €. Pro nasi funkci plati:

|f(z) = f(zo)| = |c—c[ =0

Jelikoz 0 < € pro libovolné kladné e, nerovnost |f(z) — f(xo)| < € je splnéna vzdy, bez
ohledu na volbu x. Muzeme tedy zvolit libovolné § > 0, naptiklad § = 1. Tim je dikaz
hotov. ]

Priklad 1.2. Identicka funkce f(z) = x je spojita na R.

Diikaz. Zvolme libovolny bod xy € R a libovolné € > 0. Chceme najit 6 > 0 takové, ze
pokud |x — zo| < §, pak | f(z) — f(zo)| < e. V tomto piipadé je podminka, kterou chceme
splnit:

|z — x| < €

Vidime, 7Ze staci zvolit § = . Pak totiz plati: pokud |r — xo| < § (coz je totéz jako
|z — x| < €), pak je pozadovana nerovnost |f(x) — f(xo)| < € splnéna. Jelikoz jsme nalezli
vhodné § pro kazdé e, je funkce spojitd v bodé xy. Protoze xg bylo libovolné, je funkce
spojita na celém R. O

2 Veéty o spojitych funkcich

2.1 Heineho véta

Heineho véta dava do souvislosti spojitost definovanou pomoci € — § kritéria se spoji-
tosti definovanou pomoci limit posloupnosti. Je to velmi mocny nastroj pro dokazovani
(ne)spojitosti.

Véta 2.1 (Heine). Funkce f je spojitd v bod€ zq prdave tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost
{z,}00 s vlastnosti lim,, o x, = x¢ plati lim, o f(z,) = f(z0).

Drikaz. Dukaz se sklada ze dvou implikaci.

1. Implikace " — ": (Pfedpokladame spojitost, dokazujeme limitu posloup-
nosti)
Necht je funkce f spojitd v bodé xy. Zvolme libovolnou posloupnost {x,} takovou, ze
lim,, o ©, = xo. Chceme ukazat, ze lim, o f(z,) = f(xo). Zvolme libovolné ¢ > 0.
Protoze f je spojita v z, existuje k tomuto e takové § > 0, Ze pro vSechna z spliujici
|z — xo| < 9 plati |f(z) — f(xo)| < €. Protoze lim,, o0 ,, = %9, k nami nalezenému 6 > 0
existuje takové ng € N, Ze pro vSechna n > ng plati |z, — x| < 6. Spojenim téchto dvou
fakti dostavame: pro n > ng plati |z, — x¢| < ¢, a to implikuje |f(z,) — f(zo)| < e. To je
ale presné definice toho, ze lim,, . f(z,) = f(z0).

2. Implikace " <= ": (Dokazujeme sporem)
Predpokladejme, Ze pro kazdou posloupnost z,, — x plati f(z,) — f(xo). Chceme ukézat,
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ze [ je spojitd v xg. Postupujme sporem. Predpoklddejme, Ze f neni spojitd v zy. To
znamena, ze negace definice spojitosti je pravdiva:

Jeg>0VI>0Fx € D(f): |x—zo| <IN |f(x) — fx0)] > €0

Mame tedy néjaké pevné g > 0. Nyni muzeme postupné volit riizna §. Zvolme posloupnost
Op = % pro n € N. Pro kazdé 9, ndm negovana definice zarucuje existenci bodu z,
takového, ze:

1. |[L‘n—l'0|<(5n:%

2. [f(zn) = f(20)] = €0

7 prvni podminky plyne, Ze lim, _, x, = xo. Podle naseho predpokladu by tedy mélo
platit, ze lim,, ,~ f(z,) = f(zo). To by ale znamenalo, Ze od ur¢itého indexu n musi byt
|f(xn) — f(zo)| < €0. To je ale v pfimém sporu s druhou podminkou, ktera 1ika, ze tato
nerovnost neplati pro zadné n. Na§ predpoklad, ze funkce neni spojitd, nas dovedl ke
sporu. Musi tedy byt spojita. O]

2.2 Spojitost a aritmetické operace

Heineho véta je mimoradné uzitecna pro dokazovani dalsich vlastnosti spojitych funkei,
napiiklad jak se spojitost chovi vici zédkladnim aritmetickym operacim. Dikazy jsou
piimym dusledkem véty o limitach posloupnosti.

Véta 2.2 (Spojitost a aritmetické operace). Necht funkce f a g jsou spojité v bodé xy € R.
Pak jsou v bodeé o spojité i funkce:

1. f+g (soucet)

2. [ —g (rozdil)

3. f-g (soucin)
Pokud navic plati g(xo) # 0, pak je v bodé xqy spojitd i funkce:

4. % (podil)
Diikaz. Dikaz provedeme s vyuzitim Heineho véty a Véty o limitach posloupnosti a arit-
metickych operacich.

Predpokladame, ze f a g jsou spojité v xq. Zvolme libovolnou posloupnost {z,}>
takovou, ze lim,,_,o x, = zo. Z Heineho véty (implikace " = ") pak vime, Ze plati:

lim f(z,) = f(zo) a lim g(z,) = g(zo)

n—00 n—oo
Nyni sta¢i ovérit zavéry pro jednotlivé operace a pouzit Heineho vétu (implikaci " <= ").
1. Soucet: Chceme dokazat, ze funkce f + ¢ je spojitd v zy. Musime ovéfit, ze
limy, oo (f + 9)(xn) = (f + g) (o).

lim (f + ) () = lim (f(za) + g(2))

= Jim, ) + lim g(r.)
= f(@o) + g(x0)
= (f + 9)(xo)



Krok (x) plati na zakladé véty o limité souc¢tu posloupnosti. Jelikoz posloupnost {z,} byla
libovolné, z Heineho véty plyne, Ze f + g je spojita v xg.
3. Soucin: Postupujeme analogicky pro f - g.

(i ste)- (st

n—o0

= f(z0) - g(w0)
= (f-g)(wo)

Krok (xx) plati na zakladé véty o limité soucinu posloupnosti. Z Heineho véty plyne
spojitost f - g.

4. Podil: Piedpokladame navic g(xg) # 0. Protoze lim g(x,,) = g(x¢), z véty o limité
podilu posloupnosti vime, ze limita podilu existuje.

lim (i) R (G

n—o0 g

Krok (%) plati na zékladé véty o limité podilu posloupnosti (jelikoz lim g(x,,) = g(zo) #
0). Z Heineho véty plyne spojitost 5.
(Dikaz pro rozdil f — g je zcela analogicky dukazu pro soucet.) O

2.3 Véta o kofeni spojité funkce (Bolzanova véta)

Tato véta je jednim z nejdilezitéjsich dusledki spojitosti a zarucuje existenci feSeni rovnic.
Rika, ze pokud spojita funkce na intervalu zméni znaménko, musi nékde protnout osu x.

Véta 2.3 (Bolzano). Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu [a,b] a necht plati
fla)-f(b) <0 (tj. funkcni hodnoty v krajnich bodech maji opacénd znaménka). Pak existuje
alesponi jeden bod ¢ € (a,b) takovy, Ze f(c) = 0.

Diikaz (Metoda pilent intervali). Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze f(a) < 0
a f(b) > 0. Budeme konstruovat posloupnost vnofenych intervala [a,, b,], které vSechny
obsahuji hledany kofen.

1. Polozme ay = a, by = b.
2. V n-tém kroku (pro n > 1) vezmeme stied intervalu [a,_1,b,_1]:

o Ap—1 + bnfl

Sn B

3. Nastavaji tf1 moznosti:

e Pokud f(s,) =0, nasli jsme kofen ¢ = s, a dikaz je hotov.
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e Pokud f(s,) > 0, kofen musi lezet v intervalu [a,_1, $,]. Polozime tedy a, =
Up_1 & b, = s,

e Pokud f(s,) < 0, kofen musi lezet v intervalu [s,, b,_1]. Polozime tedy a,, = s,
a bn = bnfl.

Timto postupem ziskdme posloupnost vnotrenych uzavienych intervala [a,, b,] takovych,
ze [a,b] D [a1,b1] D [ag,b2] D ... a pro kazdé n plati f(a,) <0 a f(b,) > 0.

Délka intervalu [a,,b,] je b, — a, = b;—n“ Jak n — o0, délka intervali se blizi k
nule. Posloupnost {a,} je neklesajici a shora omezena (napt. ¢islem b), takze ma limitu.
Posloupnost {b,} je nerostouci a zdola omezena (napft. ¢islem a), takZe méa také limitu.
Protoze lim,, (b, — a,) = 0, obé posloupnosti maji stejnou limitu. Oznac¢me ji c.

lim a, = lim b, = ¢
n—oo n—0o0

Jelikoz funkce f je spojita na [a, b, je spojita i v bodé c. Z Heineho véty tedy plyne:

lim f(an) = f (lim a, ) = f(c)

n—o0

lim f(by) = f ( lim b,) = f(c)

n—oo
Zaroven ale vime, ze pro vSechna n je f(a,) < 0, z ¢ehoZ plyne (z véty o limité a uspoia-
dani), ze lim, o f(a,) < 0, tedy f(c) < 0. Podobné vime, ze f(b,) > 0, z ¢ehoz plyne,
ze lim,, o f(bn) > 0, tedy f(c) > 0.
Jedind hodnota, ktera spliuje f(c) < 0 a zaroven f(c) > 0, je f(¢) = 0. Tim je
existence kofene ¢ dokazana. Navic, protoze f(a) a f(b) jsou nenulové, musi byt ¢ razné
od aib, tedy c € (a,b). O

Disledek 2.4. Necht funkce f je spojitd na intervalu I (libovolného typu) a necht f(x) #
0 pro vsechna x € I. Pak plati prdve jedna z ndsledujicich mozZnosti:

1. f(x) >0 pro vsechna x € I (funkce je na intervalu I kladnd).
2. f(x) <0 pro vSechna x € I (funkce je na intervalu I zdpornd).

Diikaz (Sporem). Predpokladejme pro spor, Ze tvrzeni neplati. To by znamenalo, Ze funkce
f nabyva na intervalu [ jak kladnych, tak zapornych hodnot. Tedy existuji body a,b € I
takove, ze f(a) < 0a f(b) > 0.

Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze a < b. Interval [a, b] je podmnoZinou in-
tervalu I (nebot I je interval). Funkce f je spojita na I, je tedy spojita i na uzavieném
intervalu [a, b].

Na intervalu [a, b] nyni méame spojitou funkei f, pro kterou plati f(a)- f(b) < 0. Podle
Bolzanovy véty (Véta 2.3) musi existovat bod ¢ € (a,b) takovy, ze f(c) = 0.

Protoze ¢ € (a,b) a [a,b] C I, je také ¢ € I. Nalezli jsme tedy bod ¢ € I, ve kterém je
f(c) = 0. To je ale ve sporu s nasim zékladnim predpokladem, ze f(x) # 0 pro vSechna
x el

Nas puvodni predpoklad, ze funkce f nabyva na I kladnych i zapornych hodnot, byl
tedy chybny. Proto musi byt funkce f na celém intervalu I bud pouze kladné, nebo pouze
Zaporna. O



2.4 Aplikace disledku: ReSeni nerovnic

Disledek 2.4 je teoretickym zékladem pro tzv. metodu nulovych bodi, kterou pouzi-
vame k feSeni nerovnic.

Priklad 2.1. Vyfeste nerovnici vx2 +5 > 1 — 2z v oboru R.

Resent (Metodou nulovyjch bodii). Pievedeme nerovnici na jednu stranu, abychom porov-

navali s nulou:
Vaz+5—(1-2x) >0

Definujme funkci f(x) = va? + 5+ 2z — 1. Hledame intervaly, kde f(z) > 0.

1. Defini¢ni obor a spojitost Podminka pro odmocninu 22 4+ 5 > 0 je splnéna pro
viechna = € R, protoze z* > 0. Defini¢ni obor je D(f) = R. Funkee f(x) je souctem a
sloZzenim spojitych funkei (polynomy z? + 5 a 2z — 1, a funkce /u), je tedy spojita na
celém R.

2. Nalezeni nulovych bodu Hledame body = € D(f), kde f(z) = 0:

Vi2+54+22—-1=0
V2+5=1-2z

Toto je iracionalni rovnice. Pro jeji feSeni musime nejprve zajistit, aby byla prava strana
nezaporna (protoze leva strana je z definice nezaporna): Podminka: 1 — 22 >0 — 1 >
2r — x < %

Za této podminky muzeme obé strany umocnit:

(Va2 +5)* = (1 — 2x)?
224+ 5=1— 4z + 42°

0=322—4x —4

Koreny této kvadratické rovnice najdeme pomoci diskriminantu D = (—4)*—4-3-(—4) =
16 + 48 = 64.
—(—4)+ 64 4+38

2T 6
Ziskdme dva kandidéaty na kofeny:
4+8 12
1‘1 = T = E = 2
4-8 —4 2
Ty = — = — = ——
T 6 6 3

Nyni musime ovérit, zda tyto kofeny spliuji nasi podminku x < %:

e x; = 2: Nesplije podminku (2 £ 1). Jedna se o falesny kofen ziskany neekvivalentni
tpravou (umocnénim).

R —%: Spliuje podminku (—% < 1). Toto je jediny nulovy bod funkee f(z).



3. Aplikace dusledku Spojita funkce f(z) méa na R jediny nulovy bod zy = —%.
Tento bod rozdéluje R na dva intervaly:

2 2
Il = <—OO,—§> a 12 = <—§,OO>

Podle Dusledku 2.4 musi byt funkce f(x) na kazdém z téchto intervali bud ryze kladna,
nebo ryze zaporna. Staci tedy otestovat znaménko v jednom libovolném bodé z kazdého
intervalu.

4. Testovani intervali

e Interval [, = (—oo, —%): Zvolme testovaci bod x = —1.

f(_l): (_1)2+5+2(_1)_1:‘/1+5—2—1=\/6—3
Jelikoz 6 < 9, je v/6 < 3, a proto f(—1) < 0. Funkee f je na I; zaporna.

e Interval I, = (—2, oo): Zvolme testovaci bod x = 0.

3
FO)=vV02+5+20)-1=v5-1
Jelikoz 5 > 1, je v/5 > 1, a proto f(0) > 0. Funkce f je na I, kladna.

5. Zavér Hledali jsme feseni nerovnice f(x) > 0. Tomu odpovida interval I5. Mnozinou
reSeni nerovnice je K = (—%, oo). O

2.5 Véta o nabyvani mezihodnot

Véta 2.5 (O nabyvani mezihodnot). Necht funkce f je spojitd na uzavieném intervalu
[a,b]. Necht yo je libovolnd hodnota lezici mezi f(a) a f(b) (tj. f(a) < yo < f(b) nebo
f(b) <yo < f(a)). Pak existuje alespori jeden bod ¢ € (a,b) takovy, Ze f(c) = yo.
Diikaz. Dikaz je pfimou aplikaci Bolzanovy véty.

Bez tijmy na obecnosti (BUNO) ptedpokladejme, 7ze f(a) < yo < f(b). (Ptipad f(b) <
Yo < f(a) by se dokazoval analogicky.)

Definujme novou pomocnou funkei g(x) na intervalu [a, b] jako:

g9(x) = f(x) —wo

Funkce f(z) je spojitd na [a,b] (z pfedpokladi). Funkce h(z) = —yo je konstantni, a
tedy také spojita na [a, b]. Podle véty o spojitosti souc¢tu (resp. rozdilu) je funkce g(z) =
f(z) + h(z) spojita na |a, b].

Nyni vypoc¢teme hodnoty funkce g(z) v krajnich bodech intervalu:

e g(a) = f(a) — yo. Protoze f(a) < o, je g(a) <O0.

e g(b) = f(b) — yo. Protoze yo < f(b), je g(b) > 0.

Plati tedy g(a) - g(b) < 0.

Funkce g(x) je spojita na [a, b] a v krajnich bodech mé opa¢né znaménka. Muzeme na
ni aplikovat Bolzanovu vétu (Véta 2.3). Z této véty plyne, Ze existuje alespon jeden bod
c € (a,b) takovy, ze g(c) = 0.

Dosazenim zpét do definice g(z) dostavame:

fle) =y =0

coz znamend f(c) = yo. Tim je véta dokazana. O
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2.6 Obraz intervalu ve spojité monoténni funkci

Kombinace spojitosti a monotonie ma velmi silny disledek pro zobrazovani intervalu.
Zatimco Véta o nabyvani mezihodnot fikd, Ze obrazem intervalu je *n&jaky* interval,
pridani monotonie ndm umoznuje presné urcit jaky.

Véta 2.6. Necht f je funkce spojitd a ryze monoténni na uzavieném intervalu |a,b|. Pak
obrazem f([a,b]) je rovnéz uzavieny interval. Konkrétne:

o Je-li f rostouct na [a,b], pak f([a,b]) = [f(a), f(D)].
o Je-li f klesajici na |a,b], pak f([a,b]) = [f(b), f(a)].

Diikaz. Dokézeme piipad pro rostouci funkci. Dukaz pro klesajici funkci je analogicky.
Chceme dokazat rovnost dvou mnozin, f([a,b]) = [f(a), f(b)], coz vyzaduje dva kroky
(dvé inkluze).

1. Inkluze f([a,b]) C [f(a), f(b)]: Zvolme libovolné y € f([a,b]). Z definice obrazu
mnoziny to znamena, ze existuje z € [a,b] takové, ze f(z) = y. Protoze x € [a,b], plati
a <z <b. Jelikoz f je na tomto intervalu rostouci, plati f(a) < f(z) < f(b). Dosazenim
y = f(x) dostavame f(a) < y < f(b). To ale znamena, 7e y € [f(a), f(b)]. Tato cast
diikkazu vyuzivd monotonii.

2. Inkluze [f(a), f(b)] C f([a,b]): Zvolme libovolné yo € [f(a), f(b)]. Chceme ukazat,
ze 1o je obrazem néjakého z € [a,b]. Pokud yo = f(a), pak z = a a jsme hotovi. Pokud
yo = f(b), pak x = b a jsme hotovi. Predpokladejme tedy, Ze f(a) < yo < f(b). Protoze
f je spojita na [a,b] a yo je hodnota lezici mezi f(a) a f(b), miZeme pouzit Vétu o
nabyvani mezihodnot (Véta 2.5). Z ni plyne, ze existuje alespon jedno ¢ € (a,b) takové,
ze f(c) = yo. V kazdém piipadé jsme nalezli z € [a,b] (bud a, b, nebo ¢), pro které
f(z) = yo. To znamena, ze yo € f([a,b]). Tato ¢ast dukazu vyuziva spojitost (skrze Vétu
o nabyvéani mezihodnot).

Protoze jsme dokazali obé& inkluze, plati f([a,b]) = [f(a), f(b)]. O

2.7 Aplikace: Existence n-té odmocniny

Jednou z fundamentélnich aplikaci véty o obrazu spojitého intervalu (konkrétné Véty
2.5 nebo jejiho zpfesnéni pro monoténni funkce 2.6) je dikaz existence n-tych odmocnin
z nezapornych ¢isel.

n

Véta 2.7 (Monotonie n-té mocniny). Necht n € N (pfirozené ¢islo). Funkce f(x) = x
je ryze rostouct na intervalu [0,00).

Diikaz. Chceme dokézat, Ze pro libovolna 1, xe € [0, 00) takova, Ze x1 < o, plati f(x1) <
f(x2), tedy z7 < z3.
Rovnost 2§ — 2} mizeme faktorizovat pomoci vzorce pro rozdil n-tych mocnin:

x) —at = (xg — x) () + 2h 2wy - a4 2

Ozmacme A = (vy —21) a B = (257" + 25 %21 + -+ a7,
Analyzujme znaménka obou ¢initeli A a B:

1. Cinitel A = (x9 — x1): Z predpokladu x; < xs plyne, ze x5 — x1 > 0. Tento ¢initel
je tedy kladny.



e -1 _n—1- . . T . . .
2. Cinitel B =) _ a5 1=k gzk: Toto je soucet n Elenti. Z predpokladii vime, ze z; > 0
axy > x> 0, takze xo > 0. VSechny scitance xg’l’kx’f jsou proto nezaporné (soucin

nezapornych ¢isel).

Prvni ¢len souctu (pro k = 0) je 2571, Jelikoz x5 > 0, je 257" > 0 (za piedpokladu
n > 1). (Jediny pfipad, kdy by mohl byt souc¢et B nulovy, by byl, kdyby z; = 0 a
xo = 0, ale to je ve sporu s z; < z3.)

Protoze B je soucet nezapornych ¢lenil, z nichz alespoi jeden (25 !) je ryze kladny,
je cely soucet B ryze kladny (B > 0).

Celkové dostavame, ze x5 — 27 = A- B, kde A > 0 a B > 0. Z toho plyne 2§ — 27 > 0,
coz znamena x4 > 7. Tim je dikaz hotov. ]

Véta 2.8 (Existence n-té odmocniny). Pro kaZdé redlné ¢islo yo > 0 a kaZdé prirozené
¢islo n € N ezistuje prdvé jedno redlné cislo x > 0 takové, Ze " = yo. (Toto cislo x
znacime jako /yo.)

Diikaz. Pokud yo = 0, pak zjevné x = 0 je jedinym feSenim, nebot 0™ = 0 (pro n > 1).
Predpokladejme tedy, ze yo > 0.

Definujme funkci f(z) = 2™ na defini¢nim oboru D(f) = [0, 00). Tato funkce ma dvé
klicové vlastnosti:

1. Je spojita: Funkce g(x) = x je spojita na R (viz Pfiklad 2.2). Funkce f(z) = 2" =
ToLeeeee x je tedy spojita jakozto kone¢ny soucin spojitych funkei (podle Véty 2.3).
Tim padem je spojité i na intervalu [0, 00).

2. Je ryze rostouci: Pro libovolné 0 < 7 < x plati 27 < z3. Funkce f je tedy na
[0, 00) ryze monotonni (rostouci).

Nasim cilem je ukézat, Ze hodnota y, lezi v oboru hodnot f([0, c0)).

Vezméme bod a = 0. Plati f(0) = 0" = 0. Nyni potfebujeme najit bod b > 0 takovy,
aby f(b) > yo. Zvolme b = 14y,. Protoze yo > 0, je b > 1. Spoc¢téme f(b) = b" = (1+yo)".
Jelikoz b > 1 an > 1, plati b > b. Tedy f(b) > b= 1+ yo > yo.

Nyni aplikujeme Vétu 3.2 (o obrazu spojité monoténni funkce 2.6) na interval [a, b] =
[0,1 + yo]. Funkce f(z) = 2™ je na tomto intervalu spojita a ryze rostouci. Obrazem
tohoto intervalu je tedy interval f([0, 14+yo]) = [f(0), f(1+yo)] (2.6). Plati f([0, 1+yo]) =
0,(1+ 0)").

Vime, ze f(0) =0 <yo a f(b) = (1 4+ yo)" > yo. Hodnota y, tedy prokazatelné lezi v
obrazovém intervalu [0, (1 + yo)"].

Protoze yo € f([0,1 + yo]), musi (z definice obrazu) existovat n&jaké x € [0,1 + yq
takoveé, ze f(x) = yo. Tim je dokdzana existence feseni z" = yj.

Jednoznacénost plyne piimo z faktu, ze funkce f(z) = 2™ je na intervalu [0, 00) ryze
rostouci. Pokud by existovala dvé riizna fefeni z; # x5 (ob& > 0), pak by BUNO z; < s,
z ¢ehoz by plynulo f(x1) < f(z2), tedy yo < yo, cOZ je spor. O



