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Charakteristika textu

Tento studijni material je uréen pro studenty ucitelstvi matematiky jako podklad pro
hlubsi porozumeéni algebraickym vlastnostem realnych cisel, konkrétné trojihelnikové ne-
rovnosti a odhadim odchylek. Tyto koncepty tvoii klicovy most mezi elementarni algebrou
a realnou analyzou — predstavuji nezbytnou algebraickou pripravu pro pozdéjsi dukazy
vét o aritmetice limit posloupnosti a funkei (e-V resp. e-0 techniky).

1 Trojuhelnikova nerovnost a jeji varianty

Zakladni tvar

Véta 1 (Trojihelnikové nerovnost pro dvé éisla). Pro libovolnd redlnd ¢isla z,y € R
plati:
[z +yl < 2|+ Jyl.



Diikaz. Dukaz lze provést rozborem piipadu podle znamének vyrazu z, y a x +y. V
rovinném soufadnicovém systému xy rozdéluje dvojice os x,y a piimka x +y = 0 (tj.

y = —x) rovinu na 6 diskrétnich oblasti (sektoru), jak znazornuje obrazek 1.
)
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Obrazek 1: Rozdéleni roviny xy na 6 oblasti podle znamének z, y a x + y.
Provedeme podrobny dukaz pro dvé vybrané oblasti:

1. Oblast I (x > 0,y > 0): V této oblasti je x +y > 0. Podle definice absolutni
hodnoty plati |z| =z, |y| = y a |x + y| = x + y. Plati tedy:

[z +yl =2 +y=le]+]yl.
Nerovnost plati (nastavé dokonce rovnost).

2. Oblast VI (z >0,y < 0,z+y > 0): Zde je |z| = z, |y| = —y a jelikoz z+y > 0, je
|z +y| = x+y. Z predpokladu y < 0 plyne —y > y, a tedy x —y > x +y. Dosazenim
absolutnich hodnot dostavame:

Tt+yl=r+y<z—y=z[+]y
Nerovnost tedy plati ostra.

Pozndmka: Provedeni dukazu pro zbyvajici 4 oblasti (II, III, IV, V) je ponechano
studentum jako cviceni. m

Zobecnéni pro n scitancu

Véta 2 (Zobecnénd trojihelnikova nerovnost). Pro libovolnd redlnd ¢isla xq, s, ..., x, €
R (n € N) plati:
|1+ 2o+ -+ x| S| + |z + - A+ @]

Dukaz pro 3 a 4 séitance a vSeobecny dukaz indukct.



e Pro n = 3 séitance: S vyuzitim asociativity s¢itani a zakladni trojihelnikové
nerovnosti aplikované dvakrat dostavame:

|z1 + 2o + 23| = [(11 + @2) + 23] < |21 + 22| + |23] < |21 | + |22] + | 23]
e Pro n =4 séitance: Obdobné seskupenim vyrazu:
|21+ 22+ 23+ 24| = [(21 2o+ 23) t 24| < |21 +T2 23]+ 24| < 20|+ 22| + 23]+ |24].
e VsSeobecny dikaz matematickou indukci pro libovolné n € N:

1. Bdze indukce (n =1 an =2): Pron =1 plati |z1| < |z1] trividlné. Pro n = 2
plati zakladni trojuhelnikova nerovnost.

2. Indukénd krok (n — n + 1): Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pro n séitancu,
. | Do x| < > |xi]. Dokdzeme platnost pro n 4 1 s¢itancu:
n+1
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Aplikaci indukéniho predpokladu na prvni ¢len dostavame:
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Tim je indukéni krok i cely dikaz dokoncen.

n n+1

< il 4 ] = )l
=1

=1

Reverzni trojuhelnikova nerovnost
Véta 3 (Reverzni trojuhelnikova nerovnost). Pro libovolna z,y € R plati:
2] = lyll < |z —yl.

Diikaz. Vyjdditme x pomoci identity z = (x —y)+y a pouzijeme zakladni trojihelnikovou
nerovnost:
o[ = [z —y) +yl < |z —yl+ [yl = |z =yl < |z —yl

Analogicky vyjadiime y = (y — z) + x:
lyl = [(y—2)+a| < ly—zl+|z| = le—yl+]z] = ly|-|z] < |z—y[ = —(lz[-]y]) < [z—y]
Spojenim obou nerovnosti dostdvame pozadovany vztah ||z| — |y|| < |z — y|. O

Metodicky vijznam: Reverzni trojihelnikova nerovnost predstavuje zasadni algebraicky
nastroj pro dolni odhad jmenovatele pri dukazu limity podilu lim ﬁ, kde pottebujeme
ukazat, ze |g(x)| je zdola ohrani¢eno kladnou konstantou.

2 Algebraicky odhad odchylky souctu

P1i dukazu limity souctu posloupnosti nebo funkci pracujeme s odchylkami aproximaci A
a B od jejich limitnich hodnot a a b.



Odhad odchylky souctu

Necht A, B,a,b € R a ¢ > 0. Predpoklddejme, Ze plati odhady odchylek:
|A—a|l<e a |B-b<e.
Chceme odhadnout odchylku souctu (A + B) od (a + b):
(A+B)—(a+b)|=[(A—a)+(B=0b)|<|A—a|+|B—-b <e+e=2e

Technika predchozi volby 3

Pii formalnim dukazu limity A + B — a + b pozadujeme, aby vysledny rozdil byl mensi
nez predem zadané libovolné ¢ > 0. K tomu vyuzivame techniku rozdéleni e:
Pokud upravime predpoklddané tolerance na 3, tj.:

€ £

A-— — B-b <=

A-d<S a B-bl<3,

pak po aplikaci trojihelnikové nerovnosti obdrzime pozadovany odhad:
e €

A+ B)—(a+b)| <|A—a|+|B—-0 < §+—

2
Tento postup je standardni konstrukei v dukazech vét o aritmetice limit.

= E.

3 Algebraicky odhad odchylky souc¢inu

Geometricky model

Uvazujme kladna realna ¢isla A > a > 0a B > b > 0. Vyraz AB — ab predstavuje rozdil
obsahu dvou obdélnikt o rozmeérech A x B a a x b. Jak ukazuje Obrézek 2, velky obdélnik
lze rozlozit na ¢tyfi mensi oblasti:

B :
a(B —b) (%4-@(3-&)
L b
ab i (A—a)b
% a A

Obrazek 2: Geometricky rozklad rozdilu obsahu AB — ab.

Algebraicka identita

7, geometrického rozpadu obdélniku piimo plyne algebraicka identita:
AB—ab=(A—a)b+a(B—-0b)+(A—a)(B—Db).
Piipadné ze slouceni poslednich dvou clenu obdrzime znamou dvouclennou variantu:

AB—ab=(A—a)b+ A(B—10b) resp. AB—ab=(A—a)B+a(B—b).
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Pouziti trojuhelnikové nerovnosti

Pouzitim trojihelnikové nerovnosti na tiiclennou identitu ziskdme odhad odchylky sou¢inu
pro obecna realna cisla:

|AB — ab| = |(A—a)b+a(B—b)+ (A—a)(B—b)| < |A—al|b| +|a|| B —b|+|A—a|]| B—b|.

4 Neresené ulohy a cviceni

1. Dokonceni diikazu trojihelnikové nerovnosti: V sekci 1 byl proveden dikaz
pro oblasti I a VI. Proved'te podrobny dikaz trojihelnikové nerovnosti pro zbyvajici
¢tyti oblasti (II, III, IV, V) v souradnicové roviné.

2. Algebraicka identita soucinu: Ovéite ¢isté algebraickym vypoétem (tipravou
vyrazi), ze identita
AB—ab=(A—a)b+a(B—0b)+(A—a)(B—Db)
plati pro libovolnd redlné ¢isla A, B, a,b € R bez ohledu na jejich znaménko.

3. Odhad odchylky soucinu 1: Ukazte, ze pokud pro odchylky plati |[A —a| < ¢ a
|B — b| < e, potom plati odhad:

|AB — ab| < (|a| + |b] + ¢).

4. Odhad odchylky soucinu 2: Dokazte, ze pridanim predpokladu € < 1 dostaneme
z predchozi ulohy zjednoduseny odhad:

|AB — ab| < e(|a| + |b] + 1).

5. Trojuhelnikova nerovnost pro 10 s¢itanci: Zformulujte a dokazte trojihelnikovou
nerovnost piimo pro n = 10 s¢itancu bez pouziti obecné matematické indukee (pouze
opakovanym pouzitim zékladni trojihelnikové nerovnosti).

5 Didakticko-metodické poznamky (pro budouci ucitele)

e Typické zakovské a studentské chyby:

— Chybny linedrni prechod: Zéci maji tendenci psat |z + y| = |z| + |y| i pro
¢isla opacnych znamének. Je nutné zduraznovat, kdy nastavé rovnost (stejnd
znaménka nebo nulovost) a kdy ostra nerovnost.

— Nepochopend reverzni nerovnosti: Odhad ||z| —|y|| < |z —y| byva pro studenty
neintuitivni. Casto chybuji pti odhadovani jmenovatelu zlomku, kde zaménuji
horni a dolni odhady.

— Prdce s nerovnostmi pri ndsobeni: Castou chybou je nasobeni nerovnosti zapornymi
¢isly bez zmény sméru nerovnosti nebo neopravnéné nasobeni dvou nerovnosti
mezi sebou.

e Vyznam oddéleni algebraické pripravy od logiky limit:

>



— Kognitivni zatéz: Dukazy limit podle Cauchyho (e-d) nebo Heineho definice
kombinuji slozitou kvantifika¢ni strukturu (Ve > 035 > 0...) s technickymi
algebraickymi tupravami.

— Didakticka strategie: Pokud se studenti uci resit algebraické odhady odchylek
samostatné jesté pred zavedenim samotného pojmu limita, vyrazné se snizi
jejich kognitivni zatéz. Pii samotném dukazu véty o limité souctu ¢i soucinu pak
jiz uplatnuji znamé algebraické vzorce a mohou se plné soustiedit na pochopeni
kvantifikatorové logiky.

6 Metodika pouzita pri tvorbé textu

Text jsem vytvorila ve spolupréci s jazykovym modelem (LLM) Gemini, model 3.6 thin-
king. Nejdiive jsem sepsala osnovu textu. Osnovu jsme pak spolu s LLM zrevidovali a
tuto osnovu jsem pak LLM piredala jako soucast dalsitho promptu. Vytvoreny text jsem
pak precetla tak, abych mohla rucit za kazdé jeho slovo.
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