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Charakteristika textu

Tento studijńı materiál je určen pro studenty učitelstv́ı matematiky jako podklad pro
hlubš́ı porozuměńı algebraickým vlastnostem reálných č́ısel, konkrétně trojúhelńıkové ne-
rovnosti a odhad̊um odchylek. Tyto koncepty tvoř́ı kĺıčový most mezi elementárńı algebrou
a reálnou analýzou — představuj́ı nezbytnou algebraickou př́ıpravu pro pozděǰśı d̊ukazy
vět o aritmetice limit posloupnost́ı a funkćı (ε-N resp. ε-δ techniky).

1 Trojúhelńıková nerovnost a jej́ı varianty

Základńı tvar

Věta 1 (Trojúhelńıková nerovnost pro dvě č́ısla). Pro libovolná reálná č́ısla x, y ∈ R
plat́ı:

|x+ y| ≤ |x|+ |y|.
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D̊ukaz. Důkaz lze provést rozborem př́ıpad̊u podle znamének výraz̊u x, y a x + y. V
rovinném souřadnicovém systému xy rozděluje dvojice os x, y a př́ımka x + y = 0 (tj.
y = −x) rovinu na 6 diskrétńıch oblast́ı (sektor̊u), jak znázorňuje obrázek 1.

x

y

y = −x

I.

II.

III.

IV.

V.

VI.

Obrázek 1: Rozděleńı roviny xy na 6 oblast́ı podle znamének x, y a x+ y.

Provedeme podrobný d̊ukaz pro dvě vybrané oblasti:

1. Oblast I (x ≥ 0, y ≥ 0): V této oblasti je x + y ≥ 0. Podle definice absolutńı
hodnoty plat́ı |x| = x, |y| = y a |x+ y| = x+ y. Plat́ı tedy:

|x+ y| = x+ y = |x|+ |y|.

Nerovnost plat́ı (nastává dokonce rovnost).

2. Oblast VI (x ≥ 0, y < 0, x+y ≥ 0): Zde je |x| = x, |y| = −y a jelikož x+y ≥ 0, je
|x+y| = x+y. Z předpokladu y < 0 plyne −y > y, a tedy x−y > x+y. Dosazeńım
absolutńıch hodnot dostáváme:

|x+ y| = x+ y < x− y = |x|+ |y|.

Nerovnost tedy plat́ı ostrá.

Poznámka: Provedeńı d̊ukazu pro zbývaj́ıćı 4 oblasti (II, III, IV, V) je ponecháno
student̊um jako cvičeńı.

Zobecněńı pro n sč́ıtanc̊u

Věta 2 (Zobecněná trojúhelńıková nerovnost). Pro libovolná reálná č́ısla x1, x2, . . . , xn ∈
R (n ∈ N) plat́ı:

|x1 + x2 + · · ·+ xn| ≤ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|.

D̊ukaz pro 3 a 4 sč́ıtance a všeobecný d̊ukaz indukćı.
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• Pro n = 3 sč́ıtance: S využit́ım asociativity sč́ıtáńı a základńı trojúhelńıkové
nerovnosti aplikované dvakrát dostáváme:

|x1 + x2 + x3| = |(x1 + x2) + x3| ≤ |x1 + x2|+ |x3| ≤ |x1|+ |x2|+ |x3|.

• Pro n = 4 sč́ıtance: Obdobně seskupeńım výraz̊u:

|x1+x2+x3+x4| = |(x1+x2+x3)+x4| ≤ |x1+x2+x3|+|x4| ≤ |x1|+|x2|+|x3|+|x4|.

• Všeobecný d̊ukaz matematickou indukćı pro libovolné n ∈ N:

1. Báze indukce (n = 1 a n = 2): Pro n = 1 plat́ı |x1| ≤ |x1| triviálně. Pro n = 2
plat́ı základńı trojúhelńıková nerovnost.

2. Indukčńı krok (n → n + 1): Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n sč́ıtanc̊u,
tj. |

∑n
i=1 xi| ≤

∑n
i=1 |xi|. Dokážeme platnost pro n+ 1 sč́ıtanc̊u:∣∣∣∣∣

n+1∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
(

n∑
i=1

xi

)
+ xn+1

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣+ |xn+1|.

Aplikaćı indukčńıho předpokladu na prvńı člen dostáváme:∣∣∣∣∣
n+1∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

|xi|+ |xn+1| =
n+1∑
i=1

|xi|.

T́ım je indukčńı krok i celý d̊ukaz dokončen.

Reverzńı trojúhelńıková nerovnost

Věta 3 (Reverzńı trojúhelńıková nerovnost). Pro libovolná x, y ∈ R plat́ı:

||x| − |y|| ≤ |x− y|.

D̊ukaz. Vyjádř́ıme x pomoćı identity x = (x−y)+y a použijeme základńı trojúhelńıkovou
nerovnost:

|x| = |(x− y) + y| ≤ |x− y|+ |y| =⇒ |x| − |y| ≤ |x− y|.
Analogicky vyjádř́ıme y = (y − x) + x:

|y| = |(y−x)+x| ≤ |y−x|+|x| = |x−y|+|x| =⇒ |y|−|x| ≤ |x−y| =⇒ −(|x|−|y|) ≤ |x−y|.

Spojeńım obou nerovnost́ı dostáváme požadovaný vztah ||x| − |y|| ≤ |x− y|.

Metodický význam: Reverzńı trojúhelńıková nerovnost představuje zásadńı algebraický
nástroj pro dolńı odhad jmenovatele při d̊ukazu limity pod́ılu lim 1

g(x)
, kde potřebujeme

ukázat, že |g(x)| je zdola ohraničeno kladnou konstantou.

2 Algebraický odhad odchylky součtu

Při d̊ukazu limity součtu posloupnost́ı nebo funkćı pracujeme s odchylkami aproximaćı A
a B od jejich limitńıch hodnot a a b.
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Odhad odchylky součtu

Necht’ A,B, a, b ∈ R a ε > 0. Předpokládejme, že plat́ı odhady odchylek:

|A− a| < ε a |B − b| < ε.

Chceme odhadnout odchylku součtu (A+B) od (a+ b):

|(A+B)− (a+ b)| = |(A− a) + (B − b)| ≤ |A− a|+ |B − b| < ε+ ε = 2ε.

Technika předchoźı volby ε
2

Při formálńım d̊ukazu limity A + B → a + b požadujeme, aby výsledný rozd́ıl byl menš́ı
než předem zadané libovolné ε > 0. K tomu využ́ıváme techniku rozděleńı ε:

Pokud uprav́ıme předpokládané tolerance na ε
2
, tj.:

|A− a| < ε

2
a |B − b| < ε

2
,

pak po aplikaci trojúhelńıkové nerovnosti obdrž́ıme požadovaný odhad:

|(A+B)− (a+ b)| ≤ |A− a|+ |B − b| < ε

2
+

ε

2
= ε.

Tento postup je standardńı konstrukćı v d̊ukazech vět o aritmetice limit.

3 Algebraický odhad odchylky součinu

Geometrický model

Uvažujme kladná reálná č́ısla A > a > 0 a B > b > 0. Výraz AB − ab představuje rozd́ıl
obsah̊u dvou obdélńık̊u o rozměrech A×B a a× b. Jak ukazuje Obrázek 2, velký obdélńık
lze rozložit na čtyři menš́ı oblasti:

0 a A
0

b

B

ab (A− a)b

a(B − b) (A− a)(B − b)

Obrázek 2: Geometrický rozklad rozd́ılu obsah̊u AB − ab.

Algebraická identita

Z geometrického rozpadu obdélńıku př́ımo plyne algebraická identita:

AB − ab = (A− a)b+ a(B − b) + (A− a)(B − b).

Př́ıpadně ze sloučeńı posledńıch dvou člen̊u obdrž́ıme známou dvoučlennou variantu:

AB − ab = (A− a)b+ A(B − b) resp. AB − ab = (A− a)B + a(B − b).
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Použit́ı trojúhelńıkové nerovnosti

Použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti na tř́ıčlennou identitu źıskáme odhad odchylky součinu
pro obecná reálná č́ısla:

|AB−ab| = |(A−a)b+a(B− b)+(A−a)(B− b)| ≤ |A−a||b|+ |a||B− b|+ |A−a||B− b|.

4 Neřešené úlohy a cvičeńı

1. Dokončeńı d̊ukazu trojúhelńıkové nerovnosti: V sekci 1 byl proveden d̊ukaz
pro oblasti I a VI. Proved’te podrobný d̊ukaz trojúhelńıkové nerovnosti pro zbývaj́ıćı
čtyři oblasti (II, III, IV, V) v souřadnicové rovině.

2. Algebraická identita součinu: Ověřte čistě algebraickým výpočtem (úpravou
výraz̊u), že identita

AB − ab = (A− a)b+ a(B − b) + (A− a)(B − b)

plat́ı pro libovolná reálná č́ısla A,B, a, b ∈ R bez ohledu na jejich znaménko.

3. Odhad odchylky součinu 1: Ukažte, že pokud pro odchylky plat́ı |A − a| < ε a
|B − b| < ε, potom plat́ı odhad:

|AB − ab| < ε(|a|+ |b|+ ε).

4. Odhad odchylky součinu 2: Dokažte, že přidáńım předpokladu ε < 1 dostaneme
z předchoźı úlohy zjednodušený odhad:

|AB − ab| < ε(|a|+ |b|+ 1).

5. Trojúhelńıková nerovnost pro 10 sč́ıtanc̊u: Zformulujte a dokažte trojúhelńıkovou
nerovnost př́ımo pro n = 10 sč́ıtanc̊u bez použit́ı obecné matematické indukce (pouze
opakovaným použit́ım základńı trojúhelńıkové nerovnosti).

5 Didakticko-metodické poznámky (pro budoućı učitele)

• Typické žákovské a studentské chyby:

– Chybný lineárńı přechod: Žáci maj́ı tendenci psát |x + y| = |x| + |y| i pro
č́ısla opačných znamének. Je nutné zd̊urazňovat, kdy nastává rovnost (stejná
znaménka nebo nulovost) a kdy ostrá nerovnost.

– Nepochopeńı reverzńı nerovnosti: Odhad ||x|− |y|| ≤ |x− y| bývá pro studenty
neintuitivńı. Často chybuj́ı při odhadováńı jmenovatel̊u zlomk̊u, kde zaměňuj́ı
horńı a dolńı odhady.

– Práce s nerovnostmi při násobeńı: Častou chybou je násobeńı nerovnost́ı zápornými
č́ısly bez změny směru nerovnosti nebo neoprávněné násobeńı dvou nerovnost́ı
mezi sebou.

• Význam odděleńı algebraické př́ıpravy od logiky limit:
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– Kognitivńı zátěž: Důkazy limit podle Cauchyho (ε-δ) nebo Heineho definice
kombinuj́ı složitou kvantifikačńı strukturu (∀ε > 0 ∃δ > 0 . . . ) s technickými
algebraickými úpravami.

– Didaktická strategie: Pokud se studenti uč́ı řešit algebraické odhady odchylek
samostatně ještě před zavedeńım samotného pojmu limita, výrazně se sńıž́ı
jejich kognitivńı zátěž. Při samotném d̊ukazu věty o limitě součtu či součinu pak
již uplatňuj́ı známé algebraické vzorce a mohou se plně soustředit na pochopeńı
kvantifikátorové logiky.

6 Metodika použitá při tvorbě textu

Text jsem vytvořila ve spolupráci s jazykovým modelem (LLM) Gemini, model 3.6 thin-
king. Nejdř́ıve jsem sepsala osnovu textu. Osnovu jsme pak spolu s LLM zrevidovali a
tuto osnovu jsem pak LLM předala jako součást daľśıho promptu. Vytvořený text jsem
pak přečetla tak, abych mohla ručit za každé jeho slovo.
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