Riemannuv integral



Motivace

Chceme vypocist, nebo alesponn odhadnout, obsah mnoziny

M::{(x,y)€R2:x20,y20’y§x_:pz}



P1i vypoctu jsme pouzili vlastnosti obsahu
(i) Obsah obdélniku O o stranich a, b je roven S(O) = ab.

(il) Maji-li mnoziny M;, My prazdny prunik, M; N M, = (), pak je obsah
jejich sjednoceni roven souctu jejich obsahu

S(My U Msy) = S(My) + S(Ms) (1)

Tuto vlastnost nazyvame aditivita obsahu.

Vztah () plati i v pfipadé, ze je prunik mnozin neprazdny, ale m4
nulovy obsah. Napftiklad, kdyz maji dva obdélniky spolecnou stranu.
V obecném piipadé plati

S(My U Msy) = S(My) + S(My) — S(My N M,)

(111) Je-li M, C MQ, pak je S(Ml) < S(MQ)

Tuto vlastnost nazyvame monotonie obsahu.



Pti definici Riemannova integralu budeme potiebovat pojmy horni a dolni
hranice mnoziny a supremum a infimum mnoziny. Pfipomeneme definice
téchto pojmu a vztahy mezi nimi.

Definice 1 (horni a doln{ hranice mnoziny). Cislo H € R nazveme horn{
hranici mnoziny M, pokud plati

VeeM:x < H
Cislo D € R nazveme dolni hranici mnoziny M, pokud plati

VeeM:x>D

Definice 2 (supremum a infimum mnoziny). Necht M C R je mnozina.
Cislo S € R spliujici (i), (ii) nazveme supremem mnoziny M a budeme
znacit S = sup(M).

(i) VeeM:z<S
(i) Ve>0Ir e M:ax>5—¢

Cislo s € R spliujici (iii), (iv) nazveme infimem mnoziny M a budeme
znacit s = inf(M).

(iii) Ve e M:x > s
(iv) Ve>0dz e M :x <s+e¢

Z vlastnosti (i) plyne, ze supremum mnoziny je horni hranici mnoziny.
Nasledujici lemma ukazuje, Ze supremum mnoziny je nejmensi horni hranici
mnoziny.

Lemma 3 (o supremu a horn{ hranici mnoziny). Necht je M C R mnozina
a ¢islo H je horni hranice mnoziny M.
Pak plati H > sup(M).

Dikaz provedeme nepiimo. Dokdzeme implikaci: je-li H < sup(M), pak
H neni horni hranici mnoziny M.

Zvolme ¢ = sup(M) — H. Pak z H < sup(M) plyne € > 0.

Z (ii) pak plyne existence x € M takového, ze plati x > sup(M) — e.

Dosazenim ¢ = sup(M) — H dostaneme x > sup(M) — (sup(M) — H) a
po upravé dostaneme x > H. Odtud plyne, ze H neni horni hranice mnoziny
M.

Jako cviceni dokazte analogické tvrzeni pro infimum a dolni hranici.

Lemma 4 (o infimu a doln{ hranici mnoziny). Necht je M C R mnozina
a ¢islo D je horni hranici mnoziny M.
Pak plati D < inf(M).



Definice 5 (Riemannuv integral, riemannovska integrovatelnost funkce).
Necht a,b € R, a < b, I = [a,b], f je funkce omezend na intervalu 1.

Posloupnost ¢isel z;, i € {0,1,...,n} spliujici 29 = a, x, = b, x; < T;41
proi € {0,1,...,n — 1} nazveme délenim intervalu I. Déleni ozna¢ime D =
(Jio,jtl, ey T)-

Cislo

n—1
HIS(f, D) i= 3 (i1 — 2) sup{ f(x) : @ € [z, w15

Il
o

i

nazveme hornim integrdlnim souctem funkce f pro déleni D.

Cislo

i
L

DIS(f,D) =" (wjy1 —x;)inf{f(z): z € [x5, x:11]}

i

Il
o

nazveme dolnim integrdlnim souctem funkce f pro déleni D.
Dolnim Riemannovym integralem funkce f pres interval I nazveme ¢islo

b
(R)/ f(z)dz :=sup{DIS(f, D) : D je déleni intervalu I}
Hornim Riemannovym integralem funkce f pres interval I nazveme ¢islo
b
(R)/ f(x)dx :=inf{HIS(f, D) : D je déleni intervalu I}

Funkci f nazveme riemannouvsky integrovatelnou na intervalu I, pokud se
jeji dolni a horni Riemannovy integraly rovnaji, tedy pokud

) [ s =) [ s )

Spole¢nou hodnotu v ([2)) pak nazyvame Riemannovgm integralem funkce f
na intervalu I a znacime

) [ 5ty ar



Piiklad 6. I = [0,1], f(z) =z, x; = % proi € {0,1,2,3,4,5}. Spocitame
DIS, HIS.

Piiklad 7. [ = [0,1], f(z) = =, x; = % pro i € {0,1,...,n}. Spocitame
DIS, HIS.

Priklad 8. I = [0, 1], f je Dirichletova funkce

o= {§ =<2

D je déleni intervalu I. Spoc¢itame DIS, HIS i dolni a horni Riemannuv
integral a ukazeme, ze funkce neni riemannovsky integrovatelna na intervalu

I.

Piiklad 9. I = [a,b], f je konstantni funkce f(z) =k, D je déleni inter-
valu I. Spocitame DIS, HIS i dolni a horni Riemanntuv integral a ukazeme,
ze funkce je riemannovsky integrovatelna na intervalu I a plati

b
(R)/ kdz = k(b — a) (3)



Lemma 10. Necht a,b € R, a < b, I = [a,b], f je riemannovsky integro-
vatelna funkce na intervalu I.
Necht ¢ € I, C € R, g je funkce definovans vztahem

C Tr=c
9“*Z{f@>mef\@}

Pak je funkce g riemannovsky integrovatelna na intervalu I a plati
b b
) [ fa)de= (@) [ ooy

Hlavni mySlenka dtikazu. Necht je § > 0, § < b — a. Zvolime déleni D
obsahujici interval I; := [x;, z;41] 3 ¢ délky z;11 — x; = 6.
Pak je
|HIS(f, D) — HIS(g, D)| < é|f(c) — g(c)]

Odtud plyne - ~
mﬁ#mm=®/mmm

Podobné pro DIS a dolni Riemannuv integral. [

Poznamka 11. Riemannuv integrél jsme definovali na uzavieném inter-
valu [a, b]. Z lemma [T0 plyne, Ze zménou funkéni hodnoty integrované funkce
f v jednom bodé se nezméni hodnota integralu a nezméni se ani to, zda je
funkce f riemannovsky integrovatelna.

Proto nevadi, kdyz funkce v jednom, nebo i ve vice, ale kone¢né mnoha
bodech, neni definovana. Z toho duvodu muzeme mluvit o riemannovské
integrovatelnosti a Riemannové integrdalu funkce na otevieném omezeném
intervalu I = (a,b), kde a,b € R, a < b.



Nize v lemma [13] dokdzeme postacujici podminku riemannovské integro-
vatelnosti funkce. V zdvéru dukazu budeme potiebovat lemma[12] které nyni
dokazeme.

Lemma 12 (o limitnfm prechodu). Necht K € R, K > 0 a necht plat{
Ve>0:K <e.
Pak je K = 0.

Dikaz provedeme sporem. Predpokladejme tedy, ze K > 0. Zvolme ¢ =
K /2. Pak jee > 0 a K > ¢e. To je spor s predpokladem K < e. [0

Lemma 13 (o riemannovské integrovatelnosti).
Necht a,b € R, a < b, [ = [a,b], f je funkce omezend na I.
Necht pro kazdé € > 0 existuje déleni D intervalu I takové, Ze plati

HIS(f,D)— DIS(f,D) < ¢

Pak je funkce f riemannovsky integrovatelnd na intervalu I.

Dikaz.



Funkce na uzavreném intervalu:
Stejnomeérna spojitost

Riemannovska integrovatelnost



Definice 14 (stejnomérnd spojitost funkce). Necht M C R, f je funkce
definovana na M. Rekneme, Ze je funkce f stejnomérné spojitd na mnoziné
M, pokud plati

(Véf > O)(E|5 > 0)(VSL’1,$2 € M)(|LL’1 — l’2| <= |f(l’1> — f(IQ)‘ < 5) (4)

Priklad 15. I = (0,1), f(z) = %, funkce f je spojita na I. Ukazeme, ze
neni stejnomérné spojita na /.

Zvolme e =1, n €N, 11 = &, T3 = 7.

Pak je | f(z1) — f(z)| = n = (n+ )] = 1.

Zaroven je |ry — mo| < % Volbou n > % dostaneme § < % a odtud
dostaneme |1 — 25| < % < 0.
zéroven |f(x1) — f(x2)| = 1. Pro e = 1 tedy neplati (] v definici stejnomérné
spojitosti. Odtud plyne, ze f neni stejnomérné spojitd funkce na intervalu /.

Lemma 16 (o spojitosti stejnomérné spojité funkce). Necht I C R je
interval, f je funkce stejnomérné spojita na I. Pak je f spojita na I.

Dukaz. Predpoklddejme nejdiive, ze I = (—o00,00). Zvolme zq € I a
e > 0. Funkce f je stejnomérné spojitd na intervalu I, proto existuje § > 0
takové, ze pro viechna x € Us(xo) plati |f(x) — f(x)| < €. A proto je funkce
f spojita v bodé x.

Necht je nyni I = (a, b) otevieny interval. Ozna¢me d = min{b—zg, zo—a}
(vzdélenost bodu zg od kraje intervalu). Pak pro ; = min{d,d} a pro x €
Us,(z9) je x € [ a x € Us(xy). Z (@) pak plyne f(z) € U.(f(xg)). A proto je
funkce f spojitd v bodé xy.

Necht je nyni I = [a,b), pfipadné I = [a,b]. Chceme ukézat, ze je funkce
f spojita v bodé a zprava. Zvolme € > 0. Funkce f je stejnomérné spojita na
intervalu I, proto existuje § > 0 takové, ze pro vSechna = € [a,a + 0) plati
|f(z) — f(a)| < e. Proto je funkce f spojitd v bodé a zprava.

Podobné dokazeme pro intervaly (a, b], [a, b] spojitost funkce f v bodé b
zleva.

Dokazali jsme spojitost funkce f v bodech g € (a,b) a piipadné spojitost
v bodé a zprava a spojitost v bodé b zleva. Proto je funkce f spojita na
intervalu 1. J

Véta 17 (o stejnomérné spojitosti funkce spojité na uzavieném inter-
valu). Necht a,b € R, a < b, [ = [a,b], f je funkce spojitd na I. Pak je f
stejnomérné spojita na I.

Véta je v dalsim dulezita pii dikazu véty o riemannovské integrovatel-
nosti spojité funkce. Diikaz je mimo ramec prednasené latky, presto nize pro
uplnost uvadime alespon jeho hlavni myslenky.



Hlavni myslenky dikazu.

Dukaz provedeme sporem. Budeme predpoklddat, ze funkce je spojitd na
I a neni na [ stejnomérné spojita.

Z negace stejnomérné spojitosti dostaneme, ze existuje € > 0 takové, ze

(V(g > O)(El.ﬁlfl,fl?g € I)(‘ﬂfl — .112| <IA |f<.§L’1> — f(ﬂfg)‘ Z Ef)
Zvolme 0 = 1/n. Pak existujf a,, b, € I takova, ze

|an, —bn| < 1/n, |flan) = f(ba)| = €

Protoze je (a,); omezend posloupnost, lze z ni vybrat konvergentni po-
sloupnost. Necht je ¢ limitou této posloupnosti. Protoze je I uzavieny interval
a a, € I, plyne odtud c € I.

Oznac¢me nyni ¢leny vybrané posloupnosti A, = a,, a z posloupnosti (b,,)
vyberme odpovidajici cleny By = b, .

Z |an, — b,| < 1/n plyne konvergence poslopuosti (By) s limitou c. Ze
spojitosti f v bodé ¢ plyne limg_,o, Ax— By = 0, coz je spor s | f(an)— f(by)| >
e. d



Véta 18 (o riemannovské integrovatelnosti spojité funkce). Necht a, b €
R, a < b, I =[a,b], f je funkce spojita na I. Pak je f riemannovsky integro-
vatelna na I.

Dikaz. Zvolme € > 0. Zkonstruujeme déleni D intervalu I takové, ze
HIS(f,D)— DIS(f,D) <e (5)

7 lemma [I3] o riemannovské integrovatelnosti pak plyne riemannovskd inte-
grovatelnost funkce f na intervalu I.

Zvolme € = ﬁ Funkce f je spojitd na uzavieném intervalu, proto je
na ném stejnomérné spojita. Protoze je € > 0, existuje § > 0 splnujici

Vy,z€l:ly—z<d=|fly) - fz)| <€

Zvolme déleni z; = a + 10, dokud je z; < b a nasledujici z,, = b

Uvazujme ¢ € {0,1,...,n — 1} a ozna¢me interval I; := [z;, ;1] a jeho
stted ¢; = (x; + x;41)/2. Pak pro x € I; je |x — ¢;| < ¢ a tedy
|f(z) = fla) <& (6)

Po odstranéni absolutni hodnoty a tpravé zapiseme (@)
Veel: f(x) < fle)+&, Veel: f(x)> fleg)—¢ (7)

Z (@) plyne, ze f(c;) + € je horni hranice mnoziny M = {f(x) : x € I;} a
f(ci) — € je dolnf hranice mnoziny M. Z lemmat [3] @ plyne
fle) — )

Rovnici (§) vyndsobime z;41 — x;, rovnici (@) vyndsobime —(x;1; — z;) a
rovnice secteme. Po tpravé pravé strany dostaneme

sup(M)
inf (M)

IV IA

sup(M)(zi41 — x;) — inf(M ) (i1 — x;) < 28(wi01 — 24) (10)

Rovnice (I0) pro ¢ € {0,1,...,n — 1} secteme. Dostaneme

—_

n— n—

(sup(M)(@ir1 — ;) — inf (M) (i1 — 7)) < 28 ‘ (@i — i) (11)

1=

s
Il
=)

'Tedy n = min{i € N: a +id > b}.



Na levé strané ([[1]) je rozdil horniho a dolniho integralniho souctu HI1S(f, D)—
DIS(f, D). K tupraveé pravé strany pouzijeme

n—1
inﬂ—xi:b—a (12)
1=0

Dosazenim & = 2¢/(b — a) a (I2)) do (II]) dostaneme (&]).
Odtud plyne, ze funkce f je riemannovsky integrovatelnd na intervalu I.
O



Vlastnosti Riemannova integralu

Derivace integralu podle horni meze



Véta 19 (o vlastnostech Riemannova integrdlu). Necht a,b € R, a < b,
I = [a,b]. Necht jsou funkce f, g definované na I.
Pak plati

(i) Necht ¢ € (a,b). Pak je f riemannovsky integrovatelna na I pravé kdyz
je riemannovsky integrovatelnd na obou intervalech |[a, ¢], [c, b] a plati

w [ s@a=w [rwa @ [we o)

Tuto vlastnost nazyvame aditivitou vzhledem k integracnimu oboru.

(i) Necht jsou f, g riemannovsky integrovatelné na I. Necht plati
Veel: f(x) < g(z).
Pak plati
b b
) [ swae < ) [ o) (14)

Tuto vlastnost nazyvame monotonii vzhledem k integrované funkci.

Hlavni myslenky dikazu.



Véta 20 dulezitd (o derivaci integralu podle horni meze). Necht a,b € R,
a<b, I =]ab], fje funkce riemannovsky integrovatelna na intervalu /.
Definujme pro ¢ € (a, b]

R(t) = (R) / f(z) dz

Necht ¢ € (a,b) a funkce f je spojita v bodé t.
Pak je funkce R diferencovatelnd v bodeé t a plati R'(t) = f(t).

Hlavni myslenka dikazu. Necht h > 0, ¢t + h € (a,b). Z aditivity
integralu vzhledem k integra¢nimu oboru plyne

t+h
R(t+h) = R(t) + (R) /t f(x) da

Odtud plyne h
R(t+h) — R(t) = (R) /t F(z) dao

Protoze je funkce f spojitd v bodé t, je pro malé h priblizné

) | " fayde = hp)

Odtud dostaneme Rt + B — Rt
EAD RO - p (15)

Podobné pro h < 0, t + h € (a,b) dostaneme

R = Rt+m)+ ) [ ) da

Odtud

R(t+h)— R(t) = —(R) t f(z)dz

t+h
a ze spojitosti funkce f v bodé t dostaneme pro malé h piiblizné

(R) - f(z)de = =hf(t)

Odtud dostaneme (IH). O

V diikazu se hodi zavést integral pro obecnéjsi meze, viz nasledujici defi-
nice.



Definice 21. Necht a,b € R, a < b, [ = [a,b], f je funkce riemannovsky
integrovatelna na intervalu /. Necht o, 8 € I, o > 3. Definujeme

®) [ e = 0
) [ @ = () /B " f(e) da

Lemma 22. Necht a,b € R, a < b, I = [a,b], f je funkce riemannovsky
integrovatelnd na intervalu I. Necht o, 3,7 € I.
Pak plati

B ¥ v
(R) / f(x)dz + (R) /ﬁ f(x)dz = (R) / f() de (16)

Dikaz. Pro a < < v je ([8]) totozné s ([I3]). Zbyvé probrat ostatni
moznosti pro «, [, 7. Ukdzeme dva pripady, ostatni nechame ctenafi jako
cviceni.

Necht je o = v > 3. Pak je

® [ fwyde = —(B) //3 () da
®) [ f@)de = (R) /B /() da
0

Dosazenim do (I6) dostaneme po dpravé nulu na obou strandch rovnosti, a

tedy (I6]) plati.
Necht je 8 > a > ~. Pak z (I3)) plyne

(R) / @) [ @) de = (B) / ) d

Dosazenim z definice 21] dostaneme
vy B vy
—(R dz + (R dz = —(R d
#) [ fa)do+(R) [ fla)de ()/Bf(x)x

a odtud po upravé dostaneme (I0]). O



Diikaz véty o derivaci integralu podle horni meze. Pro t,t + h €
(a,0) je

R(t+h) — R(t) = /t ey da

Necht je f spojitd v bodé t. Zvolme € > 0. Pak existuje § > 0 takové, Ze pro
x € (t—06,t+9) je
ft)—e < flz) <[f(t)+e (17)

Zvolme h € (0,6). Pak z (I7) a z monotonie integrdlu podle integrované
funkce plyne

w [0 - [Ciwasm [ e

Integral z konstantni funkce je roven dle (3])

) [ 50 -car =0 - @ [ 50+ ear= 60 +n
Odtud dostaneme
(F(t) — ) < R{t + h) — R{) < (F(1) + )b
Nerovnosti vydalime h > 0 a odetteme f(¢). Dostaneme

_ggR(tJrh})L—R(t)_f(t)Sg (18)

Odtud plyne
lim R(t+h) — R(t) — 1) (19)

h—0+t h
Podobné pro h € (—0,0) dostaneme

(R) t;f(t)—édxﬁ(R) t;f(x)dx“S(R) t;f<t>+adm

odtud
—h(f(t) —¢) < R(t) = R(t + h) < =h(f(t) +¢)
Odtud vydélenim —h > 0 a odectenim f(t) dostaneme (I8) a dale

lim R(t+h) — R(t)

h—0—

h
Z ([19), (20) pak plyne R'(t) = f(t). O

= f(t) (20)



Véta 23 dulezita. Necht a,b € R*, I = (a,b). Necht f je funkce spojita
na [.
Necht ¢ € I. Definujme funkci R, vztahem

R.(t) = (R) / f(x) da (21)

Pak je f. diferencovatelnd na I a plati R, = f.

Dukaz. Necht je t > ¢. Pak vztah R.(t) = f(t) plyne z véty o derivovan{
integralu podle horni meze.

Necht je t < c¢. Zvolme ¢y € (a,t). Pak z aditivity integrdlu podle inte-
gracniho oboru plyne

(R) /C:f(rv) ot (1) [ reyas =) [ o) as

Odtud po upravé a dosazeni z (21) dostaneme

Rit) = () [ f@)de = (8) [ jo)de

Na pravé strané zderivujeme levy integral podle horni meze a dostaneme
f(t). Pravy integrél je konstantni (nezavisi na proménné t), jeho derivace je
tedy rovna nule.

Dostéavame tedy R.(t) = f(t). O



Lemma 24. Necht a,b € R, a < b, I = [a,b], f je funkce riemannovsky
integrovatelna na intervalu I. Oznacme pro ¢ € (a,b)

R(t) = (R) / f(z)dz

Pak plati .
lim R() =0,  lim R(t) = (R) / f(z) de

t—a™t t—b—

Dukaz.



Primitivni funkce



Definice 25 (primitivn{ funkce). Necht a,b € R*, a < b, I = (a,b). Necht
je funkce f definovand na intervalu I.

Funkci F' definovanou na I nazveme primitivni funkci funkce f na inter-
valu I, pokud plati

Veel: F'(x) = f(x) (22)

Piiklad 26. Ukdzeme, ze funkce F(x) = log|z| je primitivni funkef
funkce f(z) = 1 na intervalu I = (—o0,0).

Piiklad 27. Ukazeme, ze funkce F(z) = log(2z) je primitivni funkei
funkce f(x) = I na intervalu I = (0, 00).



Véta 28 (o jednoznacnosti primitivni funkce az na konstantu). Necht
a,b € R* a < b, I = (a,b), f je funkce f definovand na intervalu I. Necht
Fi, F5 jsou primitivni funkce funkce f na intervalu I.

Pak plati

C e RVz el FQ(JI) = Fl(l') + C

Dikaz.



Véta 29 dilezita (o existenci primitivni funkce ke spojité funkei). Necht
a,b € R* a<b, I =(a,b). Necht je funkce f spojitd na intervalu I.
Pak existuje funkce F' primitivni k f na [.

Diikaz. Zvolme o € I. Protoze je funkce f spojita na intervalu I, existuje
dle véty I8 pro x € [ integral v (23)).
Definujme funkci F

Fa) = () [ 5oy 23

Ve véte 23 jsme ukézali, ze pro x € I plati F'(z) = f(z). Odtud plyne, ze je
F primitivni funkce f na intervalu 7. [



Newtonuv integral



Definice 30 (Newtonuv integrdl). Necht a,b € R*, a < b, [ = (a,b),
necht jsou funkce f, F definované na intervalu I. Necht je F primitivni
funkce f na I. Necht existuji konecné limity

lim F(x), lim F(x)

z—at T—b—

Pak fikame, ze je funkce f Newtonovsky integrovatelnd na intervalu I a
Newtonovym integralem funkce f na I nazyvame cislo

b
(N)/ f(z)dz := lim F(z) — lim F(z) (24)

b~ z—at

Hodnotu na pravé strané (24)) nazyvame Newtonovym integrdalemiv piipadé,
ze je nékterd z limit nevlastni a jejich rozdil je definovan.
Piiklad 31. Vypocteme (N) [ /7 dz.

Priklad 32. Ukdzeme, ze f(z) = 1 neni Newtonovsky integrovatelnd na
intervalu (—1,2).

Piiklad 33. Vypocteme (V) f_21 |z| dz.



Véta 34 (o vlastnostech Newtonova integrdlu). Necht a,b € R*, a < b,
I = (a,b). Necht jsou funkce f, g definované na I.
Pak plati

(i) Necht je f newtonovsky integrovatelnd na intervalu I a necht ¢ € (a, b).

Pak je f newtonovsky integrovatelnd na intervalech (a, c), (¢, b) a plati

b c b
() / f(2)dz = (N) / f(x)da + (V) / fayde  (25)

Tuto vlastnost nazyvame aditivitou vzhledem k integracnimu oboru.
(i) Necht je f newtonovsky integrovatelna na I. Necht plati
Veel: f(x) >0.
Pak plati .
) [ #a)de =0 (26)
Tuto vlastnost nazyvame pozitivitou newtonova integralu.

(iii) Necht jsou f, g newtonovsky integrovatelné na I. Necht a, 3 € R.

Pak je funkce h = af + g newtonovsky integrovatelné na I a plati (na
pravé strané jsme pro vétsi prehlednost vynechali znacku (N))

(N)/abh(x)dx:a/abf(x)derﬁ/abg(a:)dx

Tuto vlastnost nazyvame linearitou newtonova integralu.

(iv) Necht jsou f, g newtonovsky integrovatelné na I. Necht plati
Veel: f(zx) <gx).

Pak plati \ \
(V) / f(2)de < (N) / o(z) dz (27)

Tuto vlastnost nazyvame monotonii newtonova integralu.

Dikaz.



Véta 35 dilezita (Newton — Leibniz). Necht a,b € R, a < b, I = [a, 1].
Necht je funkce f spojitd na intervalu I.

Pak je f riemannovsky integrovatelna na I, newtonovsky integrovatelna
na (a,b) a plati

(AUL/‘f(w)dx:=(fD%/‘f1x)dx (25)

Dtkaz. Protoze je funkce f spojita na uzavieném intervalu I, je na ném
podle véty 15 riemannovsky integrovatelna.
Zvolme ¢ € (a,b). Pak je dle vety 29 funkce F' primitivni k f na intervalu

(a,b) x
PWFﬁm/f®&

Definujme déle pro x € (a,b)
Ria)=(R) [ re)de

Z aditivity Riemannova integrélu vzhledem k integraénimu oboru (véta
16, (i)) plyne

<m/3wm=uyfﬂmwum/7ma

Odtud dosazenim z definice funkci F', R dostaneme

F@ﬁwm/ﬁwa+Rm

7 limit v lemma plyne (¢len s integrdlem je konstantni — nezdvisi na
proménné )

z—at

lim F(z) = (R) /af(t) dt
lim F(z) — (R) / Crw e+ (R) / F(t)dt

r—b—

Odtud plyne, ze je f newtonovsky integrovatelnd na (a,b) a plati rovnost

@R). O



Piiklady 36.

1. Vypocteme integral (V) fi 2| da.

Protoze je funkce f(xz) = |z| spojitd na intervalu I = [—1,2], je dle
Newton-Leibnizovy véty na intervalu I newtonovsky integrovatelna.
Muzeme tedy pouzit aditivitu integralu vzhledem k integra¢nimu oboru

(veta 34l (i)).
Odtud plyne

(N)/i|x|dx:(N)/Ol|x]dx+(N)/02|x|dx

V téchto integralech lze odstranit absolutni hodnotu a dalsi vypocet
nechame na ¢tenari.

2. Vypocteme integral (N) [ /1 — sin*(z) dz.
Po tipravé dostaneme (N) [" | cos(z)| da.

Pouzijeme aditivitu integralu, poté v integralech odstranime absolutni
hodnotu a minus vytkneme pied integral
™ /2 ™
(N)/ | cos(z)|dx = (N)/ cos(z)dx — (N)/ cos(z) dx
0 0 w/2

Vypoctem pak dostaneme

(N) /Oﬂ | cos(x)] dz = 2.



Aplikace integralu

Je k dispozici text k aplikacim na
https://kma.fp.tul.cz/~simunkova/analyza/an2-2017-18/aplikace_integralu.pdf

Video zatim z duvodu nedostatku ¢asu neni natoceno.


https://kma.fp.tul.cz/~simunkova/analyza/an2-2017-18/aplikace_integralu.pdf

Integralni kritérium konvergence rad



V této kapitole vylozime integralni kritérium konvergence fad. Zahajime
zkoumanim konvergence rad (29) — (B2). Jejich soucet prevedeme na integral
a konvergenci zjistime potom vypoctem integrélu (véta [2]).

Pro snadnéjsi formulaci dukazu se nam bude hodit pojem celd cast z re-
alného cisla. Jde v podstaté o zaokrouhleni na nejblizsi mensi celé ¢islo, jak
je vidét z nasledujici definice.

Definice 37. Necht = € R. Celou édsti ¢isla x nazveme ¢islo |z | splaujic
(1) =] €2
(ii) |z] <=z

(iii) |z) +1> 2

Motivace 38.
Chceme zjistit, zda konverguji rady

Dgg

(29)
oo 1
P (30)
> 1)
S - (32)

(Vi
Rada (29) nespliiuje nutnou podminku konvergence

lim k£ #0

k—o00

£
Il

proto nekonverguje.
Ostatni fady nutnou podminku konvergence spliuji

1
lim — = lim — = lim —

Odtud ale nic neplyne pro konvergenci téchto fad.

Protoze maji tyto rady kladné ¢leny, maji vSechny soucet a jde jen o to
urcit, zda je tento soucet konecny.



Pomoci funkei f(z) = 1/z, f(z) = 1/22, f(z) = 1/y/x vyjadiime cleny
fad ([B0) — (32)) ve tvaru
> (k)

k=1

Cislo f(k) napiSeme pomoci integralu z konstantni funkce x +— f(k) pies
interval délky jedna (kreslete obrézek)

k+1

f(k) = f(k)dz

k

Cislo k nahradime na pravé strané pro x € [k, k + 1) celou ¢asti cisla |z].

Dostaneme
k+1

f(k) = f(lx)) da

k
Pomoci integrdlu pak vyjadiime ¢astecny soucet fady

Zﬂ@:Z% ﬂmmmaf £(lz)) da (33)

Pti uprave jsme vyuzili aditivitu integralu vzhledem k integra¢nimu oboru.

Integral v (B3]) neumime vy¢islit, proto ho odhadneme. Vyuzijeme toho,
ze jsou funkce f klesajici na intervalu (0, 00). Protoze plati |z| < z, plyne
odtud f(|z]) > f(z). Z monotonie integrélu pak plyne

[ senarz [ s

Levou stranu nahradime z ([33]) ¢dsteénym souctem

Sz [ fa)da

a limitnim prechodem v nerovnosti pak dostaneme odhad pro soucet ne-

konecné rady
n+1

o
> f(k) > lim fla)dz
n—oo 1

k=1
Spocitame hodnotu vyrazu na pravé strané nerovnosti a pokud vyjde
nekonecnd, plyne odtud, Ze i leva strana je rovna nekonec¢nu a tedy rada na

levé strané nekonverguje.



Pokud je hodnota pravé strany konecnd, neplyne odtud nic. Podobnymi
tvahami (podrobnosti ve cviceni B9) odvodime

n+1

> f(k) < lim f(x)da (34)

n—oo
k=2 1

a odtud plyne z konec¢nosti pravé strany konec¢nost levé strany a tedy kon-
vergence tady.

Cviceni 39.

1. Ukazte, ze pro funkci f klesajici na intervalu (0,00) a pro x > 1 plati

2] Z2x—Ta f(lz]) < flz—1)

2. Ukazte, ze pro funkei f klesajici na intervalu (0, 0o) plati

n+1 n+1
/ f([xj)dxg/ fl@—1)da
2 2
3. Ukazte, ze plati

/:Hf(x— 1) de = /1nf(x) dz

4. 7 piedchozich cviceni odvod'te (34)).

Poznamka 40. Limitu v (34)) a dalsich vztazich nahradime integralem
pres neomezeny interval

n+1 o0
lim f(z)dz = / f(z)dz (35)
Tento vztah plyne v pripadé Newtonova integralu piimo z definice Newtonova
integralu.
V pripadé Riemannova integralu je definovan jen integral na levé strané.
Integrdl na pravé strané nazyvame nevlastnim Riemannovym integralem a
vztah (B3) je definici tohoto nevlastniho Riemannova integralu.



Piiklady 41.

1. Vypoctem integralu

zjistime soucty tad

2. Vypoctem integralu

dostaneme pomoci (B4]) konvergenci fady

=1
27

k=1

Navic ze vztahu (B4 dostaneme

a odtud - .
1 1 1
D tlEs?

Radu Y 77, 75 je mozné secist prostiedky, které jsou mimo moznosti
tohoto textu. Soucet je roven 72/6, coz souhlasi s nasim vypoctem.

—_

Véta 42 (integrélni kritérium konvergence fad). Necht je funkce f ne-
rostouci na intervalu [1,00). Pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni.

(i) Rada 3_32, f(k) je konvergentn.

(i) Integral [ f(z) dz ma kone¢nou hodnotu.

Hlavni myslenky dikazu. Nejdiive je tfeba ukazat, ze integral v (ii)
existuje. Spokojme se s konstatovanim, Ze existence nevlastniho Riemannova



integralu plyne z Riemannovské integrovatelnosti monotonni funkce a z exis-
tence jednostranné limity monotonni funkce.

Newtonuv integral neexistuje v nami definované verzi, pokud neni funkce
f naintervalu [1, 0o) spojita. Existuje v zobecnéné verzi, kde misto primitivni
funkce pouzijeme tzv. zobecnénou primitivni funkci, u které se v konecném
po¢tu bodu misto diferencovatelnosti spokojime se spojitosti.

Dukaz téchto tvrzeni presahuje ramec tohoto textu.

Dalsi kroky dikazu jsou analogiemi tivah vyse v motivacnich ptikladech
a cviceni B9

Priklad 43. Urcéime, pro ktera a € R konverguje fada
Dk
k=1

Pro a > 0 je limg_,, k* = 00, neni tedy splnéna nutnd podminka konver-
gence a rada tedy nekonverguje.

Pro a = 0 je limy_,o £* = 1, opét tedy neni splnéna nutnéd podminka
konvergence a fada tedy nekonverguje.

Pro a < 0 je limy_, k* = 0 a je tedy splnéna nutnd podminka konver-
gence. K urceni konvergence rady pouzijeme vétu

Vypoctem primitivni funkce pro a # —1 dostaneme

e’} a+1 a+1
. X . x
/ x%dx = lim — lim
1

z—o00 @ + 1 =1t a—+ 1

Pro a € (—1,0) je a+ 1 > 0, proto je limita v nekoneénu rovna nekone¢nu a
tedy rada pro tato a nekonverguje.

Piipad a = 1 jsme vytesili vyse v motivaci

Proa < —1jea+ 1 < 0, proto je limita v nekonecnu rovna nule a tedy
fada pro tato a konverguje.

Zéverem konstatujme, ze fada Y, k% konverguje prave kdyz je a < —1.

Castéji se s touto fadou setkdme v jiném tvaru, ten probereme v nésle-
dujicim cviceni.

Cviceni 44. Urcete pro kterd a € R konverguje fada

=1
2
k=1



