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Horńı Riemannův integrál jako infimum horńıch součt̊u

Ih(f , a, b) = inf{S(f ,D) : D je děleńı [a, b]}
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Ukážeme, že Id(f , a, b) ≤ Ih(f , a, b) (a zopakujeme si pojmy
suprema a infima):

Ukázali jsme, že pro libovolná dvě děleńı D1, D2 intervalu [a, b]
plat́ı s(f ,D1) ≤ S(f ,D2). Proto je s(f ,D1) dolńı hranićı množiny
horńıch součt̊u. Protože Ih(f , a, b) je nejvěťśı dolńı hranićı množiny
horńıch součt̊u, je s(f ,D1) ≤ Ih(f , a, b).

Protože tato nerovnost plat́ı pro všechny dolńı součty, je Ih(f , a, b)
horńı hranićı množiny dolńıch součt̊u, a protože je Id(f , a, b)
nejmenš́ı horńı hranićı množiny dolńıch součt̊u, je
Id(f , a, b) ≤ Ih(f , a, b).
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Př́ıklad funkce d (Dirichletova funkce), pro kterou je
Id(d , 0, 1) < Ih(d , 0, 1):

d(x) =

{

1 x ∈ Q

0 x 6∈ Q

Každý neprázdný interval obsahuje racionálńı i iracionálńı č́ıslo,
proto je mi = 0, Mi = 1 pro všechna i

0 1xi xi+1

Mi = sup{d(x) : x ∈ [xi , xi+1]} = 1

mi = inf{d(x) : x ∈ [xi , xi+1]} = 0

a odtud plyne s(f ,D) =
∑

n−1
i=0 (xi+1 − xi )mi = 0 a

S(f ,D) =
∑

n−1
i=0 (xi+1 − xi )Mi =

∑
n−1
i=0 (xi+1 − xi ) = xn − x0 = 1 pro libovolné

děleńı D intervalu [0, 1].
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Definice Riemannova integrálu

Funkci f definovanou a omezenou na intervalu [a, b] nazveme
Riemannovsky integrovatelnou, pokud se rovnaj́ı dolńı a horńı
Riemannův integrál funkce f p̌res interval [a, b], formálně zapsáno,
pokud plat́ı

Id(f , a, b) = Ih(f , a, b).

Společnou hodnotu dolńıho a horńıho integrálu nazýváme
Riemannovým integrálem funkce f p̌res interval [a, b], znač́ıme jej

(R)
∫

b

a
f (x) dx , někdy též (R)

∫

b

a
f a pokud nehroźı záměna, tak

∫

b

a
f (x) dx či též

∫

b

a
f .
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