Dolni Riemann(v integral je definovdn jako supremum dolnich
souctl

I4(f,a, b) = sup{s(f, D) : D je déleni [a, b]}
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Horni Riemanniyv integrél jako infimum hornich sou&tl

In(f,a, b) = inf{S(f, D) : D je délenf [a, b]}
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Ukéazeme, ze I4(f,a, b) < I4(f, a, b) (a zopakujeme si pojmy
suprema a infima):

Ukazali jsme, Ze pro libovolna dvé& déleni Dy, D» intervalu [a, b]
plati s(f, D1) < S(f, D2). Proto je s(f, D1) dolni hranici mnoZiny
hornich soutl. Protoze Iy(f, a, b) je nejvétsi dolni hranici mnoZiny
hornich sou¢td, je s(f, D1) < Ix(f, a, b).

ProtoZe tato nerovnost plati pro viechny dolni soutty, je I4(f, a, b)
horni hranici mnoZiny dolnich souttd, a protoZe je I4(f, a, b)
nejmensi horni hranici mnoziny dolnich souctd, je

/d(f, d, b) < /h(f, a, b)



P¥iklad funkce d (Dirichletova funkce), pro kterou je
la(d,0,1) < In(d,0,1):
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Kazdy neprazdny interval obsahuje raciondlni i iracionalni &islo,
proto je mi =0, M; =1 pro v8echna i

............... N

M; = sup{d(x) : x € [x;, x;y1]} =1

/ m; = inf{d(x) : x € [x;, x;41]} =0

;
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a odtud plyne s(f,D) = 37"} (xis1 — xi))m; =0 a
S(f,D) = 37 (xis1 — xi)M; = 3770 (i1 — xi) = xn — x0 = 1 pro libovolné
d&leni D intervalu [0, 1].
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Definice Riemannova integralu

Funkci f definovanou a omezenou na intervalu [a, b] nazveme
Riemannovsky integrovatelnou, pokud se rovnaji dolni a horni
Riemanntv integral funkce f p¥es interval [a, b], formaIn& zapséno,
pokud plati

/d(f, a, b) = /h(f, a, b)

Spole&nou hodnotu dolniho a horniho integralu nazyvame
Riemannovym integralem funkce f pres interval [a, b], znatime jej
(R) fab f(x) dx, n&kdy téZ (R) fab f a pokud nehrozi zdména, tak
JPF(x)dx gitéz [P F.
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